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Lêi giíi thiÖu 

Lý thuyÕt x¸c suÊt vμ to¸n häc thèng kª nãi chung vμ lý thuyÕt c¸c hμm ngÉu nhiªn nãi 

riªng lμ c«ng cô to¸n häc quan träng ®−îc sö dông rÊt réng r·i vμ hiÖu qu¶ trong c¸c khoa 

häc khÝ t−îng, thñy v¨n vμ h¶i d−¬ng häc. 

Trong ch−¬ng tr×nh ®μo t¹o chuyªn ngμnh khÝ t−îng, thñy v¨n vμ h¶i d−¬ng häc viÖc 

øng dông c¸c ph−¬ng ph¸p thèng kª vμ lý thuyÕt c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn cã mÆt trong 

nhiÒu m«n häc vμ thÓ hiÖn d−íi nh÷ng h×nh thøc kh¸c nhau. Tuy nhiªn, cho ®Õn nay ë n−íc 

ta ch−a cã mét tμi liÖu gi¶ng d¹y dïng chuyªn cho ngμnh khÝ t−îng thñy v¨n, trong ®ã nh÷ng 

c¬ së cña lý thuyÕt x¸c suÊt, to¸n häc thèng kª ®−îc tr×nh bμy ®Çy ®ñ, hÖ thèng nh−ng dÔ 

hiÓu ®èi víi tr×nh ®é to¸n t−¬ng øng cña nh÷ng sinh viªn nhãm ngμnh nμy. 

Cuèn “C¬ së lý thuyÕt hμm ngÉu nhiªn vμ øng dông trong khÝ t−îng thñy v¨n” cña §. I. 

Kazakevits, ng−êi ®· tõng gi¶ng d¹y to¸n häc cao cÊp vμ lý thuyÕt x¸c suÊt thèng kª nhiÒu 

n¨m t¹i Tr−êng ®¹i häc khÝ t−îng thñy v¨n Lªningrat, tá ra ®¸p øng tèt nhÊt nh÷ng yªu cÇu 

trªn ®©y. Ngoμi ra, t¸c gi¶ cuèn gi¸o tr×nh nμy còng am hiÓu vμ cã c«ng tæng quan nh÷ng øng 

dông c«ng cô cña lý thuyÕt hμm ngÉu nhiªn trong nghiªn cøu khÝ t−îng, thñy v¨n, h¶i d−¬ng 

häc, chØ ra trong nh÷ng vÊn ®Ò nμo vμ khi nμo nh÷ng ph−¬ng ph¸p nμy ¸p dông sÏ hîp lý vμ 

hiÖu qu¶, nh÷ng ®Æc thï khi thao t¸c víi nh÷ng d÷ liÖu khÝ t−îng thñy v¨n trong khi tÝnh 

to¸n... Nh− vËy cuèn s¸ch võa cã tÝnh chÊt gi¸o khoa võa lμ mét chuyªn kh¶o rÊt cã Ých 

kh«ng nh÷ng cho sinh viªn trong häc tËp mμ cßn lμ tμi liÖu tham kh¶o cho nghiªn cøu sinh 

vμ nh÷ng ng−êi nghiªn cøu. Héi ®ång khoa häc cña Khoa KhÝ t−îng thñy v¨n vμ h¶i d−¬ng 

häc quyÕt ®Þnh dÞch nguyªn b¶n cuèn s¸ch nμy lμm gi¸o tr×nh gi¶ng d¹y m«n häc “Lý thuyÕt 

c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn” cña chuyªn ngμnh nμy trong Tr−êng ®¹i häc khoa häc tù nhiªn. 

B¶n dÞch ch¾c ch¾n sÏ cßn nh÷ng thiÕu sãt liªn quan ®Õn dÞch thuËt vμ in Ên. RÊt mong 

®−îc c¸c thÇy gi¸o vμ b¹n ®äc gãp ý. 

                                                                                                 

                                                                                                       Nh÷ng ng−êi dÞch 
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Lêi  nãi  ®Çu 

Trong hai chôc n¨m gÇn ®©y ng−êi ta thÊy r»ng c¸c c«ng cô to¸n häc vÒ lý thuyÕt 

hμm ngÉu nhiªn ®−îc sö dông réng r·i trong khÝ t−îng häc vμ thuû v¨n häc. C¬ së cña ®iÒu 

nμy lμ ý t−ëng xem xÐt c¸c gi¸ trÞ tøc thêi ghi ®−îc cña c¸c qu¸ tr×nh vμ c¸c tr−êng kh«ng 

gian khÝ t−îng thuû v¨n nh− nh÷ng thÓ hiÖn riªng biÖt cña mét qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn hay 

mét tr−êng ngÉu nhiªn nμo ®ã. C¸ch tiÕp cËn nh− vËy cho phÐp kh«ng cÇn xÐt nh÷ng ®Æc 

®iÓm cña c¸c  gi¸ trÞ tøc thêi riªng rÏ cña tr−êng khÝ t−îng thuû v¨n víi mèi phô thuéc vμo 

to¹ ®é kh«ng gian vμ biÕn tr×nh thêi gian rÊt phøc t¹p vμ kh«ng râ nÐt vμ chuyÓn sang 

nghiªn cøu mét sè tÝnh chÊt trung b×nh cña tËp hîp thèng kª c¸c thÓ hiÖn øng víi mét tËp 

c¸c ®iÒu kiÖn bªn ngoμi cô thÓ nμo ®ã.  

Quan ®iÓm lý thuyÕt x¸c suÊt nghiªn cøu c¸c hiÖn t−îng trong khÝ t−îng vμ thuû 

v¨n häc cã sö dông c«ng cô lý thuyÕt hμm ngÉu nhiªn tá ra rÊt hiÖu qu¶ trong c¸c lÜnh 

vùc: lý thuyÕt rèi, khi x©y dùng c¸c ph−¬ng ph¸p dù b¸o thêi tiÕt h¹n dμi, ph©n tÝch 

kh¸ch quan c¸c tr−êng khÝ t−îng, ®¸nh gi¸ tÝnh ®¹i diÖn cña sè liÖu quan tr¾c, ®é chÝnh 

x¸c cña c¸c dông cô ®o, gi¶i quyÕt c¸c vÊn ®Ò hîp lý ho¸ sù ph©n bè m¹ng l−íi tr¹m khÝ 

t−îng, x©y dùng c¸c ph−¬ng ph¸p dù b¸o dßng ch¶y s«ng vμ c¸c ®Æc tr−ng khÝ t−îng thuû 

v¨n, còng nh− trong nhiÒu vÊn ®Ò kh¸c. 

§ãng gãp to lín vμo h−íng nμy lμ c¸c c«ng tr×nh ®Æt nÒn mãng cña A.N. Kolmogorov 

còng nh− c¸c kÕt qu¶ nghiªn cøu cña A.M. Obukhov, A.S. Monin, A.M. Iaglom, M.I. Iu®in, 

L.S. Gan®in, N.A. Bagrov, O.A. §roz®ov, E.P. Borisenkov, N.A. Kartvelishvili, I.M. 

Alekhin vμ c¸c nhμ khoa häc khÝ t−îng thuû v¨n hμng ®Çu cña n−íc ta. 

Tõ ®ã dÉn ®Õn ph¶i më réng gi¸o tr×nh lý thuyÕt x¸c suÊt trong c¸c tr−êng khÝ 

t−îng thuû v¨n vμ ®−a ra nh÷ng kho¸ chuyªn ®Ò vÒ c¬ së lý thuyÕt c¸c hμm ngÉu nhiªn 

vμ ®iÒu nμy ®−îc thùc hiÖn lÇn ®Çu tiªn vμo n¨m 1961 t¹i Tr−êng khÝ t−îng thuû v¨n 

Leningrat. 

Cuèn s¸ch nμy ®−îc viÕt trªn c¬ së gi¸o tr×nh vÒ lý thuyÕt hμm ngÉu nhiªn mμ t¸c 

gi¶ ®· gi¶ng d¹y trong nhiÒu n¨m cho sinh viªn chuyªn ngμnh dù b¸o thêi tiÕt b»ng 

ph−¬ng ph¸p sè trÞ cña Tr−êng khÝ t−îng thuû v¨n Leningrat, vμ lμ gi¸o tr×nh häc tËp 

cho sinh viªn vμ nghiªn cøu sinh c¸c tr−êng ®¹i häc khÝ t−îng thuû v¨n vμ c¸c khoa 

t−¬ng øng trong c¸c tr−êng ®¹i häc tæng hîp còng nh− cho réng r·i c¸c chuyªn gia khÝ 

t−îng thuû v¨n. Cuèn s¸ch còng cã thÓ ®−îc sö dông nh− lμ tμi liÖu häc tËp cho sinh viªn 

vμ kü s− c¸c chuyªn ngμnh kh¸c quan t©m ®Õn lý thuyÕt hμm ngÉu nhiªn vμ øng dông 

cña nã. 

Lý do biªn so¹n mét cuèn s¸ch nh− vËy xuÊt ph¸t tõ chç hiÖn nay ch−a cã c¸c tμi liÖu 

gi¸o khoa vÒ lý thuyÕt hμm ngÉu nhiªn ®¸p øng mét c¸ch ®Çy ®ñ nhu cÇu cña c¸c chuyªn 

gia vμ sinh viªn ngμnh khÝ t−îng thuû v¨n. H¬n n÷a, sù th©m nhËp ngμy cμng t¨ng cña lý 

thuyÕt hμm ngÉu nhiªn vμo khÝ t−îng häc vμ thuû v¨n häc ®ßi hái c¸c chuyªn gia khÝ 

t−îng, thuû v¨n ph¶i nhanh chãng vμ chñ ®éng chiÕm lÜnh nã. 

Lý thuyÕt c¸c hμm ngÉu nhiªn, mét bé phËn cña lý thuyÕt x¸c suÊt, ®· ph¸t triÓn 

nhanh chãng trong mÊy thËp niªn gÇn ®©y vμ ®−îc øng dông rÊt réng r·i trong nhiÒu 

lÜnh vùc khoa häc vμ kü thuËt. Tr−íc hÕt ph¶i kÓ ®Õn c¸c øng dông cña lý thuyÕt hμm 

ngÉu nhiªn trong kü thuËt v« tuyÕn, ®Æc biÖt trong lý thuyÕt ®iÒu khiÓn tù ®éng mμ c¸c 

nhu cÇu cña chóng, ®Õn l−ît m×nh, l¹i thóc ®Èy sù ph¸t triÓn cña chÝnh lý thuyÕt nμy. Sù 

øng dông réng r·i cña lý thuyÕt hμm ngÉu nhiªn trong khÝ t−îng thuû v¨n muén h¬n 
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mét chót. Do ®ã hiÖn nay cã hai lo¹i gi¸o tr×nh vÒ lý thuyÕt hμm ngÉu nhiªn. 

Tμi liÖu lo¹i thø nhÊt tr×nh bμy chÆt chÏ lý thuyÕt qu¸ tr×nh x¸c suÊt dùa trªn nÒn 

to¸n häc ë tr×nh ®é cao (thÝ dô nh− J. Dub "C¸c qu¸ tr×nh x¸c suÊt", I. A. Rozanov "C¸c 

qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng"). Nh÷ng cuèn s¸ch nμy dïng cho c¸c chuyªn gia vÒ to¸n nªn 

rÊt khã ®èi víi sinh viªn c¸c tr−êng khÝ t−îng thuû v¨n còng nh− ®èi víi c¸c kü s− ch−a 

®−îc trang bÞ to¸n häc ®Çy ®ñ. Lo¹i thø hai lμ c¸c chuyªn kh¶o vμ s¸ch gi¸o khoa trong 

®ã tr×nh bμy c¬ së lý thuyÕt hμm ngÉu nhiªn t−¬ng øng víi nhu cÇu cña lý thuyÕt ®iÒu 

khiÓn tù ®éng vμ kü thuËt v« tuyÕn. ViÖc sö dông c¸c s¸ch lo¹i nμy ®èi víi c¸c chuyªn gia 

khÝ t−îng thuû v¨n bÞ khã kh¨n v× trong ®ã lý thuyÕt hμm ngÉu nhiªn vμ c¸c ph−¬ng 

ph¸p cña lý thuyÕt ®iÒu khiÓn tù ®éng hay kü thuËt v« tuyÕn g¾n chÆt víi nhau, khã t¸ch 

biÖt ra ®−îc. Ngoμi ra, ë ®©y ch−a ph¶n ¸nh ®−îc nh÷ng khÝa c¹nh hÕt søc quan träng 

khi øng dông lý thuyÕt nμy vμo khÝ t−îng thuû v¨n häc. 

Cuèn s¸ch nμy nh»m nh÷ng ®éc gi¶ víi kiÕn thøc to¸n ®−îc trang bÞ ë møc gi¸o 

tr×nh to¸n cao cÊp dμnh c¸c tr−êng ®¹i häc chuyªn ngμnh khÝ t−îng thuû v¨n. Trong khi 

tr×nh bμy, nÕu buéc ph¶i dïng ®Õn nh÷ng ph−¬ng ph¸p vμ kh¸i niÖm Ýt quen thuéc, th× 

chóng sÏ ®−îc diÔn gi¶i mét c¸ch ng¾n gän (vÝ dô, mét sè dÉn liÖu tõ lý thuyÕt c¸c 

ph−¬ng tr×nh tÝch ph©n, mét vμi kh¸i niÖm cña ®¹i sè tuyÕn tÝnh, hμm ®elta v.v...). 

V× mét sè chuyªn gia khÝ t−îng thuû v¨n ch−a cã ®ñ kiÕn thøc vÒ lý thuyÕt x¸c 

suÊt, trong ch−¬ng 1 sÏ kh¸i qu¸t nh÷ng mét sè kiÕn thøc c¬ b¶n tõ lý thuyÕt x¸c suÊt 

mμ sau nμy dïng ®Õn khi tr×nh bμy lý thuyÕt hμm ngÉu nhiªn. ViÖc tr×nh bμy chi tiÕt c¸c 

vÊn ®Ò nμy ®· cã trong c¸c s¸ch gi¸o khoa vÒ lý thuyÕt x¸c suÊt, ch¼ng h¹n trong cuèn 

gi¸o tr×nh næi tiÕng cña E.S. Ventxel [4]. §éc gi¶ nμo ®· quen víi lý thuyÕt x¸c suÊt cã 

thÓ bá qua ch−¬ng nμy. 

Néi dung tr×nh bμy trong s¸ch kh«ng nh»m bao qu¸t ®Çy ®ñ lý thuyÕt hμm ngÉu 

nhiªn, mμ chñ yÕu chØ xÐt nh÷ng khÝa c¹nh nμo cña lý thuyÕt cã øng dông réng r·i trong 

khÝ t−îng thuû v¨n häc. Ngoμi ra, t¸c gi¶ chñ yÕu tËp trung tr×nh bμy sao cho ®¬n gi¶n 

vμ dÔ hiÓu, kh«ng bÞ gß bã bëi yªu cÇu vÒ sù chÆt chÏ toμn diÖn vÒ mÆt to¸n häc. 

Cuèn s¸ch gåm hai phÇn. PhÇn thø nhÊt tr×nh bμy c¬ së lý thuyÕt hμm ngÉu nhiªn, 

trong ®ã bªn c¹nh viÖc xÐt c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn mét chiÒu, ®· chó ý nhiÒu ®Õn c¸c 

tr−êng ngÉu nhiªn kh«ng gian. PhÇn thø hai xÐt mét sè bμi to¸n khÝ t−îng, thuû v¨n 

®−îc gi¶i b»ng c¸c ph−¬ng ph¸p cña lý thuyÕt hμm ngÉu nhiªn. Tuy nhiªn hoμn toμn 

kh«ng ®Æt ra môc tiªu tæng quan hÖ thèng tÊt c¶ nh÷ng c«ng tr×nh nghiªn cøu gi¶i ®· 

quyÕt c¸c bμi to¸n khÝ t−îng thuû v¨n b»ng ph−¬ng ph¸p lý thuyÕt hμm ngÉu nhiªn. 

Nh÷ng tæng quan nh− vËy vÒ øng dông lý thuyÕt hμm ngÉu nhiªn trong khÝ t−îng thuû 

v¨n cã thÓ t×m thÊy trong nhiÒu c«ng tr×nh cña c¸c t¸c gi¶ trong vμ ngoμi n−íc [5,18,20, 

14,45,9,57...]. 

Trong cuèn s¸ch nμy chØ lùa chän mét sè bμi to¸n khÝ t−îng vμ thuû v¨n tiªu biÓu 

cho phÐp minh ho¹ sù øng dông c¸c ph−¬ng ph¸p c¬ b¶n cña lý thuyÕt hμm ngÉu nhiªn 

®· tr×nh bμy trong phÇn ®Çu cña cuèn s¸ch. Vμ ë ®©y tËp trung chñ yÕu vμo c¸c vÊn ®Ò 

ph−¬ng ph¸p luËn. 

T¸c gi¶ hy väng cuèn s¸ch sÏ gióp ®«ng ®¶o c¸c nhμ khÝ t−îng thuû v¨n lÜnh héi 

nh÷ng ý t−ëng vμ ph−¬ng ph¸p c¬ b¶n cña lý thuyÕt c¸c hμm ngÉu nhiªn vμ øng dông 

chóng vμo thùc tiÔn cña khÝ t−îng thñy v¨n häc. 

T¸c gi¶ xin bμy tá lßng biÕt ¬n tíi N.A. Bagrov, O.A. §roz®ov vμ M.I. Iu®in ®· cã 

nh÷ng gãp ý quý gi¸ vÒ néi dung vμ cÊu tróc cuèn s¸ch. T¸c gi¶ ®Æc biÖt c¶m ¬n L.S. 

Gan®in ®· ®äc toμn v¨n b¶n th¶o vμ nªu ra nhiÒu nhËn xÐt gióp t¸c gi¶ l−u ý khi chuÈn 

bÞ xuÊt b¶n. 
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PhÇn 1 - C¬ së lý thuyÕt hμm ngÉu nhiªn 
 

Ch−¬ng 1: Mét sè kh¸i niÖm c¬ b¶n cña lý thuyÕt x¸c suÊt  

1.1. §¹i l−îng ngÉu nhiªn vμ luËt ph©n bè 

§¹i l−îng ngÉu nhiªn lμ ®¹i l−îng mμ khi tiÕn hμnh mét lo¹t phÐp thö trong cïng 

mét ®iÒu kiÖn nh− nhau cã thÓ mçi lÇn nhËn ®−îc gi¸ trÞ nμy hoÆc gi¸ trÞ kh¸c hoμn toμn 

kh«ng biÕt tr−íc ®−îc. 

Ng−êi ta chia ®¹i l−îng ngÉu nhiªn thμnh hai d¹ng lμ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn rêi r¹c 

vμ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn liªn tôc. §¹i l−îng ngÉu nhiªn rêi r¹c lμ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn 

mμ mäi gi¸ trÞ cã thÓ cña nã cã thÓ liÖt kª ra ®−îc, tøc lμ cã thÓ ®¸nh sè thø tù b»ng tËp 

sè tù nhiªn. Cßn ®¹i l−îng ngÉu nhiªn liªn tôc lμ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn mμ mäi gi¸ trÞ cã 

thÓ cña nã phñ ®Çy mét ®o¹n cña trôc sè, vμ do ®ã kh«ng thÓ ®¸nh sè ®−îc. 

VÝ dô vÒ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn rêi r¹c lμ sè ®iÓm khi gieo con xóc x¾c. §¹i l−îng 

ngÉu nhiªn nμy víi mçi lÇn thÝ nghiÖm cã thÓ nhËn mét trong s¸u gi¸ trÞ: 1, 2, 3, 4, 5 

hoÆc 6.  

§¹i l−îng ngÉu nhiªn sÏ ®−îc xem lμ rêi r¹c nÕu nã cã thÓ nhËn hoÆc chØ c¸c sè 

nguyªn, hoÆc chØ c¸c sè h÷u tû. Khi ®ã tËp c¸c gi¸ trÞ cã thÓ cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn lμ 

v« h¹n. 

§¹i l−îng ngÉu nhiªn liªn tôc lμ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn mμ trong kÕt qu¶ thÝ nghiÖm 

cã thÓ nhËn bÊt kú gi¸ trÞ sè thùc nμo trªn mét kho¶ng hoÆc mét vμi kho¶ng nμo ®ã. VÝ 

dô nhiÖt ®é kh«ng khÝ, ¸p suÊt kh«ng khÝ hoÆc ®é lÖch cña chóng so víi trung b×nh chuÈn 

nhiÒu n¨m, c¸c thμnh phÇn cña vect¬ vËn tèc giã cã thÓ coi lμ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn liªn 

tôc. 

Sai sè cña c¸c dông cô ®o cã thÓ xem lμ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn. Th«ng th−êng, c¸c 

sai sè nμy sÏ lμ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn d¹ng liªn tôc. Ta qui −íc ký hiÖu c¸c ®¹i l−îng 

ngÉu nhiªn b»ng c¸c ch÷ hoa: A, B, C, X, Y... cßn c¸c gi¸ trÞ cã thÓ cña chóng lμ c¸c ch÷ 

in th−êng t−¬ng øng: a, b, c, x, y... 

Gi¶ sö ®¹i l−îng ngÉu nhiªn rêi r¹c X cã thÓ nhËn c¸c gi¸ trÞ x1, x2,..., xn víi x¸c 

suÊt p1, p2,..., pn. 

Khi ®· liÖt kª ®−îc mäi gi¸ trÞ mμ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn cã thÓ cã vμ cho tr−íc x¸c 

suÊt mμ mçi gi¸ trÞ cña nã nhËn, ta hoμn toμn x¸c ®Þnh ®−îc ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ®ã. 

HÖ thøc x¸c lËp mèi liªn hÖ gi÷a c¸c gi¸ trÞ cã thÓ cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn vμ x¸c 

suÊt t−¬ng øng cña chóng gäi lμ luËt ph©n bè cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn. 

§èi víi ®¹i l−îng ngÉu nhiªn rêi r¹c, luËt ph©n bè cã thÓ cho d−íi d¹ng b¶ng mμ 

mét hμng lμ c¸c gi¸ trÞ cã thÓ cã cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn xi, vμ mét hμng kh¸c lμ x¸c 

suÊt t−¬ng øng pi. 
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x1x2x3...xn 

p1p2p3...pn 

Khi ®ã sè l−îng c¸c gi¸ trÞ cã thÓ cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn cã thÓ lμ h÷u h¹n hoÆc 

v« h¹n, cßn tæng c¸c x¸c suÊt ë hμng thø hai cña b¶ng, gièng nh− tæng c¸c x¸c suÊt cña 

nhãm ®Çy ®ñ c¸c sù kiÖn xung kh¾c, b»ng 1. 

pi = 1. 

§èi víi ®¹i l−îng ngÉu nhiªn liªn tôc kh«ng thÓ lËp b¶ng t−¬ng tù nh− vËy, v× 

kh«ng thÓ liÖt kª ®−îc c¸c gi¸ trÞ cña nã. Ngoμi ra, nh− chóng ta cã thÓ thÊy sau nμy, x¸c 

suÊt ®Ó cho ®¹i l−îng ngÉu nhiªn liªn tôc nhËn mét gi¸ trÞ cô thÓ b»ng kh«ng, mÆc dï 

khi ®ã x¸c suÊt mμ nã nhËn mét gi¸ trÞ bÊt kú trong kho¶ng v« cïng bÐ xung quanh gi¸ 

trÞ ®ã kh¸c kh«ng. 

§Ó ®Æc tr−ng ®Çy ®ñ cho ®¹i l−îng ngÉu nhiªn, c¶ lo¹i rêi r¹c lÉn lo¹i liªn tôc, 

ng−êi ta sö dông luËt ph©n bè tÝch ph©n, còng cßn gäi lμ hμm ph©n bè. 

LuËt ph©n bè tÝch ph©n F(x) cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X ®−îc ®Þnh nghÜa lμ x¸c 

suÊt ®Ó cho ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X nhËn gi¸ trÞ nhá h¬n mét sè x nμo ®ã: 

F(x) = P(X<x),                                                   (1.1.1) 

ë ®©y P(X<x) lμ ký hiÖu x¸c suÊt cña sù kiÖn X<x. 

NÕu xem ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X nh− lμ vÞ trÝ cña ®iÓm trªn trôc sè, th× gi¸ trÞ cña 

hμm F(x) cã nghÜa lμ x¸c suÊt ®Ó ®iÓm nμy n»m bªn tr¸i ®iÓm x. Sù lý gi¶i h×nh häc nh− 

vËy lμm râ c¸c tÝnh chÊt sau ®©y cña hμm ph©n bè: 

1) F(x) lμ hμm kh«ng gi¶m theo ®èi sè, cã nghÜa víi x2>x1 th× F(x2)≥F(x1); 

2) F(−∞) = 0 nh− lμ x¸c suÊt cña sù kiÖn bÊt kh¶; 

3) F(+∞) = 1 nh− lμ x¸c suÊt cña sù kiÖn tÊt yÕu. 

§èi víi ®¹i l−îng ngÉu nhiªn rêi r¹c gi¸ trÞ hμm ph©n bè F(x) lμ tæng x¸c suÊt pi cña 

mäi gi¸ trÞ cã thÓ xi nhá h¬n x, tøc lμ: 

F x P X xi
x xi

( ) ( )= =
<
                                              (1.1.2) 

 

H×nh 1.1 

0 α β
x

F(x)

 

H×nh 1.2 

Tõ ®ã thÊy r»ng, ®å thÞ hμm ph©n bè cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn rêi r¹c lμ ®−êng bËc 

thang cã c¸c ®iÓm gi¸n ®o¹n t¹i xi, vμ gi¸ trÞ ®ét biÕn ë c¸c ®iÓm ®ã b»ng pi = P(X=xi). 

Trªn h×nh 1.1 dÉn ®å thÞ hμm ph©n bè ®¹i l−îng ngÉu nhiªn lμ sè ®iÓm xuÊt hiÖn 

khi gieo con xóc x¾c. Trong tr−êng hîp nμy mçi mét gi¸ trÞ trong sè c¸c gi¸ trÞ tõ 1 ®Õn 6 
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t−¬ng øng víi cïng x¸c suÊt p=1/6. 

§å thÞ hμm ph©n bè ®¹i l−îng ngÉu nhiªn liªn tôc mμ c¸c gi¸ trÞ cã thÓ cña nã lÊp 

®Çy mét kho¶ng [a, b] nμo ®ã th−êng lμ mét ®−êng cong liªn tôc t¨ng tõ 0 ®Õn 1 (h×nh 

1.2). 

Tuy nhiªn, cã thÓ ®−a ra nh÷ng vÝ dô vÒ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn mμ gi¸ trÞ cã thÓ cña 

nã lÊp ®Çy hoμn toμn mét kho¶ng nμo ®ã, nh−ng ®å thÞ hμm ph©n bè l¹i cã ®iÓm gi¸n 

®o¹n. §¹i l−îng ngÉu nhiªn nh− vËy gäi lμ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn d¹ng hçn hîp. §¹i 

l−îng ngÉu nhiªn d¹ng hçn hîp trªn thùc tÕ hiÕm khi gÆp. 

Sau nμy ta sÏ gäi ®¹i l−îng ngÉu nhiªn mμ hμm ph©n bè cña nã liªn tôc vμ kh¶ vi 

lμ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn liªn tôc. 

Khi ®· biÕt hμm ph©n bè cã thÓ x¸c ®Þnh ®−îc x¸c suÊt ®Ó ®¹i l−îng ngÉu nhiªn 

nhËn gi¸ trÞ trong kho¶ng cho tr−íc. 

Ta h·y x¸c ®Þnh x¸c suÊt P(a ≤ X <b) lμ x¸c suÊt mμ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X nhËn 

gi¸ trÞ lín h¬n hoÆc b»ng a vμ nhá h¬n b. 

X¸c suÊt P(X<b) ®Ó cho ®¹i l−îng ngÉu nhiªn nhËn gi¸ trÞ nhá h¬n b cã thÓ coi nh− 

tæng x¸c suÊt cña hai sù kiÖn xung kh¾c 

P(X<b) = P(X<a) + P(a ≤ X <b).                                    (1.1.3 

Tõ ®ã: 

P(a ≤ X ≤b) = P(X<b) − P(X<a) = F(b) − F(a).                        (1.1.4) 

Nh− vËy, x¸c suÊt mμ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn nhËn gi¸ trÞ trong kho¶ng cho tr−íc, 

hoÆc nh− ng−êi ta th−êng nãi lμ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn r¬i vμo kho¶ng cho tr−íc, b»ng sè 

gia hμm ph©n bè trªn kho¶ng ®ã. 

B©y giê ta xÐt ®¹i l−îng ngÉu nhiªn liªn tôc X vμ thu hÑp kho¶ng, cho b tiÕn ®Õn a. 

Khi ®ã do tÝnh liªn tôc cña hμm ph©n bè, F(b) sÏ tiÕn ®Õn F(a). Nh− vËy, khi lÊy giíi h¹n 

®¼ng thøc (1.1.4) vÕ tr¸i cho x¸c suÊt ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X nhËn gi¸ trÞ a, cßn vÕ ph¶i 

dÇn ®Õn 0. Râ rμng, ®èi víi ®¹i l−îng ngÉu nhiªn liªn tôc x¸c suÊt nhËn mét gi¸ trÞ cô thÓ 

bÊt kú nμo ®ã b»ng 0. 

§èi víi ®¹i l−îng ngÉu nhiªn liªn tôc cã thÓ viÕt c«ng thøc (1.1.4) ®Ó tÝnh x¸c suÊt 

r¬i vμo mét kho¶ng cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn d−íi d¹ng 

P(a < X <b) = F(a) − F(b)                                        (1.1.5) 

§èi víi ®¹i l−îng ngÉu nhiªn liªn tôc, hμm ph©n bè cña nã liªn tôc vμ kh¶ vi, nªn 

cã thÓ sö dông ®¹o hμm cña hμm ph©n bè víi t− c¸ch lμ luËt ph©n bè, ®−îc ký hiÖu b»ng 

f(x) 

x

)x(F)xx(F
lim)x('F)x(f

0x Δ
−Δ+==

→Δ
                           (1.1.6) 

vμ gäi ®−îc lμ luËt ph©n bè vi ph©n hay lμ mËt ®é ph©n bè. 

MËt ®é ph©n bè lμ ®¹o hμm cña hμm kh«ng gi¶m F(x) nªn nã lμ hμm kh«ng ©m, tøc 

lμ f(x) ≥ 0 víi mäi x. 

BiÓu diÔn hμm ph©n bè F(x) qua mËt ®é ph©n bè f(x) råi lÊy tÝch ph©n ®¼ng thøc 

(1.1.6) trong kho¶ng tõ −∞ ®Õn x, ta nhËn ®−îc 
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∞−

x

dx)x(f  = F(x) − F(−∞)                                      (1.1.7) 

V× F(−∞)= 0, nªn: 


∞−

=
x

dx)x(f)x(F                                             (1.1.8) 

Tõ c¸c c«ng thøc (1.1.6) vμ (1.1.8) ta thÊy r»ng hμm ph©n bè vμ mËt ®é ph©n bè 

biÓu diÔn ®−îc qua nhau vμ do ®ã ®èi víi ®¹i l−îng ngÉu nhiªn liªn tôc chØ cÇn mét trong 

hai hμm ph©n bè hoÆc hμm mËt ®é lμ ®ñ ®Ó ®Æc tr−ng cho nã. 

Ta h·y biÓu diÔn x¸c suÊt r¬i cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn vμo kho¶ng cho tr−íc (a,b) 

qua mËt ®é ph©n bè. 

Sö dông (1.1.5) vμ (1.1.8), ta ®−îc: 

  
∞− ∞−

=−=−=<<
b a b

a

dx)x(fdx)x(fdx)x(f)a(F)b(F)bXa(P .         (1.1.9) 

Tõ ®ã thÊy r»ng, x¸c suÊt r¬i cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn trong kho¶ng (a,b) cho tr−íc 

b»ng diÖn tÝch h×nh thang cong giíi h¹n bëi ®å thÞ hμm f(x) (®−îc gäi lμ ®−êng cong ph©n 

bè), trôc 0x vμ c¸c ®−êng th¼ng x=a, x=b (h×nh 1.3). 

Gi¶ sö trong (1.1.9) ®Æt a = −∞ vμ b = +∞, ta nhËn ®−îc: 


∞

∞−
==+∞<<−∞ dx)x(f1)X(P ,                             (1.1.10) 

tøc lμ tæng diÖn tÝch n»m d−íi ®−êng cong ph©n bè b»ng 1. 

 

H×nh 1.3 

§Ó tÝch ph©n x¸c ®Þnh trong (1.1.10) héi tô, ®iÒu kiÖn cÇn lμ 

lim
x→−∞

f(x) = 0 

vμ lim
x→+∞

f(x) = 0, cã nghÜa lμ trong tr−êng hîp ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X cã thÓ nhËn c¸c 

gi¸ trÞ trong kho¶ng v« h¹n th× trôc 0x ph¶i lμ tiÖm cËn cña ®−êng cong ph©n bè vÒ c¶ hai 

h−íng. 
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Ta lÊy mét ®iÓm x tuú ý vμ mét ®o¹n phÇn tö dx kÕ cËn nã (xem h×nh 1.3). §¹i 

l−îng f(x)dx gäi lμ x¸c suÊt phÇn tö, víi ®é chÝnh x¸c ®Õn v« cïng bÐ bËc cao h¬n, nã x¸c 

®Þnh x¸c suÊt r¬i cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn trªn ®o¹n phÇn tö ®ã. 

1.2. C¸c ®Æc tr−ng sè cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn  

LuËt ph©n bè cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn lμ ®Æc tr−ng ®Çy ®ñ nhÊt cña nã. Tuy 

nhiªn, kh«ng ph¶i lóc nμo còng cã thÓ x¸c ®Þnh ®−îc luËt ph©n bè,  th«ng th−êng ng−êi 

ta chØ sö dông mét sè ®Æc tr−ng sè biÓu thÞ nh÷ng nÐt c¬ b¶n cña ®−êng cong ph©n bè cña 

®¹i l−îng ngÉu nhiªn. §ã lμ c¸c m«men ph©n bè víi bËc kh¸c nhau. 

M«men gèc bËc k mk[X] cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn rêi r¹c X lμ tæng d¹ng: 

i
i

k
ik px]X[m =                                                  (1.2.1) 

víi xi lμ c¸c gi¸ trÞ cã thÓ cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn, cßn pi lμ x¸c suÊt t−¬ng øng cña 

chóng. 

§èi víi ®¹i l−îng ngÉu nhiªn liªn tôc phÐp lÊy tæng theo c¸c gi¸ trÞ rêi r¹c xi ®−îc 

thay b»ng phÐp lÊy tÝch ph©n theo toμn bé c¸c gi¸ trÞ cña ®èi sè liªn tôc x. Khi ®ã x¸c 

suÊt pi ®−îc thay b»ng x¸c suÊt phÇn tö f(x)dx. 

Nh− vËy, ®èi víi ®¹i l−îng ngÉu nhiªn liªn tôc: 

dx)x(fx]X[m k
k 

∞

∞−
=                                           (1.2.2) 

M«men gèc bËc nhÊt m1[X] lμ kú väng to¸n häc cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X vμ ®−îc 

ký hiÖu lμ M[X] hoÆc mx. 

§èi víi ®¹i l−îng ngÉu nhiªn rêi r¹c: 

i
i

ipx]X[M =                                                 (1.2.3) 

§èi víi ®¹i l−îng ngÉu nhiªn liªn tôc: 

dx)x(fx]X[M 
∞

∞−
=                                              (1.2.4) 

M«men gèc bËc k lμ kú väng to¸n häc cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn luü thõa k, tøc lμ: 

mk[X] = M[Xk]                                                  (1.2.5) 

§é lÖch cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X khái kú väng to¸n häc cña nã ®−îc gäi lμ ®¹i 

l−îng ngÉu nhiªn qui t©m vμ ký hiÖu bëi X
o

 

X
o

=X−mx                                                     (1.2.6) 

M«men trung t©m bËc k μk[X] cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X lμ m«men gèc bËc k cña 

®¹i l−îng ngÉu nhiªn qui t©m: 

μk[X] = mk[ X
o

] = M[ X
o

k] = M[(X−mx)
k].                               (1.2.7) 

M«men trung t©m bËc k lμ kú väng to¸n häc cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn qui t©m luü 
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thõa k. 

§èi víi ®¹i l−îng ngÉu nhiªn rêi r¹c: 

i
k

x
i

i p)mx(]X[M −=                                       (1.2.8) 

§èi víi ®¹i l−îng ngÉu nhiªn liªn tôc: 

dx)x(f)mx(]X[ k
xk 

∞

∞−
−=μ                                    (1.2.9) 

M«men trung t©m bËc nhÊt lu«n lu«n b»ng kh«ng. ThËt vËy, ®èi víi ®¹i l−îng ngÉu 

nhiªn liªn tôc: 

=−=−=μ 
∞

∞−
dx)x(f)mx(]mX[M]X[ xx1

0mmdx)x(fmdx)x(xf xxx =−=−= 
∞

∞−

∞

∞−
 

§èi víi ®¹i l−îng ngÉu nhiªn rêi r¹c: 

0mmpmpxp)mx(]X[ xx
i

ix
i

ii
i

ixi1 =−=−=−=μ   

C¸c m«men gèc lμ c¸c m«men cña ®−êng cong ph©n bè so víi trôc tung. M«men 

trung t©m lμ m«men cña ®−êng cong ph©n bè so víi trôc ®i qua träng t©m cña ®−êng 

cong ®ã. 

M«men trung t©m bËc hai ®−îc gäi lμ ph−¬ng sai cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn vμ ký 

hiÖu lμ D[X] hay Dx. 

Dx = μ2[X] = M[(X−mx)
2]                                          (1.2.10) 

Ph−¬ng sai lμ kú väng to¸n häc cña b×nh ph−¬ng ®é lÖch cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn 

khái kú väng to¸n häc cña nã. 

§èi víi ®¹i l−îng ngÉu nhiªn rêi r¹c: 

i
2

x
i

i p)mx(]X[D −=                                         (1.2.11) 

§èi víi ®¹i l−îng ngÉu nhiªn liªn tôc: 

dx)x(f)mx(]X[D 2
x

∞

∞−
−=                                    (1.2.12) 

Ph−¬ng sai cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn lμ ®Æc tr−ng cho sù ph©n t¸n, t¶n m¹n cña 

®¹i l−îng ngÉu nhiªn xung quanh kú väng to¸n häc. Ph−¬ng sai cã thø nguyªn lμ b×nh 

ph−¬ng thø nguyªn cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn. §Ó cã ®−îc ®Æc tr−ng ph©n t¸n cïng thø 

nguyªn víi ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ng−êi ta sö dông ®é lÖch b×nh ph−¬ng trung b×nh, b»ng 

c¨n bËc hai cña ph−¬ng sai vμ ®−îc ký hiÖu lμ σ[ ]X  hoÆc σx, xx D=σ .  

M«men trung t©m bËc ba dïng ®Ó ®Æc tr−ng cho tÝnh bÊt ®èi xøng cña ph©n bè. 

NÕu ®−êng cong ph©n bè lμ ®èi xøng ®èi víi kú väng to¸n häc th× mäi m«men trung t©m 
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bËc lÎ b»ng kh«ng. Thùc vËy, vÝ dô ®èi víi ®¹i l−îng ngÉu nhiªn liªn tôc, tõ (1.2.9) ta cã: 

dx)x(f)mx(]X[ 1k2
x1k2 

∞

∞−

+
+ −=μ . 

Thay biÕn y = x − mx trong tÝch ph©n, khi ®ã: 

=+=μ 
∞

∞−
+ dy)my(yf]X[ x1k2  dy)my(yfdy)my(yf

0
x

0

x 
∞

∞−
+++ . 

Trong tÝch ph©n ®Çu tiªn, khi thay y = −z, ta ®−îc: 

dy)my(yfdz)zm(zf]X[
0

x
0

x1k2 
∞∞

+ ++−−=μ = 

0dx)mx(xfdx)xm(xf
0

x
0

x =++−−= 
∞∞

 

v× hμm f(x) ®èi xøng ®èi víi mx: 

f(mx+x) = f(mx−x) 

§Ó ®Æc tr−ng cho tÝnh bÊt ®èi xøng, ng−êi ta chän mét m«men ®Çu tiªn trong sè 

nh÷ng m«men trung t©m bËc lÎ kh¸c kh«ng, tøc lμ μ3. Ngoμi ra, ®Ó cã mét ®¹i l−îng v« 

thø nguyªn ®Æc tr−ng cho tÝnh bÊt ®èi xøng cña ph©n bè, ng−êi ta dïng ®¹i l−îng: 

3
3S

σ
μ= ,                                                       (1.2.13) 

gäi lμ hÖ sè bÊt ®èi xøng. 

M«men trung t©m bËc bèn ®Æc tr−ng cho sù nhän cña ®Ønh, sù dèc ®øng cña ®−êng 

cong ph©n bè, ®Æc tr−ng ®ã gäi lμ ®é nhän vμ ®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc: 

3E
4
4 −

σ
μ= .                                                  (1.2.14) 

§èi víi lo¹i ph©n bè th−êng gÆp lμ ph©n bè chuÈn, nh− sÏ thÊy trong môc 1.5, μ4/σ4 

= 3, cã nghÜa lμ E=0. 

§èi víi c¸c ®−êng cong ph©n bè nhän h¬n ®−êng cong ph©n bè chuÈn th× E > 0; cßn 

tï h¬n th× E < 0 (h×nh 1.4). 

 

H×nh 1.4 

Gi÷a m«men gèc vμ m«men trung t©m cã quan hÖ sau: 
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μ2 = m2 − m1
2, 

μ3 = m3 −3m1m2 + 2m1
3, 

μ4 = m4 − 4m3m1 + 6m2m1
2 − 3m1

4.                                (1.2.15) 

BiÓu thøc thø nhÊt thuËn tiÖn cho viÖc tÝnh ph−¬ng sai, c¸c biÓu thøc thø hai vμ ba 

thuËn tiÖn khi tÝnh ®é bÊt ®èi xøng vμ ®é nhän cña ph©n bè. 

Ch¼ng h¹n, ta sÏ chøng minh ®¼ng thøc thø nhÊt trong (1.2.15) ®èi víi ®¹i l−îng 

ngÉu nhiªn liªn tôc: 


∞

∞−

∞

∞−

+∞

∞−
+−=−=μ dx)x(xfm2dx)x(fxdx)x(f)mx( x

22
x2  

2
12

2
x

2
x2

2
x mmmm2mdx)x(fm −=+−=+ 

∞

∞−
. 

Ta h·y xÐt c¸c luËt ph©n bè vμ c¸c ®Æc tr−ng sè cña chóng th−êng gÆp nhÊt trong 

thùc tÕ. 

1.3. LuËt ph©n bè Poatx«ng 

Mét trong nh÷ng luËt ph©n bè phæ biÕn nhÊt cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn rêi r¹c lμ 

luËt ph©n bè Poatx«ng. 

VÒ ph−¬ng diÖn to¸n häc luËt Poatx«ng ®−îc biÓu diÔn bëi: 

,
!m

a
e)mX(P

m
a−==                                          (1.3.1) 

ë ®©y P(X=m) lμ x¸c suÊt mμ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X nhËn gi¸ trÞ b»ng sè nguyªn m. Cã 

thÓ diÔn gi¶i vÒ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X tu©n theo luËt ph©n bè Poatx«ng nh− sau: 

Gi¶ sö theo thêi gian mét sù kiÖn A nμo ®ã x¶y ra nhiÒu lÇn. Ta sÏ xem sè lÇn xuÊt 

hiÖn sù kiÖn nμy trong suèt kho¶ng thêi gian cho tr−íc [t0,t0+T] nh− lμ mét ®¹i l−îng 

ngÉu nhiªn. 

§¹i l−îng ngÉu nhiªn nμy sÏ tu©n theo luËt ph©n bè Poatx«ng khi c¸c ®iÒu kiÖn sau 

®©y ®−îc thùc hiÖn: 

1. X¸c suÊt r¬i cña sè sù kiÖn cho tr−íc vμo kho¶ng thêi gian ®ang xÐt phô thuéc 

vμo sè sù kiÖn vμ ®é dμi cña kho¶ng thêi gian T, nh−ng kh«ng phô thuéc vμo ®iÓm ®Çu to 

cña nã. §iÒu ®ã cã nghÜa lμ c¸c sù kiÖn ph©n bè theo thêi gian víi mËt ®é trung b×nh nh− 

nhau, tøc lμ kú väng to¸n häc cña sè sù kiÖn trong mét ®¬n vÞ thêi gian b»ng h»ng sè. 

2. X¸c suÊt cña sè lÇn xuÊt hiÖn sù kiÖn ®· cho trong kho¶ng [to, to+T] kh«ng phô 

thuéc vμo sè lÇn vμ thêi ®iÓm xuÊt hiÖn sù kiÖn tr−íc thêi ®iÓm to, ®iÒu ®ã cã nghÜa lμ cã 

sù ®éc lËp t−¬ng hç gi÷a sè lÇn xuÊt hiÖn sù kiÖn trong c¸c kho¶ng thêi gian kh«ng giao 

nhau. 

3. X¸c suÊt xuÊt hiÖn hai hay nhiÒu sù kiÖn trong kho¶ng thêi gian yÕu tè [t, t+Δt] 

rÊt bÐ so víi x¸c suÊt xuÊt hiÖn mét sù kiÖn trong ®ã. 

Ta x¸c ®Þnh kú väng to¸n häc vμ ph−¬ng sai ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X ph©n bè theo 

luËt Poatx«ng. 
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Theo (1.2.3) kú väng to¸n häc ®−îc x¸c ®Þnh d−íi d¹ng: 

  
∞

=

−
−

∞

=

−
∞

= −
===

1m

1m
a

m

0m

a

0m
mx )!1m(

a
ae

!m

a
mempm                        (1.3.2) 

Chuçi sè trong (1.3.2) lμ chuçi Macloren ®èi víi hμm ea, do ®ã: 

mx = ae-aea = a.                                               (1.3.3) 

Nh− vËy, tham sè a trong c«ng thøc (1.3.1) lμ kú väng to¸n häc cña ®¹i l−îng ngÉu 

nhiªn tu©n theo luËt Poatx«ng. 

Theo (1.2.15), ph−¬ng sai cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X ®−îc x¸c ®Þnh d−íi d¹ng: 

=−=−= −
∞

=

∞

=
 2

m
a

0m

22
m

0m

2
x a

!m

a
emapmD  

=−
−

+−=−
−

= 
∞

=

−
−

∞

=

−
− 2

1m

1m
a2

1m

1m
a a

)!1m(

a
]1)1m[(aea

)!1m(

a
mae  

2

1

1

1

1

]
)!1()!1(

)1([ a
m

a

m

a
mae

m

m

m

m
a −

−
+

−
−= 

∞

=

−∞

=

−
−

                                (1.3.4) 

Mçi thμnh phÇn trong tæng v« h¹n (1.3.4) lμ chuçi Macloren ®èi víi hμm ea, nã cã 

thÓ ®−îc viÕt d−íi d¹ng ,
!0


∞

=k

k

k

a
 tõ ®ã (1.3.4) trë thμnh: 

Dx = ae-a (aea + ea ) − a2 =a.                                          (1.3.5) 

Do ®ã, ph−¬ng sai cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ph©n bè theo luËt Poatx«ng b»ng chÝnh 

kú väng to¸n häc cña nã. 

1.4. LuËt ph©n bè ®Òu 

§¹i l−îng ngÉu nhiªn liªn tôc ®−îc gäi lμ cã ph©n bè ®Òu nÕu mäi gi¸ trÞ cã thÓ cña 

nã n»m trong mét kho¶ng nμo ®ã vμ mËt ®é ph©n bè trªn kho¶ng Êy kh«ng ®æi. 

MËt ®é ph©n bè ®Òu ®−îc cho bëi c«ng thøc: 







<

<<
−=

b>xhoÆcax

bxa
abxf

khi0

khi
1

)(                                (1.4.1) 

§−êng cong ph©n bè cã d¹ng nh− trªn h×nh 1.5. 

Hμm f(x) cã c¸c tÝnh chÊt cña mËt 

®é ph©n bè. ThËt vËy, f(x)≥ 0 víi mäi x, 

vμ: 

1
ab

dx
dx)x(f

b

a

=
−

= 
∞

∞−
. 

ab

1

−

0a b
x

f(x)

 

H×nh 1.5 
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Ta x¸c ®Þnh hμm ph©n bè F(x): 

F x f x dx

  khi  x a
x a

b a
  khi  a x b

  khi  x b

x

( ) ( )= =
<

−
−

< <

>







−∞


0

1

                        (1.4.2) 

§å thÞ hμm ph©n bè ®−îc dÉn trªn h×nh 1.6. 

Ta x¸c ®Þnh c¸c ®Æc tr−ng sè cña ph©n bè ®Òu. Kú väng to¸n häc b»ng 


+=

−
==

∞

∞−

b

a
x 2

ba
xdx

ab

1
dx)x(xfm .                            (1.4.3) 

M«men trung t©m bËc k b»ng: 

dx)
2

ba
x(

ab

1 k
b

a
k

+−
−

=μ  .                                  (1.4.4) 

Thay biÕn x
a b

t− + =
2

 trong tÝch ph©n (1.4.4) ta nhËn ®−îc: 

dtt
ab

1 2

ab

2

ab

k
k 

−

−−
−

=μ                                              (1.4.5) 

Tõ ®ã nhËn thÊy r»ng, tÊt c¶ c¸c 

m«men trung t©m bËc lÎ b»ng kh«ng: μ2l-

1=0, l=1,2,... gièng nh− tÝch ph©n cña hμm 

lÎ trong kho¶ng ®èi xøng. 

M«men trung t©m bËc ch½n b»ng: 

a b

F(x)

x  

H×nh 1.6 

,...2 ,1l    ,
)1l2(2

)ab(
dtt

ab

2
l2

l22

ab

0

l2
l2 =

−
−=

−
=μ 

−

                        (1.4.6) 

Víi l = 1, ta nhËn ®−îc gi¸ trÞ cña ph−¬ng sai: 

D
b a

x = = −μ2

2

12

( )
.                                            (1.4.7) 

Tõ ®ã ®é lÖch b×nh ph−¬ng trung b×nh lμ: 

32

ab
Dxx

−==σ .                                                (1.4.8) 

§é bÊt ®èi xøng cña ph©n bè S=0, v× μ3=0. §é nhän cña ph©n bè b»ng 
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E
b a

b a
= − = −

−
− = −μ

σ
4
4

4

43
144

80
3 1 2

( ) .

( )
,                              (1.4.9) 

1.5. LuËt ph©n bè chuÈn 

Trªn thùc tÕ th−êng gÆp nhÊt lμ c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn mμ mËt ®é ph©n bè cña 

chóng cã d¹ng: 

f x e
x a

( )
( )

=
− −

1

2

2

22

σ π
σ .                                          (1.5.1) 

LuËt ph©n bè ®Æc tr−ng bëi (1.5.1) rÊt phæ biÕn, nªn ®−îc gäi lμ luËt ph©n bè chuÈn, 

cßn ®¹i l−îng ngÉu nhiªn cã mËt ®é ph©n bè ®ã ®−îc gäi lμ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ph©n bè 

chuÈn. 

Trong nhiÒu hiÖn t−îng tù nhiªn vμ kü thuËt, mét qu¸ tr×nh ®ang xÐt lμ kÕt qu¶ 

t¸c ®éng tæng hîp cña hμng lo¹t c¸c nh©n tè ngÉu nhiªn. Khi ®ã ®¹i l−îng ngÉu nhiªn 

®Æc tr−ng b»ng sè cña qu¸ tr×nh ®ang xÐt lμ tæng cña mét chuçi c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn 

mμ mçi mét trong chóng tu©n theo mét luËt ph©n bè nμo ®ã. NÕu ®¹i l−îng ngÉu nhiªn 

lμ tæng cña mét sè lín c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ®éc lËp hoÆc phô thuéc yÕu, vμ mçi mét 

trong c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn thμnh phÇn cã tû träng ®ãng gãp kh«ng lín l¾m so víi 

tæng chung, th× luËt ph©n bè cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn tæng lμ chuÈn hoÆc gÇn chuÈn, 

kh«ng phô thuéc vμo ph©n bè cña c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn thμnh phÇn. 

§iÒu nμy rót ra tõ ®Þnh lý næi 

tiÕng cña Liapunov: nÕu ®¹i l−îng 

ngÉu nhiªn X lμ tæng cña c¸c ®¹i l−îng 

ngÉu nhiªn ®éc lËp X1, X2,..., Xn, 


=

=
n

1i
iXX  vμ tho¶ m·n ®iÒu kiÖn: 

 

H×nh 1.7 

0
]X[

]X[
lim

n

1i
3

i3

n
=

σ
μ


=∞→

,                                              (1.5.2) 

th× khi n→∞ luËt ph©n bè cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X tiÕn v« h¹n ®Õn luËt chuÈn. 

§iÒu kiÖn (1.5.2) ph¶n ¸nh sù tiÕn dÇn ®Õn kh«ng cña tû sè gi÷a tæng c¸c m«men 

trung t©m tuyÖt ®èi bËc ba μ3[Xi] cña c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn Xi vμ lËp ph−¬ng ®é lÖch 

b×nh ph−¬ng trung b×nh cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn tæng céng X khi t¨ng dÇn sè c¸c sè 

h¹ng, vμ ®Æc tr−ng cho sù nhá t−¬ng ®èi cña tõng sè h¹ng ngÉu nhiªn trong tæng chung. 

§−êng cong ph©n bè cña luËt ph©n bè chuÈn dÉn ra trªn h×nh 1.7 cã tªn lμ l¸t c¾t 

¥le, hay ®−êng cong Gaux¬. 

§−êng cong ph©n bè ®èi xøng qua ®−êng th¼ng x=a vμ cã cùc ®¹i b»ng 
1

2σ π
 t¹i 
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®iÓm x=a.  

§Ó x¸c ®Þnh ý nghÜa cña c¸c tham sè a vμ σ, ta tÝnh kú väng to¸n häc vμ ph−¬ng sai 

cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X cã ph©n bè chuÈn: 


∞

∞−

−−
= dxxem

ax

x

2

2

2

)(

2

1 σ

πσ
.                                        (1.5.3) 

Thay biÕn trong tÝch ph©n (1.5.3): 

x a
t

− =
σ 2

                                                   (1.5.4) 

ta ®−îc: 


+∞

∞−

−+σ= dte)at2(
2

1
m

2t
x  = 

+∞

∞−

−
+∞

∞−

−

π
+

π
σ

dte
a

dtte
2 22 tt

.        (1.5.5) 

TÝch ph©n thø nhÊt trong (1.5.5) b»ng kh«ng v× ®ã lμ tÝch ph©n cña hμm lÎ trªn 

miÒn giíi h¹n ®èi xøng, tÝch ph©n thø hai lμ tÝch ph©n Poatx«ng ®· biÕt, b»ng π . Tõ 

®ã mx=a, tøc lμ tham sè a trong hμm (1.5.1) lμ kú väng to¸n häc cña ®¹i l−îng ngÉu 

nhiªn. 

TiÕp theo: 

Dx = ( )
( )


∞+

∞−

σ

−−
−

πσ
dxeax

2

1 2

2

2

ax
2

,                                (1.5.6) 

Thùc hiÖn viÖc ®æi biÕn (1.5.4) trong tÝch ph©n (1.5.6) ta ®−îc: 

Dx = 
∞+

∞−

−

π
σ

dtet
2 2t2

2

.                                        (1.5.7) 

LÊy tÝch ph©n tõng phÇn (1.5.7) ta ®−îc: 

Dx = σ2                                                     (1.5.8) 

Do ®ã, tham sè σ lμ ®é lÖch b×nh ph−¬ng trung b×nh cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn. 

Tham sè a chØ vÞ trÝ t©m ®èi xøng cña ®−êng cong ph©n bè, thay ®æi a cã nghÜa lμ dÞch 

chuyÓn t©m nμy däc theo trôc 0x. Tham sè σ x¸c ®Þnh tung ®é ®Ønh ®−êng cong ph©n bè, 

b»ng 
1

2σ π
. TrÞ sè σ cμng nhá th× ®Ønh cμng cao, tøc lμ ®−êng cong ph©n bè cμng nhän. 

Nh− vËy, mËt ®é x¸c suÊt cña luËt ph©n bè chuÈn ®−îc x¸c ®Þnh bëi hai tham sè lμ 

kú väng to¸n häc cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn vμ ®é lÖch b×nh ph−¬ng trung b×nh hoÆc 

ph−¬ng sai cña nã. 

Ta tÝnh m«men trung t©m cña ph©n bè chuÈn: 

μk= ( )
( )


+∞

∞−

−−
− dxeax

ax
k 2

2

2

2

1 σ

πσ
,                                     (1.5.9) 

Sö dông phÐp thay biÕn (1.5.4) vμo tÝch ph©n ta nhËn ®−îc: 
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μk= 
( )


∞+

∞−

− dtet tk

k
22

π
σ

,                                             (1.5.10) 

LÊy tÝch ph©n tõng phÇn ta cã: 

μk= 
( )( )


∞+

∞−

−−−
dtet

k tk

k
22

2

21

π
σ

,                                        (1.5.11) 

V×: 

μk-2= 
( )


∞+

∞−

−−
−

dtet tk

k
22

2
2

π
σ

,                                         (1.5.12) 

nªn ta nhËn ®−îc c«ng thøc truy håi: 

μk = (k−1)σ2μk-2,                                                   (1.5.13) 

V× μo=1 vμ μ1=0 ®èi víi bÊt kú ®¹i l−îng ngÉu nhiªn nμo, nªn tÊt c¶ c¸c m«men 

trung t©m bËc lÎ cña ph©n bè chuÈn b»ng kh«ng. §èi víi c¸c m«men trung t©m bËc ch½n 

ta cã: 

μ2=σ2;  μ4=3σ4;   ...   μ2l = (2l −1)!!σ2l 

Tõ ®ã thÊy r»ng, ®èi víi ph©n bè chuÈn ®é bÊt ®èi xøng vμ ®é nhän b»ng kh«ng: 

,0
3
3 ==

σ
μ

S   ,03
4
4 =−=

σ
μ

E   

Ta h·y tÝnh x¸c suÊt r¬i cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ph©n bè chuÈn vμo kho¶ng (α,β). 

Theo (1.1.5) ta cã 

P(α<X<β) = 

( )


−−β

α

σ

πσ
dxe

ax
2

2

2

2

1
                                      (1.5.14) 

Thay (1.5.4) vμo ta ®−îc: 

P(α<X<β) = 
σ

−β

σ
−α

−

π

2

a

2

a

t dte
1 2

                                       (1.5.15) 

Hμm 

Φ(x) =  −

π

x

0

t dxe
2 2

                                             (1.5.16) 

®−îc gäi lμ hμm Laplas. 

Tõ ®¼ng thøc (1.5.15) cã thÓ biÓu diÔn x¸c suÊt r¬i vμo kho¶ng (α;β) qua hμm 

Laplas: 

P(α<X<β) = 

















π
−

π 
σ

−α

−
σ

−β

−
2

a

0

t
2

a

0

t dte
2

dte
2

2

1 22
= 
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= 














 −Φ−






 −Φ
222

1

σ
α

σ
β aa

                                     (1.5.17) 

Hμm Laplas cã c¸c tÝnh chÊt sau: 

1. Φ(0) = 0; 

2. Φ(∞) = 
∞

−

0

22
dte t

π
=1; 

3. Φ(−x) = −Φ(x). 

 

H×nh 1.8 

Thùc vËy: 

Φ(−x) = 
−

−

π

x

0

t dte
2 2

 

Thay t = −u ta cã: 

Φ(−x) =  −

π
−

x

0

u due
2 2

= − Φ(x) 

NÕu tÝnh x¸c suÊt r¬i trong kho¶ng ®èi xøng qua kú väng to¸n häc (a-h, a+h), th× 

P(a−h<X<a+h) = 
1

2 2 2
Φ Φa h a a h a+ −





− − −










σ σ
  

=
1

2 2 2
Φ Φh h

σ σ






− −











 = Φ h

σ 2






                         (1.5.18) 

Hμm ph©n bè cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X ph©n bè chuÈn ®−îc x¸c ®Þnh d−íi d¹ng: 

F(x) = 

( )


∞−

σ

−−

πσ

x
2

ax

dxe
2

1 2

2

 = 

= 
∞−

−

π

0
t dte

1 2
 + 

σ
−

∞−

−

π

2

ax

t dte
1 2

 =
1

2
1

2
+ −













Φ x a

σ
                (1.5.19) 

§å thÞ cña F(x) ®−îc biÓu diÔn trªn h×nh 1.8. §iÓm x=α t−¬ng øng víi F(x)=1/2. 

1.6. LuËt ph©n bè R¬le vμ Macxoen 

§¹i l−îng ngÉu nhiªn X ®−îc gäi lμ tu©n theo luËt ph©n bè R¬le nÕu hμm mËt ®é 

ph©n bè cã d¹ng: 
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<

≥=
−

0khi0

0khi)(
2

2

2
2

x

xe
x

xf

x

σ

σ                                      (1.6.1) 

Trong môc 1.11 sÏ chØ ra r»ng modul cña vect¬ ngÉu nhiªn ph©n bè chuÈn hai chiÒu 

cã c¸c ®é lÖch b×nh ph−¬ng trung b×nh cña c¸c thμnh phÇn b»ng nhau vμ c¸c kú väng 

b»ng kh«ng lμ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn cã luËt ph©n bè R¬le. §å thÞ hμm (1.6.1) cã d¹ng nh− 

trªn h×nh 1.9. Theo (1.1.8), hμm ph©n bè (h×nh 1.10) b»ng: 







<
≥−=

−

0khi0

0khi1)(
2

2

2

x

xexF

x

σ
                                    (1.6.2) 

Ta h·y x¸c ®Þnh ®Æc tr−ng sè cña ph©n bè R¬ le: 


∞ −

=
0

22
2

2

2

1
dxexm

x

x
σ

σ
                                            (1.6.3) 

Sau khi lÊy tÝch ph©n tõng phÇn ta nhËn ®−îc: 

mx = 
∞

σ
−

∞

σ
−

+−
0

2

x

0

2

x

dxexe
2

2

2

2

                                 (1.6.4) 

Sè h¹ng thø nhÊt trong (1.6.4) b»ng 0, sè h¹ng thø hai sau khi thay biÕn 

x t= 2σ  sÏ dÉn ®Õn tÝch ph©n Poatx«ng. Tõ ®ã: 

mx = σπ=σ
∞

−

2
dte2

0

t 2
                                    (1.6.5) 

Theo (1.2.12), ph−¬ng sai b»ng: 

Dx = 
2

0

2

x2

2 2
2dxxe

2
x

1 2

2

σ





 π−=








σπ−

σ 
∞

σ
−

                      (1.6.6) 

T−¬ng tù, nÕu sö dông c¸c ®¼ng thøc thø hai vμ thø ba trong (1.2.15) vμ sau khi 

tÝnh c¸c tÝch ph©n t−¬ng øng ta nhËn ®−îc gi¸ trÞ cña m«men trung t©m bËc ba vμ bËc 

bèn cña ph©n bè: 

μ3 = ( )π πσ− 3
2

3
                                               (1.6.7) 

μ4 = 8
3

4

2
4−











π σ                                                (1.6.8) 

Tõ (1.2.13) vμ (1.2.14) ta nhËn ®−îc gi¸ trÞ cña ®é bÊt ®èi xøng vμ ®é nhän ®èi víi 

ph©n bè R¬le: 



 23

S = 

( )π πσ

π σ

π
π

π
π

−

−





= −
− −

≈
3

2

2
2

2
3

4 4
0 63

3

3
3

,                             (1.6.9) 

E = 
( )

( )
32 3

4
3 0 3

2 4

2 4

−

−
− ≈ −

π σ

π σ
,                                     (1.6.10) 

 

H×nh 1.9 

 

H×nh 1.10 H×nh 1.11 

Tõ ®©y thÊy r»ng ®−êng cong ph©n bè R¬le kh«ng ®èi xøng qua kú väng to¸n häc. 

§iÓm cùc ®¹i gäi lμ mèt cña ph©n bè, n»m phÝa tr¸i kú väng to¸n häc. Gi¸ trÞ ©m cña ®é 

nhän chØ ra r»ng ®−êng cong ph©n bè R¬le cã ®Ønh b»ng ph¼ng h¬n so víi ph©n bè chuÈn 

t−¬ng øng (khi cïng gi¸ trÞ σ). 

NÕu vect¬ ngÉu nhiªn ba chiÒu tu©n theo luËt ph©n bè chuÈn cã c¸c ®é lÖch b×nh 

ph−¬ng trung b×nh cña c¸c thμnh phÇn b»ng nhau cßn kú väng to¸n häc b»ng kh«ng, th× 

cã thÓ chØ ra r»ng modul cña vect¬ Êy lμ mét ®¹i l−îng ngÉu nhiªn cã mËt ®é ph©n bè 

b»ng:  

f(x) = 

x
e khi x

khi x

x2

2
22

0

0 0

2

2

σ π
σ

−
≥

<









                             (1.6.11) 

Hμm f(x) nh− trªn ®−îc gäi lμ luËt ph©n bè M¨cxoen. VÝ dô, ph©n bè cña vËn tèc c¸c 

ph©n tö khÝ tu©n theo luËt M¨cxoen. §å thÞ hμm (1.6.11) dÉn trªn h×nh 1.11.  

Gièng nh− ph©n bè R¬le, ph©n bè M¨cxoen còng ®−îc x¸c ®Þnh bëi mét tham sè σ. 

T−¬ng tù nh− ®· lμm ®èi víi ph©n bè R¬le, cã thÓ nhËn c¸c biÓu thøc sau ®èi víi 

hμm ph©n bè vμ ®Æc tr−ng sè cña ph©n bè M¨cxoen: 

F(x) = 
2 0

0 0

2

22Φ x x
e khi x

khi x

x

σ σ
σ





−














≥

<










−

                           (1.6.12) 
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mx = 2
2

π
σ                                                    (1.6.13) 

Dx = 3
8 2−



π
σ                                                (1.6.14) 

1.7. HÖ c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn vμ luËt ph©n bè cña chóng 

Khi gi¶i quyÕt nhiÒu bμi to¸n ng−êi ta th−êng gÆp t×nh huèng lμ kÕt qu¶ thÝ 

nghiÖm ®−îc m« t¶ kh«ng ph¶i chØ bëi mét, mμ lμ mét sè ®¹i l−îng ngÉu nhiªn. VÝ dô, 

h×nh thÕ synop phô thuéc vμo nhiÒu ®¹i l−îng ngÉu nhiªn: nhiÖt ®é kh«ng khÝ, ¸p suÊt, 

®é Èm... 

Trong c¸c tr−êng hîp nμy ta sÏ nãi r»ng cã mét hÖ c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn. C¸c 

tÝnh chÊt cña hÖ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn kh«ng ®−îc m« t¶ hÕt bëi nh÷ng tÝnh chÊt cña c¸c 

®¹i l−îng ngÉu nhiªn riªng rÏ, chóng cßn bao hμm c¶ nh÷ng mèi quan hÖ t−¬ng hç gi÷a 

c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn cña hÖ. 

Chóng ta sÏ xem hÖ hai ®¹i l−îng ngÉu nhiªn nh− lμ c¸c to¹ ®é cña ®iÓm ngÉu 

nhiªn trªn mÆt ph¼ng, cßn hÖ ba ®¹i l−îng ngÉu nhiªn nh− lμ to¹ ®é cña ®iÓm ngÉu 

nhiªn trong kh«ng gian ba chiÒu. Mét c¸ch t−¬ng tù, hÖ n ®¹i l−îng ngÉu nhiªn sÏ ®−îc 

xem nh− to¹ ®é cña ®iÓm ngÉu nhiªn trong kh«ng gian n chiÒu.  

Còng cã thÓ xÐt hÖ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn nh− c¸c thμnh phÇn cña vect¬ ngÉu nhiªn 

trªn mÆt ph¼ng, trong kh«ng gian ba chiÒu hoÆc n chiÒu. T−¬ng øng víi ®iÒu nμy, c¸c gi¸ 

trÞ ngÉu nhiªn xi, yi cña hÖ c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X vμ Y sÏ ®−îc biÓu diÔn hoÆc d−íi 

d¹ng c¸c ®iÓm Ni,j cã c¸c to¹ ®é (xi, yi), hoÆc d−íi d¹ng b¸n kÝnh vÐct¬ ri,j cña c¸c ®iÓm ®ã 

(h×nh 1.12). 

Ta xÐt c¸c luËt ph©n bè cña hÖ hai ®¹i l−îng ngÉu nhiªn. 

Hμm ph©n bè cña hÖ hai ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X vμ Y lμ x¸c suÊt thùc hiÖn ®ång 

thêi c¸c bÊt ®¼ng thøc X<x, Y<y 

F(x,y) = P (X<x, Y<y)                                              (1.7.1) 

VÒ mÆt h×nh häc, F(x,y) lμ x¸c suÊt r¬i 

cña ®iÓm ngÉu nhiªn (X,Y) vμo mét h×nh vu«ng 

kh«ng giíi h¹n n»m ë gãc tr¸i bªn d−íi cña 

®Ønh ë ®iÓm (x,y) (h×nh 1.13). 

Hμm ph©n bè cã c¸c tÝnh chÊt sau ®©y: 

1. F(x,y) lμ hμm kh«ng gi¶m, tøc nÕu 

x2>x1 th× F(x2,y)≥F(x1,y), cßn nÕu y2>y1 th× 

F(x,y2)≥ F(x,y1). 

rij

Nij

yj

xi

y

x
 

H×nh 1.12 

Thùc vËy, ch¼ng h¹n khi dÞch chuyÓn biªn ph¶i cña h×nh vu«ng (t¨ng x) ta kh«ng 

thÓ gi¶m x¸c suÊt r¬i vμo nã. 

2. V× c¸c sù kiÖn X<−∞ vμ Y<−∞ lμ nh÷ng sù kiÖn bÊt kh¶, nªn  
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F(−∞,y) = F(x,−∞) = F(−∞,−∞) = 0. 

3. V× c¸c sù kiÖn X<+∞, Y<+∞ lμ nh÷ng sù kiÖn ch¾c ch¾n, nªn 

F(x,+∞)=P(X<x,Y<+∞) = P(X<x) = F1(x), 

víi F1(x) lμ hμm ph©n bè cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X. 

Mét c¸ch t−¬ng tù: 

F(+∞,y) = F2(y), 

víi F2(y) hμm ph©n bè cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn Y. 

4. F(+∞,+∞) = 1. 

Ta h·y x¸c ®Þnh x¸c suÊt r¬i cña ®iÓm ngÉu nhiªn vμo mét h×nh ch÷ nhËt cã c¸c 

c¹nh song song víi c¸c trôc to¹ ®é. 

y

x

(x,y)

0

 

H×nh 1.13 

(α;γ)

α

y

x

(α;δ)

(β;γ)

(β;δ)

β

γ

δ

 

H×nh 1.14 

XÐt h×nh ch÷ nhËt R giíi h¹n bëi c¸c ®−êng th¼ng x=α, x=β, y=γ, y=δ  

C¸c biªn tr¸i vμ d−íi thuéc h×nh ch÷ nhËt, cßn c¸c biÕn ph¶i vμ trªn th× kh«ng. 

Sù kiÖn ®iÓm ngÉu nhiªn N(X,Y) r¬i vμo trong h×nh ch÷ nhËt R, tøc N∈R, t−¬ng 

®−¬ng víi viÖc c¸c sù kiÖn α≤X≤β, γ≤Y≤δ ®ång thêi x¶y ra. 

X¸c suÊt r¬i vμo trong h×nh ch÷ nhËt R b»ng x¸c suÊt r¬i vμo trong h×nh vu«ng cã 

®Ønh (β, δ) trõ ®i x¸c suÊt r¬i vμo h×nh vu«ng cã ®Ønh (α,δ), trõ ®i x¸c suÊt r¬i vμo h×nh 

vu«ng ®Ønh (β, γ), céng víi x¸c suÊt r¬i vμo h×nh vu«ng ®Ønh (α, γ). 

P(N∈R) = F(β,δ)−F(α,δ)−(Fβ,γ)+F(α,γ)                                   (1.7.2) 

Ta ®−a vμo kh¸i niÖm mËt ®é ph©n bè cña hÖ hai ®¹i l−îng ngÉu nhiªn. 

Gi¶ sö cã hÖ hai ®¹i l−îng ngÉu nhiªn liªn tôc X vμ Y. LÊy trªn mÆt ph¼ng ®iÓm 

(x,y) vμ mét h×nh ch÷ nhËt nhá RΔ kÒ s¸t nã cã c¸c c¹nh lμ Δx vμ Δy. 

X¸c suÊt r¬i cña ®iÓm ngÉu nhiªn N (X,Y) vμo trong h×nh vu«ng RΔ, theo (1.7.2), 

b»ng: 

P(N∈RΔ) = F(x+Δx,y+Δy)−F(x,y+Δy)−F(x+Δx,y)+F(x,y)(1.7.3) 

Chia x¸c suÊt nμy cho diÖn tÝch h×nh ch÷ nhËt ΔxΔy vμ lÊy giíi h¹n khi Δx→0 vμ 

Δy→0, ta nhËn ®−îc mËt ®é x¸c suÊt t¹i ®iÓm (x,y). 

Gi¶ thiÕt r»ng hμm F(x,y) kh¶ vi hai lÇn, khi ®ã: 
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lim
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

Δ
Δ

Δ Δ Δ Δ
Δ Δx

y

F x x y y F x y y F x x y F x y

x y→
→

+ + − + − + +
0
0

 

= lim lim
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

Δ ΔΔ
Δ Δ Δ

Δ
Δ

Δy xy

F x x y y F x y y

x

F x x y F x y

x→ →

+ + − + − + −



0 0

1
 

= lim

( , ) ( , )
( , )

Δ

Δ

Δy

F x y y

x

F x y

x
y

F x y

x y→

+ −
=

0

2
∂

∂
∂

∂ ∂
∂ ∂

                        (1.7.4) 

Hμm 

f(x,y) = 
∂

∂ ∂

2F x y

x y

( , )
                                                (1.7.5) 

®−îc gäi lμ mËt ®é ph©n bè cña hÖ. VÒ mÆt h×nh häc cã thÓ biÓu diÔn hμm hai biÕn f(x,y) 

nμy nh− lμ mét mÆt trong kh«ng gian vμ ®−îc gäi lμ mÆt ph©n bè. Hμm f(x,y) kh«ng ©m 

v× nã lμ giíi h¹n cña tû sè gi÷a hai ®¹i l−îng kh«ng ©m lμ x¸c suÊt r¬i vμo h×nh ch÷ nhËt 

vμ diÖn tÝch h×nh ch÷ nhËt. BiÓu thøc f(x,y)dxdy ®−îc gäi lμ yÕu tè x¸c suÊt cña hÖ hai 

®¹i l−îng ngÉu nhiªn. YÕu tè x¸c suÊt lμ x¸c suÊt r¬i vμo trong h×nh ch÷ nhËt yÕu tè RΔ 

tiÕp gi¸p ®iÓm (x,y). 

X¸c suÊt r¬i cña ®iÓm N(X,Y) vμo mét miÒn D bÊt kú ®−îc x¸c ®Þnh d−íi d¹ng tÝch 

ph©n hai líp: 

P(N∈D) = f x y dxdy
D

( , )
( )
                                       (1.7.6) 

Trong tr−êng hîp nÕu miÒn D lμ h×nh ch÷ nhËt R, th×: 

P(N∈R) = f x y dxdy( , )
γ

δ

α

β

                                        (1.7.7) 

Khi sö dông c«ng thøc (1.7.7) cã thÓ biÓu diÔn hμm ph©n bè F(x,y) qua mËt ®é ph©n 

bè f(x,y) 

F(x,y) = f x y dxdy
yx

( , )
−∞−∞
                                          (1.7.8) 

V× x¸c suÊt r¬i trªn toμn mÆt b»ng 1, nªn: 

f x y dxdy( , )
−∞

+∞

−∞

+∞

 = 1                                             (1.7.9) 

VÒ mÆt h×nh häc, x¸c suÊt r¬i vμo trong miÒn D lμ thÓ tÝch h×nh l¨ng trô ®−îc giíi 

h¹n bëi miÒn D ë phÝa d−íi, cßn phÝa trªn lμ mÆt ph©n bè (h×nh 1.15) 

§Ó cho tÝch ph©n x¸c ®Þnh f x y dxdy( , )
−∞

+∞

−∞

+∞

 = 1 héi tô, th× cÇn thiÕt lμ mÆt ph©n 

bè ph¶i tiÖm cËn tíi mÆt x0y theo mäi h−íng. 
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Khi biÕt hμm ph©n bè cña hÖ hai ®¹i l−îng ngÉu nhiªn, cã thÓ x¸c ®Þnh hμm ph©n 

bè cña mçi ®¹i l−îng ngÉu nhiªn trong ®ã: 

F1(x) = F(x,+∞)                                                       (1.7.10) 

F2(y) = F(+∞,y)                                                       (1.7.11) 

Ta h·y biÓu diÔn mËt ®é ph©n bè cña tõng ®¹i l−îng ngÉu nhiªn qua mËt ®é ph©n 

bè cña hÖ:  

F1(x) = F(x,+∞) = f x y dxdy
x

( , )
−∞

+∞

−∞
                             (1.7.12) 

Nh−ng mËt ®é ph©n bè lμ ®¹o hμm cña hμm ph©n bè, khi ®ã 

f1(x) = F x f x y dy1
′ =

−∞

+∞

( ) ( , )                                    (1.7.13) 

f2(y) = F y f x y dx2
′ =

−∞

+∞

( ) ( , )                                   (1.7.14) 

LuËt ph©n bè cña mét ®¹i l−îng ngÉu nhiªn cña hÖ víi ®iÒu kiÖn ®¹i l−îng ngÉu 

nhiªn thø hai nhËn mét gi¸ trÞ x¸c ®Þnh gäi lμ luËt ph©n bè cã ®iÒu kiÖn. 

LuËt ph©n bè cã ®iÒu kiÖn sÏ ®−îc ký hiÖu d−íi d¹ng: 

f(x/y) − luËt ph©n bè ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X víi ®iÒu kiÖn Y=y 

f(y/x) − luËt ph©n bè ®¹i l−îng ngÉu nhiªn Y víi ®iÒu kiÖn X=x. 

X¸c suÊt r¬i trong h×nh ch÷ nhËt yÕu tè RΔ, b»ng f(x,y)dxdy, cã thÓ biÓu diÔn nh− lμ 

tÝch x¸c suÊt r¬i vμo d¶i I, b»ng f1(x)dx vμ x¸c suÊt r¬i vμo d¶i II, b»ng f(x/y)dy, víi ®iÒu 

kiÖn ®· x¶y ra sù kiÖn r¬i vμo d¶i I (h×nh 1.16). 

Tõ ®ã: 

f(x,y)dxdy = f1(x)dxf(y/x)dy                                       (1.7.15) 

Gi¶n −íc cho dxdy, ta cã: 

f(x,y) = f1(x)f(y/x)                                                (1.7.16) 

T−¬ng tù cã thÓ thu ®−îc ®¼ng thøc: 

f(x,y) = f2(y)f(x/y)                                                (1.7.17) 

 

H×nh 1.15 

 

 

H×nh 1.16 

Tõ ®ã cã thÓ biÓu diÔn luËt ph©n bè cã ®iÒu kiÖn qua mËt ®é ph©n bè cña hÖ d−íi 

d¹ng: 
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f(x/y) = 
f x y

f y

f x y

f x y dx

( , )

( )

( , )

( , )2

=

−∞

+∞


                             (1.7.18) 

f(y/x) = 
f x y

f x

f x y

f x y dy

( , )

( )

( , )

( , )1

=

−∞

+∞


                              (1.7.19) 

C¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X vμ Y ®−îc gäi lμ ®éc lËp nÕu luËt ph©n bè cña mét 

trong chóng kh«ng phô thuéc vμo viÖc ®¹i l−îng ngÉu nhiªn kia nhËn gi¸ trÞ nμo. 

§èi víi c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ®éc lËp: 

f(x/y) = f1(x)                                                (1.7.20) 

f(y/x) = f2(y)                                                (1.7.21) 

NÕu X kh«ng phô thuéc vμo Y, th× Y còng kh«ng phô thuéc vμo X. 

ThËt vËy, tõ c¸c ®¼ng thøc (1.7.16) vμ (1.7.17) ta thÊy r»ng, nÕu f(x/y)=f1(x) th× 

f(y/x) = f2(y). 

Ta cã ®Þnh lý sau: 

§Ó cho c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X vμ Y lμ ®éc lËp, ®iÒu kiÖn cÇn vμ ®ñ lμ ®¼ng thøc 

sau ®−îc thùc hiÖn: 

f(x,y) = f1(x)f2(y),                                            (1.7.22) 

tøc lμ mËt ®é ph©n bè cña hÖ b»ng tÝch mËt ®é ph©n bè cña c¸c ®¹i l−îng ngÉu 

nhiªn thμnh phÇn trong hÖ. 

Mét c¸ch t−¬ng tù, cã thÓ x¸c ®Þnh ®−îc luËt ph©n bè cña hÖ n ®¹i l−îng ngÉu 

nhiªn. 

Hμm ph©n bè cña hÖ n ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X1, X2,..., Xn lμ x¸c suÊt ®Ó thùc hiÖn 

®ång thêi n bÊt ®¼ng thøc Xi<xi, i= 1,2,...,n. 

F(x1,x2,...,xn) = P(X1<x1,X2<x2,...,Xn<xn)                             (1.7.23) 

NÕu tån t¹i ®¹o hμm riªng hçn hîp cña hμm F(x1,x2,...,xn) ®−îc lÊy lÇn l−ît theo 

tõng ®èi sè: 

f(x1,x2,...,xn) = 
∂

∂ ∂ ∂

n
n

n

F x x x

x x x

( , ,..., )

...
1 2

1 2

                               (1.7.24) 

th× nã ®−îc gäi lμ mËt ®é ph©n bè cña hÖ c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn liªn tôc (X1, X2,..., Xn). 

Ta sÏ nhËn ®−îc hμm ph©n bè cña mçi ®¹i l−îng ngÉu nhiªn cña hÖ, nÕu trong hμm 

ph©n bè cña hÖ ta ®Æt tÊt c¶ c¸c biÕn cßn l¹i b»ng +∞. 

F1(x1) = F(x1,+ ∞,...,+∞)                                           (1.7.25) 

Hμm ph©n bè cña hÖ con (X1, X2,...,Xk) nhËn ®−îc tõ hÖ cã d¹ng: 

F1,2,...,k(x1,x2,...,xk) = F(x1, x2,...,xk,+ ∞,...,+∞)                              (1.7.26) 

MËt ®é ph©n bè cña mçi ®¹i l−îng cña hÖ nhËn ®−îc b»ng c¸ch tÝch ph©n mËt ®é 

cña hÖ trong kho¶ng v« h¹n theo c¸c biÕn cßn l¹i. 
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f1(x1) = ... ( , ,..., ) ...f x x x dx dxn n1 2 2
−∞

+∞

−∞

+∞

                           (1.7.27) 

MËt ®é ph©n bè cña hÖ con (X1, X2,...,Xk) ®−îc x¸c ®Þnh d−íi d¹ng: 

f1,2,...,k(x1,x2,...,xk) = ... ( , ,..., ) ...f x x x dx dxn k n1 2 1+
−∞

+∞

−∞

+∞

                  (1.7.28) 

LuËt ph©n bè cã ®iÒu kiÖn cña hÖ con (X1, X2,...,Xk) lμ luËt ph©n bè ®−îc tÝnh víi 

®iÒu kiÖn c¸c ®¹i l−îng cßn l¹i (Xk+1,..., Xn) ®· nhËn c¸c gi¸ trÞ x¸c ®Þnh xk+1, ..., xn: 

f x x x x x
f x x x

f x xk k n
n

k n k n

( , ,..., / ,..., )
( , ,..., )

( ,..., ),....,
1 2 1

1 2

1 1
+

+ +
=               (1.7.29) 

C¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X1, X2,...,Xn ®−îc gäi lμ ®éc lËp nÕu luËt ph©n bè cña mçi 

hÖ con kh«ng phô thuéc vμo c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn cßn l¹i nhËn gi¸ trÞ nμo. 

§èi víi c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ®éc lËp: 

f x x x f x f x f xn n n( , ,..., ) ( ) ( )... ( )1 2 1 1 2 2=                       (1.7.30) 

Hμm ph©n bè cña hÖ ®−îc biÓu diÔn qua mËt ®é ph©n bè d−íi d¹ng: 

F(x1,x2,...,xn) = ... ( , ,..., ) ...f x x x dx dx dxn n

xxx n

1 2 1 2

21

−∞−∞−∞
               (1.7.31) 

X¸c suÊt r¬i cña ®iÓm ngÉu nhiªn N(X1, X2,...,Xn) trong giíi h¹n miÒn D−n chiÒu 

®−îc x¸c ®Þnh d−íi d¹ng: 

P(N∈D) = ... ( , ,..., ) ...
( )
 

D
n nf x x x dx dx dx1 2 1 2                      (1.7.32) 

1.8. C¸c ®Æc tr−ng sè cña hÖ c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn  

M«men gèc mk s, bËc k+s cña hÖ hai ®¹i l−îng ngÉu nhiªn (X,Y) lμ kú väng to¸n häc 

cña tÝch Xk
 vμ Ys

: 

mk s, = M[ Xk Ys
]                                               (1.8.1) 

M«men trung t©m μk s, , bËc k+s lμ kú väng to¸n häc cña tÝch Xk
o

. Ys
o

, ë ®©y X
o

 vμ 

Y
o

 lμ c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn qui t©m. 

μk s,  = M[ Xk
o

. Ys
o

]                                               (1.8.2) 

§èi víi c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn rêi r¹c ta cã: 

mk s, = x y pi
k

j
s

i j
ji

,                                             (1.8.3) 
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μk s, = ( ) ( )x m y m pi x
k

j y
s

i j
ji

− − ,                              (1.8.4) 

trong ®ã pi,j = P(X=xi,Y=yj). 

§èi víi c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn liªn tôc:  

mk s, = x y f x y dxdyk s ( , )
−∞

+∞

−∞

+∞

                                       (1.8.5) 

μk s, = ( ) ( )x m y m f x y dxdyx
k

y
s

− −
−∞

+∞

−∞

+∞

 ( , )                          (1.8.6) 

Sè k+s ®−îc gäi lμ bËc cña m«men. Còng gièng nh− ®èi víi mét ®¹i l−îng ngÉu 

nhiªn, c¸c m«men cña hÖ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn kh«ng ph¶i lμ nh÷ng ®Æc tr−ng bao qu¸t 

®Çy ®ñ, tuy nhiªn chóng x¸c ®Þnh mét lo¹t c¸c tÝnh chÊt quan träng cña hÖ. 

C¸c m«men bËc nhÊt m1,0 vμ m0,1 lμ kú väng to¸n häc cña c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn 

thμnh phÇn cña hÖ. 

m1,0 = M[XYo] = M[X] = mx                                                                       (1.8.7) 

m0,1 = M[XoY] = M[X] = my                                                                        (1.8.8) 

VÒ mÆt h×nh häc, ®©y lμ c¸c to¹ ®é cña ®iÓm trung b×nh mμ c¸c ®iÓm ngÉu nhiªn 

N(X,Y) ph©n t¸n xung quanh nã. 

Ta h·y xÐt c¸c m«men trung t©m bËc hai cña hÖ: 

μ2,0 = M X Y
o

o
o

2











= M X
o
2











 = D[X]                                  (1.8.9) 

μ0,2 = M X Yo
o o

2











= M Y
o
2











 = D[Y]                                (1.8.10) 

§©y lμ ph−¬ng sai cña c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn, chóng ®Æc tr−ng cho sù ph©n t¸n 

cña c¸c ®iÓm ngÉu nhiªn theo h−íng c¸c trôc to¹ ®é. 

M«men trung t©m hçn hîp bËc hai ®−îc gäi lμ m«men t−¬ng quan hay m«men liªn 

hÖ cña c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn vμ b»ng: 

μ1,1 = M X Y
o o

1 1











 = M[(X-mx)(Y-my)] = Rxy                                            (1.8.11) 

§èi víi c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn rêi r¹c: 

Rxy = ( )( )x m y m pi x j y i j
ji

− − ,                                  (1.8.12) 

§èi víi ®¹i l−îng ngÉu nhiªn liªn tôc: 

Rxy = ( )( )x m y m f x y dxdyx y− −
−∞

+∞

−∞

+∞

 ( , )                             (1.8.13) 
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§èi víi c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ®éc lËp Rx,y=0. 

Thùc vËy, tõ (1.7.22): 

R x m y m f x f y dxdyxy x y= − − =
−∞
 ( )( ) ( ) ( )1 2  

= − − = =
−∞

∞

−∞

∞

 ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] [ ]x m f x dx y m f y dy X Yx y1 2 1 1 0μ μ  

Tõ ®ã thÊy r»ng, nÕu Rx,y ≠ 0, th× X vμ Y lμ nh÷ng ®¹i l−îng phô thuéc. 

§¹i l−îng:  

r
R

xy
xy

x y

=
σ σ

                                                        (1.8.14) 

®−îc gäi lμ hÖ sè t−¬ng quan cña c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X vμ Y. 

§èi víi c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ®éc lËp th× rxy = 0. §iÒu ng−îc l¹i sÏ kh«ng ®óng, 

tøc rxy = 0 lμ ®iÒu kiÖn cÇn ®Ó X vμ Y ®éc lËp, nh−ng ch−a ph¶i lμ ®iÒu kiÖn ®ñ. 

C¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X vμ Y cã rxy = 0 ®−îc gäi lμ c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn 

kh«ng t−¬ng quan víi nhau. 

Tõ tÝnh ®éc lËp cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn suy ra tÝnh kh«ng t−¬ng quan cña chóng. 

Víi t− c¸ch lμ c¸c ®Æc tr−ng sè cña hÖ, tõ n ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X1, X2,..., Xn ta 

nhËn ®−îc n kú väng to¸n häc mxi
, i = 1,2,...,n cña c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ban ®Çu, n 

ph−¬ng sai Dxi
 cña chóng vμ n(n−1) m«men t−¬ng quan Rx xi j

: 

Rx xi j
= M[(Xi- mxi

)(Xj- mxj
)]                                    (1.8.15) 

Ph−¬ng sai Dxi
 cã thÓ xem nh− m«men t−¬ng quan cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn Xi 

víi chÝnh nã, cã nghÜa lμ: 

Dxi
= R x xi i

= M[(Xi- mxi
)2]                                      (1.8.16) 

§Ó thuËn tiÖn ta s¾p xÕp c¸c m«men t−¬ng quan d−íi d¹ng ma trËn vu«ng vμ gäi lμ 

ma trËn t−¬ng quan cña hÖ c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn (X1, X2,..., Xn). 

R R R

R R R

R R R

R

n

n

n n nn

ij

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...



















=                                 (1.8.17) 

Tõ ®Þnh nghÜa m«men t−¬ng quan ta thÊy r»ng: 

R R M X X M X X R Rij x x i

o

j

o

j

o

i

o

x x jii j j i
= = 







 = 







 = =                 (1.8.18) 

V× vËy cã thÓ chØ cÇn ®iÒn mét nöa trªn cña ma trËn t−¬ng quan tÝnh tõ ®−êng chÐo 

chÝnh. 
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R

R R R

R R

R

ij

n

n

nn

=



















11 12 1

22 2

...

...

... ...
                                 (1.8.19) 

Trong tr−êng hîp khi c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X1, X2,..., Xn kh«ng t−¬ng quan, ma 

trËn t−¬ng quan cã d¹ng: 

R

R

R

R

ij

nn

=



















11

22

0 0

0

...

...

... ...
                                 (1.8.20) 

Ma trËn nh− vËy gäi lμ ma trËn ®−êng chÐo. 

Thay cho c¸c m«men t−¬ng quan ng−êi ta th−êng sö dông c¸c hÖ sè t−¬ng quan 

r r
R

ij x x
x x

x x
i j

i j

i j

= =
σ σ

                                            (1.8.21) 

vμ chóng lËp thμnh ma trËn t−¬ng quan chuÈn ho¸ mμ c¸c phÇn tö trªn ®−êng chÐo 

chÝnh cña nã b»ng ®¬n vÞ, rx xi j
= 1 

r

r r

r
ij

n

n=



















1

1

1

12 1

2

...

...

... ...
                                            (1.8.22) 

1.9. C¸c ®Þnh lý vÒ ®Æc tr−ng sè 

§èi víi c¸c ®Æc tr−ng sè cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn nh÷ng ®Þnh lý sau ®©y lμ ®óng: 

1. Kú väng to¸n häc cña ®¹i l−îng kh«ng ngÉu nhiªn b»ng chÝnh nã. 

§¹i l−îng kh«ng ngÉu nhiªn c cã thÓ ®−îc coi nh− mét ®¹i l−îng ngÉu nhiªn cã mét 

gi¸ trÞ cã thÓ c, mμ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn nhËn nã víi x¸c suÊt b»ng 1. 

Tõ ®ã: 

M[c] = c.1 = c                                                         (1.9.1) 

2. Ph−¬ng sai cña ®¹i l−îng kh«ng ngÉu nhiªn b»ng kh«ng. 

D[c] = M[(c−mc)
2] = M[(c−c)                                          (1.9.2) 

3. NÕu c lμ ®¹i l−îng kh«ng ngÉu nhiªn, th×: 

M[cX] = cM[X],                                                       (1.9.3) 

D[cX] = c2D[X],                                                       (1.9.4) 

tøc lμ cã thÓ ®−a ®¹i l−îng kh«ng ngÉu nhiªn ra ngoμi dÊu kú väng to¸n häc vμ cã thÓ 

®−a ®¹i l−îng kh«ng ngÉu nhiªn ra ngoμi dÊu ph−¬ng sai nh−ng sau ®ã lÊy b×nh ph−¬ng 
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cña nã. 

Ta tiÕn hμnh phÐp chøng minh ®èi víi ®¹i l−îng ngÉu nhiªn liªn tôc. 

M[cX] = cxf x dx c xf x dx cM X( ) ( ) [ ]
−∞

+∞

−∞

+∞

 = = , 

D[cX]= ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]M cX m M cX cm c M X m c D Xcx x x− = − = − =2 2 2 2 2 [ ] 

LÊy c¨n bËc hai c¶ hai vÕ (1.9.4), ®èi víi ®é lÖch b×nh ph−¬ng trung b×nh ta nhËn 

®−îc: 

σ[cX] = cσ[X]                                                       (1.9.5) 

tøc lμ cã thÓ ®−a ®¹i l−îng kh«ng ngÉu nhiªn ra ngoμi dÊu ®é lÖch b×nh ph−¬ng trung 

b×nh. 

4. Kú väng to¸n häc cña tæng mét sè c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn b»ng tæng c¸c kú 

väng to¸n häc cña chóng. §Þnh lý nμy ®−îc gäi lμ ®Þnh lý céng cña kú väng to¸n häc. 

Ta sÏ chøng minh nã cho tr−êng hîp hai ®¹i l−îng ng©u nhiªn liªn tôc: 

M[X+Y]= ( ) ( , )x y f x y dxdy+ =
−∞

+∞

−∞

+∞

  

= xf x y dxdy yf x y dxdy( , ) ( , )
−∞

+∞

−∞

+∞

−∞

+∞

−∞

+∞

  + = 

= x f x y dxdy y f x y dxdy( , ) ( , )
−∞

+∞

−∞

+∞

−∞

+∞

−∞

+∞

 + = 

= xf x dx yf y dy1 2( ) ( )
−∞

+∞

−∞

+∞

 +  = M[X]+M[Y]                            (1.9.6) 

5. Ph−¬ng sai cña tæng hai ®¹i l−îng ngÉu nhiªn b»ng tæng c¸c ph−¬ng sai cña 

chóng céng víi hai lÇn m«men t−¬ng quan. 

D[X+Y] = D[X] + D[Y] + 2Rxy                                    (1.9.7) 

Ta ký hiÖu: 

X + Y = Z, Z X Y X m Y m
o o o

x y= + = − + −( ) ( ) ,                     (1.9.8) 

khi ®ã: 

D[X+Y] = M Z M X Y M X M Y M XY
o o o o o o o
2

2
2 2 2













= +

















=












+












+ 







 = 

= D[X] + D[Y] + 2Rxy 

Còng cã thÓ chøng minh c«ng thøc: 

D[X−Y] = D[X] + D[Y] − 2Rxy                                         (1.9.9) 

T−¬ng tù, khi sö dông c«ng thøc ®èi víi b×nh ph−¬ng cña tæng nhiÒu sè h¹ng, ta 
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nhËn ®−îc c«ng thøc tÝnh ph−¬ng sai cña tæng n ®¹i l−îng ngÉu nhiªn. 

[ ]D X D X Ri
i

n

i
i

n

x x
i j

i j
= = <
  








 = +

1 1

2                                                         (1.9.10) 

V× D[Xi]  = R x xi i
 nªn cã thÓ viÕt c«ng thøc nμy d−íi d¹ng: 

D X Ri
i

n

x x
j

n

i

n

i j
= ==
 








 =

1 11

                                        (1.9.11) 

§èi víi c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn kh«ng t−¬ng quan R x xi j
=0 khi i ≠ j, nªn c«ng 

thøc ®−îc viÕt l¹i nh− sau: 

D X D Xi
i

n

i
i

n

= =
 








 =

1 1

[ ],                                          (1.9.12) 

tøc lμ ph−¬ng sai cña tæng c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn kh«ng t−¬ng quan b»ng tæng c¸c 

ph−¬ng sai cña chóng. §Þnh lý nμy ®−îc gäi lμ ®Þnh lý céng ph−¬ng sai. 

6. §èi víi kú väng to¸n häc cña tÝch c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn c«ng thøc sau lμ 

®óng: 

M[XY] = M[X].M[Y] + Rxy.                                    (1.9.13) 

M«men t−¬ng quan cã thÓ ®−îc biÓu diÔn d−íi d¹ng: 

Rxy = M[(X−mx)(Y−my)] = M[XY] − mxM[Y] − myM[X] + mxmy 

= M[XY] − M[X].M[Y],                                                 (1.9.14) 

tõ ®ã suy ra c«ng thøc (1.9.13). 

§èi víi c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn kh«ng t−¬ng quan Rxy = 0, tõ (1.9.13) ta nhËn ®−îc 

®Þnh lý tÝch kú väng to¸n häc 

M[XY] = M[X].M[Y].                                                 (1.9.15) 

Tæng qu¸t ho¸ ®Þnh lý nμy cho n ®¹i l−îng ngÉu nhiªn chØ ®óng khi chóng lμ c¸c 

®¹i l−îng ngÉu nhiªn ®éc lËp. 

1.10. LuËt ph©n bè chuÈn cña hÖ c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn 

XÐt hÖ hai ®¹i l−îng ngÉu nhiªn − vect¬ ngÉu nhiªn hai chiÒu (X,Y). 

Ng−êi ta nãi r»ng hÖ nμy cã luËt ph©n bè chuÈn nÕu mËt ®é ph©n bè cã d¹ng: 

f(x,y) = 
1

2 1 2πσ σx y r−
×  

( )
( ) ( )

























σ

−
+

σσ
−−

−
σ

−
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−×
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y

yx

yx
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2
x

2

my)my)(mx(r2mx

r12

1
exp       (1.10.1) 

V× cã thÓ xem (X,Y) nh− lμ mét ®iÓm ngÉu nhiªn trªn mÆt ph¼ng, nªn luËt nμy ®−îc 

gäi lμ luËt ph©n bè chuÈn trªn mÆt ph¼ng. Hμm (1.10.1) phô thuéc vμo 5 tham sè: mx, my, 

σx, σy, r. 
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Ta h·y lμm s¸ng tá ý nghÜa cña c¸c tham sè ®ã. Ta sÏ chØ ra r»ng mx vμ my lμ c¸c kú 

väng to¸n häc M[X] vμ M[Y] cña c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X vμ Y, σx vμ σy lμ ®é lÖch b×nh 

ph−¬ng trung b×nh cña chóng, cßn r lμ hÖ sè t−¬ng quan cña c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X 

vμ Y, tøc lμ r = rxy. 

Muèn vËy, ta t×m mËt ®é ph©n bè cña tõng ®¹i l−îng ngÉu nhiªn cña hÖ. 

f1(x) = 
+∞

∞−
dy)y,x(f = ( )

1

2 1

1

2 12 2πσ σx y r r−
−

−
×





−∞

+∞
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− −
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             (1.10.2) 

Thùc hiÖn phÐp ®æi biÕn trong tÝch ph©n (1.10.2): 

x m
ux

x

− =
2σ

, v
2

my

y

y =
σ

−
                                    (1.10.3) 

ta nhËn ®−îc: 

f1(x) = ( )1

2 1

1

1
2

2 2
2 2

πσx r r
u ruv v dv

−
−

−
− +






−∞

+∞

 exp            (1.10.4) 

Sau khi ®−a vμo c¸c ký hiÖu: 

A = 
1

1 2− r
, B = 

ru

r1 2−
, C = 

u

r

2

21−
                                (1.10.5) 

ta qui tÝch ph©n (1.10.4) vÒ tÝch ph©n ®· biÕt: 

e dv
A

eAv Bv C
AC B

A− − −

−∞

+∞ − −

 =( )2

2

2 π
                               (1.10.6) 

KÕt qu¶ ta nhËn ®−îc: 

f1(x) = 
1

2

2

22

πσ
σ

x

x m

e
x

x

− −( )

                                        (1.10.7) 

Tõ (1.10.7) ta thÊy r»ng ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X tu©n theo luËt ph©n bè chuÈn, h¬n 

n÷a: 

mx = M[X], σx = D X[ ]                                           (1.10.8) 

T−¬ng tù ®èi víi f2(y) ta cã: 

f2(y) = 
1

2

2

22

πσ
σ

y

y m

e

y

y

−
−( )

                                         (1.10.9) 
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TÝnh m«men t−¬ng quan Rxy: 

Rxy = ( )( ) ( , )x m y m f x y dxdyx y− − =
−∞

+∞
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= ( )
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1

2 12 2πσ σx y
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         (1.10.10) 

LÊy tÝch ph©n biÓu thøc (1.10.10) ta nhËn ®−îc: 

Rxy = rσxσy                                                                                      (1.10.11) 

Tõ ®ã thÊy r»ng r chÝnh lμ hÖ sè t−¬ng quan rxy. 

Nh− vËy, mËt ®é ph©n bè chuÈn cña hÖ hai ®¹i l−¬ng ngÉu nhiªn X vμ Y hoμn toμn 

®−îc x¸c ®Þnh bëi c¸c kú väng to¸n häc mx vμ my cña c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ®· cho vμ 

ma trËn t−¬ng quan 

R
D R

Dij
x xy

y
=








                                          (1.10.12) 

Nh− vËy, ®èi víi ph©n bè chuÈn c¸c ®Æc tr−ng sè − kú väng to¸n häc vμ ma trËn 

t−¬ng quan lμ c¸c ®Æc tr−ng ®Çy ®ñ cña hÖ. 

NÕu c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn cña hÖ cã ph©n bè chuÈn (X,Y) kh«ng t−¬ng quan víi 

nhau, tøc lμ r = rxy = 0, th×  

f(x,y) = 

( ) ( )
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2
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 = f1(x).f2(y)                   (1.10.13) 

vμ ®©y lμ ®iÒu kiÖn ®éc lËp cña hÖ. 

Nh− vËy, tõ tÝnh kh«ng t−¬ng quan cña c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn cña hÖ cã ph©n bè 

chuÈn suy ra tÝnh ®éc lËp cña chóng. §èi víi c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn cã ph©n bè chuÈn, 

®iÒu kiÖn kh«ng t−¬ng quan vμ ®iÒu kiÖn ®éc lËp lμ t−¬ng ®−¬ng nhau. 

Ta xÐt mÆt ®−îc x¸c ®Þnh bëi mËt ®é ph©n bè chuÈn: 

f(x,y) = 

( ) ( )
1
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e
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,                             (1.10.14) 

cho tr−êng hîp c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X vμ Y ®éc lËp. MÆt nμy cã d¹ng ®åi mμ ®Ønh 

n»m t¹i ®iÓm (mx,my) (h×nh 1.17). 

C¾t mÆt ph©n bè nμy bëi c¸c mÆt ph¼ng song song víi mÆt x0y, ta nhËn ®−îc c¸c 

elip. 
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Thùc vËy, khi cho f(x,y) = λ2 = const, ta cã: 

( ) ( )x m y mx

x

y

y

−
+

−
=

2

2

2

2
2

2 2σ σ
λ                                    (1.10.15) 

Ph−¬ng tr×nh (1.10.15) lμ ph−¬ng tr×nh h×nh chiÕu cña elip trªn mÆt x0y. §ã lμ hä 

c¸c elip ®ång d¹ng cã t©m t¹i ®iÓm (mx, my), cã c¸c trôc ®èi xøng lμ c¸c ®−êng th¼ng song 

song víi c¸c trôc 0x vμ 0y. T¹i mäi ®iÓm cña mçi elip nh− vËy, mËt ®é ph©n bè kh«ng ®æi, 

nªn chóng ®−îc gäi lμ c¸c elip mËt ®é ph©n bè ®Òu hay lμ elip ph©n t¸n. 

Cã thÓ chØ ra r»ng, sÏ nhËn ®−îc mét 

bøc tranh t−¬ng tù ngay c¶ ®èi víi ph©n bè 

chuÈn trong tr−êng hîp tæng qu¸t, khi mμ 

r≠0, nh−ng trong tr−êng hîp nμy c¸c trôc 

®èi xøng cña elip kh«ng song song víi c¸c 

trôc to¹ ®é. 

 

H×nh 1.17 

C¸c trôc ®èi xøng nμy ®−îc gäi lμ c¸c trôc ph©n t¸n chÝnh. B»ng c¸ch chuyÓn gèc 

to¹ ®é tíi ®iÓm (mx, my) vμ quay c¸c trôc to¹ ®é cho ®Õn khi trïng víi c¸c trôc ph©n t¸n 

chÝnh cã thÓ dÉn luËt ph©n bè chuÈn víi r ≠ 0 vÒ d¹ng chÝnh t¾c. 

f ( , )ξ η = 1

2

2

2

2

22 2

πσ σξ η
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σξ ηe
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,                             (1.10.16) 

trong ®ã σξ, ση ®−îc gäi lμ ®é lÖch b×nh ph−¬ng trung b×nh chÝnh. 

Nh− vËy, chóng ta ®· thay thÕ vect¬ ngÉu nhiªn ph©n bè chuÈn cã c¸c thμnh phÇn 

(X,Y) phô thuéc lÉn nhau bëi vect¬ ph©n bè chuÈn kh¸c (ξ,η) mμ c¸c thμnh phÇn cña nã 

®éc lËp víi nhau. 

Th«ng th−êng, khi xÐt luËt ph©n bè chuÈn trªn mÆt ph¼ng, ta cè g¾ng chän tr−íc 

c¸c trôc to¹ ®é 0x vμ 0y sao cho chóng trïng víi c¸c trôc ph©n t¸n chÝnh. 

Khi ®ã x¸c suÊt r¬i vμo h×nh ch÷ nhËt R (h×nh 1.14) cã c¸c c¹nh song song víi trôc 

ph©n t¸n chÝnh ®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc (1.7.6) vμ sÏ b»ng: 

P(N∈R) = 
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= 
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B©y giê ta xÐt hÖ n ®¹i l−îng ngÉu nhiªn (X1, X2, ... Xn). HÖ nμy ®−îc gäi lμ cã ph©n 

bè chuÈn nÕu nh− mËt ®é ph©n bè cña nã cã d¹ng: 

( )


πσσσ
= = = σ

−
σ
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−
n

1i
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kk
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ii
ik
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1
)x,...,x,x(f       (1.10.18) 

trong ®ã D lμ ®Þnh thøc cña ma trËn t−¬ng quan chuÈn ho¸: 

r

r r

r
x x

x x x x

x x
i k

n

n=

1

1

1

1 2 1

2

...

...

... ...
                                   (1.10.19) 

Dik lμ phÇn phô ®¹i sè cña phÇn tö rx xi k
 trong ®Þnh thøc D. 

Tõ (1.10.18) thÊy r»ng, mËt ®é ph©n bè n chiÒu ®èi víi luËt chuÈn phô thuéc vμo n 

kú väng to¸n häc, n ®é lÖch b×nh ph−¬ng trung b×nh (ph−¬ng sai) vμ 
2

)1( −nn
 hÖ sè t−¬ng 

quan. 

NÕu c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X1, X2, ... , Xn ®éc lËp th× mËt ®é ph©n bè b»ng: 

f x x x f x f x f xn n n( , ,..., ) ( ) ( )... ( )1 2 1 1 2 2= = 
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                               (1.10.20) 

C«ng thøc nμy nhËn ®−îc tõ c«ng thøc tæng qu¸t (1.10.18) khi rx xi k
=0 trong tr−êng 

hîp i≠k vμ rx xi k
= 1 víi i = k. Khi ®ã D=1, Dik=0 khi i≠k, Dik=1 khi i=k. 

Tr−êng hîp riªng, khi n = 3 ta nhËn ®−îc luËt ph©n bè chuÈn trong kh«ng gian. 

Trong tr−êng hîp nμy ma trËn t−¬ng quan cã d¹ng: 

r

r r

rx x

x x x x

x xi k
=

1

1

1

1 2 1 3

2 3
                                     (1.10.21) 

MËt ®é ph©n bè chuÈn ba chiÒu phô thuéc vμo 9 tham sè m1, m2, m3, σ1, σ2, σ3, 

r r rx x x x x x1 2 1 3 2 3
, , . §èi víi ph©n bè chuÈn 3 chiÒu thay cho elÝp ph©n t¸n lμ elipx«it ph©n 

t¸n. Khi h−íng c¸c trôc to¹ ®é theo c¸c trôc chÝnh cña elipx«it ph©n t¸n ta nhËn ®−îc hÖ 

thèng c¸c ph©n bè cña ba ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ®éc lËp (ξ,η,ζ). 

Trong tr−êng hîp nμy mËt ®é ph©n bè sÏ cã d¹ng: 
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( )
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                     (1.10.22) 

trong ®ã σξ, ση, σζ lμ c¸c ®é lÖch b×nh ph−¬ng trung b×nh chÝnh. 

1.11. LuËt ph©n bè cña hμm c¸c ®èi sè ngÉu nhiªn 

1) LuËt ph©n bè cña hμm mét ®èi sè ngÉu nhiªn 

Gi¶ sö cã ®¹i l−îng ngÉu nhiªn liªn tôc X cã mËt ®é ph©n bè f(x) vμ mét ®¹i l−îng 

ngÉu nhiªn kh¸c Y, liªn hÖ víi nã bëi sù phô thuéc hμm 

Y =ϕ(X),                                                           (1.11.1) 

víi ϕ lμ hμm liªn tôc, kh¶ vi. 

Yªu cÇu t×m mËt ®é ph©n bè cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn Y. Tr−íc hÕt, ta gi¶ thiÕt 

r»ng hμm y = ϕ(x) ®¬n ®iÖu, khi ®ã nã cã hμm ng−îc duy nhÊt: x=ψ(y). Thªm vμo ®ã, tõ 

®iÒu kiÖn: 

x0<X≤x0+dx. 

ch¾c ch¾n suy ra r»ng y0<Y≤y0+dy vμ ng−îc l¹i. ë ®©y y0= ϕ(x0)  

b)

Sx Sy

 

 H×nh 1.18 

Do ®ã x¸c suÊt cña c¸c bÊt ®¼ng thøc b»ng nhau: 

P(x0<X≤x0+dx) = P(y0<Y≤y0+dy)                                (1.11.2) 

Gi¶ sö mËt ®é ph©n bè cña ®¹i l−îng Y lμ g(y), khi ®ã tõ c¸c ®å thÞ f(x) vμ g(y) (h×nh 

1.18 a vμ b) ta nhËn thÊy r»ng x¸c suÊt 

P(x0<X≤x0+dx) = Sx                                           (1.11.3) 

b»ng diÖn tÝch phÝa d−íi ®−êng cong y = f(x), cßn x¸c suÊt 

P(y0<Y≤y0+dy) = Sy                                               (1.11.4) 

lμ diÖn tÝch phÝa d−íi ®−êng cong x = g(y) 

Víi dx, dy ®ñ nhá ta cã: 

Sx = f(x)dx, Sy = g(y)dy,                                            (1.11.5) 

khi ®ã 

f(x)dx = g(y)dy                                                  (1.11.6) 

vμ do vËy:  
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g(y) = f(x)
dxdy /

1
 = f[ψ(y)].ψ’(y)                                   (1.11.7) 

V× f(x) ≥0, g(y)≥0, nªn trong c«ng thøc nμy cÇn lÊy gi¸ trÞ tuyÖt ®èi )(yψ ′  

g(y) = f[ψ(y)]. )(yψ ′                                          (1.11.8) 

NÕu hμm y = ϕ(x) kh«ng ®¬n ®iÖu th× hμm ng−îc x=ψ(y) cã thÓ ®a trÞ, tøc lμ cã mét 

vμi nh¸nh:     x1 = ψ1(y), x2 =ψ2(y),..., xn =ψn(y). 

Khi ®ã tõ sù kiÖn: 

y0<Y≤y0+dy,                                                 (1.11.9) 

dÉn ®Õn mét trong c¸c kh¶ n¨ng xung kh¾c t−¬ng hç: 

x X x dxo o
1 1 1< < +  hoÆc x X x dxo o

2 2 2< < +  ... 

hoÆc 

x X x dxn
o

n
o

n< < +  (1.11.10) 

Khi ®ã theo ®Þnh lý céng x¸c suÊt ta cã: 

P(y0<Y≤y0+dy) = P( x X x dxo o
1 1 1< < + ) + P( x X x dxo o

2 2 2< < + ) +...+ 

+ P( x X x dxn
o

n
o

n< < + )                                        (1.11.11) 

hoÆc 

g(y)dy = f(x1)dx1 + f(x2)dx2 +...+ f(xn)dxn(1.11.12) 

Trong tr−êng hîp khi x=ψ(y) lμ hμm ®a trÞ, ta nhËn ®−îc c«ng thøc ®èi víi g(y): 

g(y) = f x
dx

dy
f x

dx

dy
f x

dx

dyn
n( ) ( ) ... ( )1

1
2

2+ + + ,                  (1.11.13) 

tøc lμ: 

g(y) = f[ψ1(y)]. ′ψ1( )y + f[ψ2(y)]. ′ψ 2 ( )y +...+ f[ψn(y)]. ′ψ n y( )          (1.11.14) 

C¸c vÝ dô: 

1. Gi¶ X vμ Y cã quan hÖ phô thuéc tuyÕn tÝnh: 

Y = aX +b                                                      (1.11.15) 

Trong tr−êng hîp nμy hμm ng−îc lμ ®¬n trÞ 

X = ψ(Y) = 
1

a
(Y−b)                                             (1.11.16) 

§¹o hμm hμm ng−îc b»ng: 

ψ’(y) = 
1

a
                                                       (1.11.17) 

Tõ ®ã, thÕ (1.11.16) vμ (1.11.17) vμo c«ng thøc (1.11.8) ®èi víi g(y) ta nhËn ®−îc  

g(y) = 
1

a
f

y b

a

−





                                               (1.11.18) 
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Nh− vËy, khi biÕn ®æi tuyÕn tÝnh ®¹i l−îng ngÉu nhiªn, ®−êng cong ph©n bè cña nã 

dÞch chuyÓn mét l−îng b vμ thay ®æi tû lÖ däc theo trôc to¹ ®é lμ a lÇn. 

Khi ®ã ta nhËn ®−îc quy luËt ph©n bè cña hμm tuyÕn tÝnh cña ®èi sè tu©n theo 

ph©n bè chuÈn (1.5.1) d−íi d¹ng 

g(y) = 
1

2

2

22

a
e

x

y b

a
mx

x
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−

− −
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[ ]
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π σ
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e

x

y am b

a
x

x

−
− +( )

            (1.11.19) 

§©y lμ quy luËt ph©n bè chuÈn víi c¸c tham sè 

σy = a σx, 

my = amx + b 

2. Gi¶ sö c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X vμ Y liªn hÖ víi nhau bëi sù phô thuéc bËc hai 

Y =X2. 

Trong tr−êng hîp nμy mçi mét gi¸ trÞ cña Y (Y lu«n d−¬ng) t−¬ng øng víi hai gi¸ trÞ 

cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X: 

X1 =ψ1(Y)= Y , X2=ψ2(Y)=− Y . 

Hμm ng−îc lμ hμm hai trÞ, cho nªn theo (1.11.14) ta cã: 

g(y) = f(x1). ′ψ1( )y + f(x2). ′ψ 2 ( )y                                (1.11.20) 

V×  

′ =ψ1
1

2
( )y

y
, ′ = −ψ 2

1

2
( )y

y
                               (1.11.21) 

nªn  

g(y) = 
( ) ( )[ ]1

2
0

0 0

y
f y f y khi y

khi y

+ − >

<







                           (1.11.22) 

§Æc biÖt, khi ®èi sè X tu©n theo luËt ph©n bè chuÈn (1.5.1), mËt ®é ph©n bè cña ®¹i 

l−îng ngÉu nhiªn Y sÏ cã d¹ng: 

g(y) = 

( ) ( )
1

2 2
0

0 0

2

2

2

22 2

π σ
σ σ

y
e e khi y

khi y

x

y m y mx

x

x

x

−
−

−
− −

+

















>

<













           (1.11.23) 

NÕu kú väng to¸n häc b»ng kh«ng, mx = 0 th×: 
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g(y) = 

1

2
0

0 0

2 2

π σ
σ

y
e khi y

khi y
x

y

x

−
>

<









                          (1.11.24) 

2) LuËt ph©n bè cña hμm hai ®èi sè ngÉu nhiªn 

Gi¶ sö cã hÖ hai ®¹i l−îng ngÉu nhiªn liªn tôc (X,Y) cã mËt ®é ph©n bè f(x,y). Vμ gi¶ 

sö ®¹i l−îng ngÉu nhiªn Z, liªn hÖ víi X vμ Y bëi mèi phô thuéc hμm 

Z = ϕ(X,Y). 

Yªu cÇu t×m quy luËt ph©n bè cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn Z. Ta x©y dùng ®å thÞ hμm 

z = ϕ(x,y). §©y lμ mét mÆt nμo ®ã trong kh«ng gian (h×nh 1.19). 

Ta x¸c ®Þnh hμm ph©n bè cña ®¹i l−îng Z 

G(z) = P(Z<z) = P[ϕ(X,Y)<z].                                   (1.11.25) 

BÊt ®¼ng thøc ϕ(X,Y)<z sÏ ®−îc tho¶ m·n víi mäi ®iÓm cña mÆt z=ϕ(x,y) n»m d−íi 

mÆt ph¼ng Q song song víi mÆt x0y, vμ c¸ch nã mét kho¶ng b»ng z. 

MÆt ph¼ng nμy c¾t mÆt z=ϕ(x,y) theo mét ®−êng cong L nμo ®ã. ChiÕu ®−êng cong L 

nμy lªn mÆt ph¼ng x0y, nã giíi h¹n mét miÒn D nμo ®ã. 

 

H×nh 1.19 

X¸c suÊt ®Ó cho ϕ(X,Y)<z b»ng x¸c suÊt r¬i cña ®iÓm (X,Y) vμo trong miÒn D trªn 

mÆt ph¼ng x0y ®−îc x¸c ®Þnh bëi bÊt ®¼ng thøc ϕ(x,y)<z. X¸c suÊt nμy ®−îc biÓu diÔn bëi 

tÝch ph©n hai líp theo miÒn D. 

f x y dxdy
D

( , )
( )
  

Nh− vËy, hμm ph©n bè cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn Z cã d¹ng: 

G(z) = f x y dxdy
x y z

( , )
( ( , ) )ϕ <
                                        (1.11.26) 

§Ó nhËn ®−îc mËt ®é ph©n bè g(z) cÇn t×m ®¹o hμm cña hμm (1.11.26) theo z 

g(z) = G’(z)                                                   (1.11.27) 

Râ rμng, miÒn ph©n tÝch [ϕ(x,y)<z] cã thÓ lμ miÒn ®a liªn thuéc mÆt ph¼ng x0y, 

trong ®ã bÊt ®¼ng thøc ϕ(x,y)<z ®−îc thùc hiÖn. 

VÝ dô: XÐt hμm ph©n bè cña modul vect¬ ph©n bè chuÈn hai chiÒu mμ h×nh chiÕu 
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cña nã lªn c¸c trôc to¹ ®é X vμ Y lμ c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ®éc lËp cã kú väng to¸n häc 

b»ng mx vμ my, vμ ph−¬ng sai ®Òu b»ng σx. 

§¹i l−îng ngÉu nhiªn cÇn t×m Z sÏ liªn hÖ víi c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X vμ Y bëi 

mèi phô thuéc hμm: 

Z = X Y2 2+                                            (1.11.28) 

§¹i l−îng ngÉu nhiªn Z kh«ng ©m, v× vËy mËt ®é ph©n bè cña nã sÏ b»ng kh«ng khi 

z<0. 

V× X vμ Y lμ c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ®éc lËp cã ph©n bè chuÈn nªn mËt ®é ph©n bè 

chung f(x,y) cã d¹ng (1.11.14). 

Theo (1.11.26) ta nhËn ®−îc hμm ph©n bè cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn Z d−íi d¹ng:  

G(z) = 
( ) ( )1

2 2

1

2 2
2 2

2 2 πσ
σe dxdy

x m y m

x y z

x y− − + −





+ <


( )

              (1.11.29) 

MiÒn tÝch ph©n lμ miÒn trong h×nh trßn t©m ë gèc to¹ ®é vμ b¸n kÝnh b»ng z. 

Ta chuyÓn tÝch ph©n hai líp vÒ to¹ ®é cùc b»ng c¸ch sö dông c¸c c«ng thøc  

x = ρcosϕ, y = ρsinϕ, dxdy = ρdρdϕ                            (1.11.30) 

Khi ®ã ta nhËn ®−îc: 

G(z) = 
( ) ( )[ ]

 
−+−−π ϕϕ

σ ϕρρ
πσ

2

0 0

sincos
2

1

2

22
2

2

1 z mzmz

dde
yx

                    (1.11.31) 

LÊy vi ph©n biÓu thøc nμy theo z ta nhËn ®−îc mËt ®é ph©n bè cña ®¹i l−îng ngÉu 

nhiªn Z. 

g(z) =

( ) ( )[ ]









<

>
−+−−

0khi0

0khi
2

1 2

0

sincos
2

1

2

22
2

z

zde
yx mzmzπ ϕϕ

σ ϕ
πσ                      (1.11.32) 

Ta h·y biÕn ®æi hμm d−íi dÊu tÝch ph©n: 

(zcosϕ−mx)
2 + (zsinϕ−my)

2 = z2−2z(mxcosϕ+mysinϕ)+
2
ym2

xm +          (1.11.33) 

Ký hiÖu: 

2
ym2

xm + =m2, 
m
xm

=cosθ, 
m

ym
=sinθ                             (1.11.34) 

khi ®ã  

θ = arctg
m

m
y

x

                                               (1.11.35) 

nh− vËy ta nhËn ®−îc 

(zcosϕ - mx)
2 + (zsinϕ - my)

2 =z2 +m2 -2zmcos(ϕ-θ)                  (1.11.36) 

ThÕ (1.11.36) vμo (1.11.32) ta nhËn ®−îc: 
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g(z) = 0khi
2

2

0

)cos(

2
2

22

22

>
−−+−

zdee
z

zmmz π
σ

θϕ
σ ϕ

πσ
                  (1.11.37) 

Lμm phÐp thay thÕ 

ϕ−θ = u                                                        (1.11.38) 

ta nhËn ®−îc 

g(z) = 0khi
2

2

0

cos
2

2

22

22

>
− −+−

zduee
z u

zmmz θπ
σσ

πσ
                   (1.11.39) 

TÝch ph©n trong c«ng thøc (1.11.39)  


− 






−θπ

σ

π

2

0

cos
2

2

1
due

u
izm

i

 

 lμ hμm Bessel lo¹i I bËc 0 ®èi sè ¶o 







2σ
imz

Jo  hoÆc hμm Bessel lo¹i II ®èi sè thùc 









2σ
mz

Io . 

Nh− vËy, ta cã 

g(z) =
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+−

0khi0

0khi
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z
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Ie
z

o

mz

σπσ
σ

                              (1.11.40) 

Hμm nhËn ®−îc gäi lμ hμm R¬le suy réng. C¸c ®Æc tr−ng sè cña nã, nh− kú väng 

to¸n häc vμ ph−¬ng sai, ®−îc x¸c ®Þnh ®−îc theo c¸c c«ng thøc: 

2

2

4
2

2
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πσ
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I
mm
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+=            (1.11.41) 

Dz = 2σ2 + m2 − mz
2

                                       (1.11.42) 

§èi víi tr−êng hîp kú väng to¸n häc b»ng 0, mx = my =0, biÓu thøc (1.11.29) ®−îc 

viÕt l¹i d−íi d¹ng  

G(z) = 
<+

+−

)(

2
2

22

2

22

2

1

zyx

yx

dxdye σ

πσ
 =  

−π
σ
ρ

ϕρρ
πσ

2

0 0

2
2

2

2

2

1 z

dde = 

= 1

2

22−
−

e
z

σ                                                        (1.11.43).  

Tõ ®ã, theo (1.11.27), ta nhËn ®−îc mËt ®é ph©n bè g(z) d−íi d¹ng: 

g(z) = 









<

>
−

0khi0

0khi
2

2

2
2

z

ze
z

z

σ

σ                                      (1.11.44) 

§©y lμ quy luËt ph©n bè R¬le ®· ®−îc xÐt ë môc 1.6. 
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1.12. Hμm ®Æc tr−ng 

Hμm ®Æc tr−ng g(t) cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X lμ kú väng to¸n häc cña ®¹i l−îng 

ngÉu nhiªn phøc eitX 

g(t) = M[eitX],                                                      (1.12.1) 

ë ®©y, 

i = − 1 . 

NÕu X lμ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn rêi r¹c th×  

g(t) = e pitx
k

k

n
k

=


1

                                               (1.12.2) 

NÕu X lμ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn liªn tôc th× 

g(t) = e f x dxitx ( )
−∞

+∞

                                                (1.12.3) 

C«ng thøc (1.12.3) biÕn ®æi hμm f(x) ®èi sè x thμnh hμm g(t) ®èi sè t, lμ phÐp biÕn 

®æi Fourier hμm f(x). 

Nh− vËy, hμm ®Æc tr−ng cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn liªn tôc lμ phÐp biÕn ®æi Fourier 

hμm mËt ®é ph©n bè cña nã. 

C¸c tÝnh chÊt cña hμm ®Æc tr−ng 

1. NÕu gx(t) lμ hμm ®Æc tr−ng cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X, th× hμm ®Æc tr−ng cña 

®¹i l−îng ngÉu nhiªn  

Y = aX(1.12.4) 

b»ng 

gy(t) = gx(at)                                                    (1.12.5) 

Thùc vËy,  

gy(t) = M[eitY] = M[ei(at)X] = gx(at)                                  (1.12.6) 

2. Hμm ®Æc tr−ng cña tæng c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ®éc lËp b»ng tÝch c¸c hμm ®Æc 

tr−ng cña tõng h¹ng tö. 

NÕu X1, X2 ... Xn lμ c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ®éc lËp cã c¸c hμm ®Æc tr−ng:  

g t g t g tx x xn1 2
( ), ( ),..., ( )                                        (1.12.7) 

vμ gi¶ sö 

X Xk
k

n
=

=


1

                                                  (1.12.8) 

Ta sÏ chøng minh r»ng: 

gx(t) = g tx
k

n

k
( )

=
∏

1

                                              (1.12.9) 

ThËt vËy, khi sö dông ®Þnh lý tÝch kú väng to¸n häc ®èi víi c¸c ®¹i l−îng ngÉu 

nhiªn ®éc lËp, ta nhËn ®−îc: 
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      (1.12.10) 

3. Gi¸ trÞ cña hμm ®Æc tr−ng b»ng ®¬n vÞ khi t=0: 

g(0) = f x dx( )
−∞

+∞

 = 1 . 

V× hμm ®Æc tr−ng g(t) cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn liªn tôc lμ biÕn ®æi ng−îc Fourier 

cña mËt ®é ph©n bè f(x) nªn, nh− ®· biÕt tõ lý thuyÕt biÕn ®æi Fourier, cã thÓ nhËn ®−îc 

mËt ®é ph©n bè f(x) nh− lμ biÕn ®æi Fourier trùc tiÕp hμm g(t) 

f(x) = 
1

2π
e g t dtitx−

−∞

+∞

 ( )  

Nh− vËy, khi biÕt mËt ®é ph©n bè f(x) ta cã thÓ x¸c ®Þnh duy nhÊt mét hμm ®Æc 

tr−ng, ng−îc l¹i, nÕu biÕt hμm ®Æc tr−ng, cã thÓ x¸c ®Þnh mét c¸ch duy nhÊt mËt ®é ph©n 

bè.  

Khi ®ã, trong nhiÒu tr−êng, sö dông hμm ®Æc tr−ng thuËn lîi h¬n so víi mËt ®é 

ph©n bè. 

Mèi liªn hÖ gi÷a hμm ®Æc tr−ng vμ m«men cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn 

Khi biÕt hμm ®Æc tr−ng g(t) dÔ dμng x¸c ®Þnh ®−îc c¸c m«men ph©n bè cña ®¹i 

l−îng ngÉu nhiªn. 

Ta h·y khai triÓn hμm eitX thμnh chuçi Macloren 

( )
e

it

k
XitX

k
k

k

=
=

∞


!0

                                            (1.12.11) 

§Æt (1.12.11) vμo (1.12.1) ta nhËn ®−îc chuçi: 

g(t) = 
( ) ( ) [ ]M
it

k
X

it

k
M X

k
k

k

k
k

k! !=

∞

=

∞
 












=
0 0

                          (1.12.12) 

Nh−ng M[XK] lμ m«men gèc bËc k (mK) cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X. 

Tõ ®ã ta nhËn ®−îc khai triÓn chuçi hμm ®Æc tr−ng  

g(t) = 
i m

k
t

k
k k

k !=

∞


0

                                           (1.12.13)  

Nh− vËy, cã thÓ t×m ®−îc tÊt c¶ c¸c m«men gèc cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn b»ng c¸ch 

khai triÓn hμm ®Æc tr−ng thμnh chuçi Macloren ®èi víi tham sè t. 

Ta biÓu diÔn hμm ®Æc tr−ng theo c«ng thøc khai triÓn tæng qu¸t thμnh chuçi 

Macloren: 
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g(t) = 
1

00k

d g t

dt
t

k

k
t

k

k !

( )

==

∞
                                   (1.12.14) 

Sã s¸nh (1.12.13) vμ (1.12.14) ta nhËn ®−îc biÓu thøc ®èi víi m«men cña ®¹i l−îng 

ngÉu nhiªn: 

m
i

d g t

dt
k k

k

k
t

=
=

1

0

( )
                                       (1.12.15) 

Mét c¸ch t−¬ng tù, cã thÓ biÓu diÔn c¸c m«men trung t©m cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn 

qua hμm ®Æc tr−ng. 

Khi biÓu diÔn ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X d−íi d¹ng: 

X = X m
o

x+                                                  (1.12.16) 

víi X
o

 lμ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn qui t©m, ta nhËn ®−îc: 

g(t) = [ ]M e M e M e e e M eitX
it X m

itm it X itm it X

o

x
x

o

x

o

=














= 







 = 









+





       (1.12.17) 

Khai triÓn eit X
o

 thμnh chuçi Macloren, ta ®−îc 

( ) ( ) ( )
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! ! !0 0 0

μ        (1.12.18)  

ThÕ (1.12.18) vμo (1.12.17) ta nhËn ®−îc  

g(t) e itmx−
= 

( )it

k

k

k
k !

μ
=

∞


0

                                    (1.12.19) 

Do ®ã, khi khai triÓn Macloren hμm g(t) e itmx−
 ta nhËn ®−îc tÊt c¶ c¸c m«men 

trung t©m cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn. 

Khai triÓn g(t) e itmx−
 theo c«ng thøc khai triÓn tæng qu¸t chuçi Macloren: 

g(t) e itmx−
= 

[ ]1

0
0k

d e g t

dt
t

k itm

k

t

k

k

n x

!

( )−

=
=
                       (1.12.20) 

So s¸nh (1.12.19) vμ (1.12.20), ta nhËn ®−îc: 

μk = 
[ ]1

0
i

d e g t

dtk

k itm

k

t

x−

=

( )
                               (1.12.21) 

VÝ dô: Nhê hμm ®Æc tr−ng ta sÏ t×m ®−îc c¸c m«men cña ph©n bè chuÈn. 

Gi¶ sö ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X tu©n theo quy luËt ph©n bè chuÈn (1.5.1). Ta sÏ t×m 
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hμm ®Æc tr−ng cña nã. 

g(t) =

( )
1
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    (1.12.22) 

Cã thÓ ®−a tÝch ph©n (1.12.22) vÒ tÝch ph©n ®· biÕt: 

A

BAC
CBxAx e

A
dxe

2

2 2
−−+∞

∞−

−+− =
π

                            (1.12.23) 

vμ ®−a vμo ký hiÖu 

A =
22

1

xσ
,    B  = 

2

2

2 x

xx mit

σ
σ +

,    C = 
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                             (1.12.24) 

Khi ®ã 

g(t) = 2
i

22
x

x
t

tm
e

σ
−

                                           (1.12.25) 

Theo (1.12.15), m«men gèc bËc nhÊt b»ng: 

m
i

dg t

dt

im

i
e m

t

x
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01= = =
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                               (1.12.26) 

Ta t×m c¸c m«men trung t©m cña ph©n bè: 

e itmx−
g(t) =e itmx− e
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                          (1.12.27) 

Khai triÓn hμm nμy thμnh chuçi Macloren, nhËn ®−îc: 

e itmx−
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Tõ ®ã cã: 

μ 2 1 0k− =                                                   (1.12.29) 

i

k
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k

k

k
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x
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k

2

2

2 2

2 2( )! !
μ σ=                                         (1.12.30) 

hay 

μ 2k = ( )!

!

2

2
2k

kk x
kσ , (k=1,2,...)                                  (1.12.31) 

§Æc biÖt 

μ σ2
2= x , μ σ4

43= x  

C¸c c«ng thøc nhËn ®−îc lμ c¸c c«ng thøc tÝnh trùc tiÕp m«men cña ph©n bè chuÈn 

ë môc 1.5. 

Tuy nhiªn ph−¬ng ph¸p sö dông hμm ®Æc tr−ng ®¬n gi¶n h¬n nhiÒu. 

Hμm ®Æc tr−ng cña vÐc t¬ ngÉu nhiªn 
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Hμm ®Æc tr−ng cña hÖ n ®¹i l−îng ngÉu nhiªn (X1, X2 ... Xn ) hoÆc vect¬ ngÉu nhiªn 

n chiÒu lμ hμm n tham sè t1, t2, tn, ®−îc x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc: 

g t t t n( , ,..., )1 2 = M e
i t Xk k
k

n

=
















1                                 (1.12.32) 

§èi víi hÖ c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn liªn tôc ®©y lμ phÐp biÕn ®æi Fourier n chiÒu 

cña mËt ®é ph©n bè f(x1,x2 .... xn) 

g t t t n( , ,..., )1 2 = ... ( , ,..., ) ...( ... )e f x x x dx dx dxi t x t x
n n

n n1 1
1 2 1 2

+ +

−∞

+∞

−∞

+∞

    (1.12.33) 

T−¬ng tù nh− tr−êng hîp mét chiÒu, mËt ®é ph©n bè f(x1,x2 .... xn) lμ biÕn ®æi 

Fourier n lÇn ®èi víi hμm ®Æc tr−ng g(t1, t2,. tn) 

),...,,( 21 nxxxf = 

( )
1

2
1 1

1 2 1 2
π n

i t x t x
n ne g t t t dt dt dtn n... ( , ,..., ) ...( ... )− + +

−∞

+∞

−∞

+∞

            (1.12.34) 

§èi víi hÖ c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ph©n bè chuÈn (X1, X2 ... Xn) cã mËt ®é ph©n bè 

(1.10.20), hμm ®Æc tr−ng g t t t n( , ,..., )1 2  ®−îc tÝnh theo c«ng thøc (1.12.33) cã d¹ng 

),...,,( 21 ntttg = 


==

+−
n

j
jj

n

kj
kjjk tmittR

e 11,
2

1

                                 (1.12.35) 

trong ®ã mj lμ kú väng to¸n häc cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn Xj, Rjk lμ m«men t−¬ng quan 

cña c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn Xj vμ Xk. 

NÕu c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X1, X2,..., Xn ®éc lËp víi nhau th× hμm ®Æc tr−ng n 

chiÒu cña chóng b»ng tÝch c¸c hμm ®Æc tr−ng cña tõng ®¹i l−îng ngÉu nhiªn trong ®ã. 

),...,,( 21 ntttg =∏
=

n

k
kx tg

k
1

)(                                       (1.12.36) 

Nhê hμm ®Æc tr−ng nhiÒu chiÒu cã thÓ x¸c ®Þnh ®−îc m«men hçn hîp cña ph©n bè 

cña hÖ c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn (vect¬ ngÉu nhiªn) theo c«ng thøc  
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Ch−¬ng 2: Hμm ngÉu nhiªn vμ c¸c ®Æc tr−ng cña chóng 

2.1. §Þnh nghÜa hμm ngÉu nhiªn 

§¹i l−îng ngÉu nhiªn lμ ®¹i l−îng mμ khi tiÕn hμnh mét lo¹t c¸c phÐp thö trong 

cïng nh÷ng ®iÒu kiÖn nh− nhau cã thÓ mçi lÇn nhËn ®−îc gi¸ trÞ nμy hay gi¸ trÞ kh¸c 

kh«ng biÕt tr−íc ®−îc cô thÓ. 

Gi¶ thiÕt r»ng, kÕt qu¶ thÝ nghiÖm kh«ng ph¶i lμ mét sè mμ lμ mét hμm nμo ®ã cña 

mét hay nhiÒu ®èi sè. Mét hμm mμ kÕt qu¶ cña mçi lÇn thÝ nghiÖm ®−îc tiÕn hμnh trong 

nh÷ng ®iÒu kiÖn nh− nhau, cã thÓ cã c¸c d¹ng kh¸c nhau, kh«ng biÕt tr−íc ®−îc cô thÓ, 

®−îc gäi lμ hμm ngÉu nhiªn. Khi ®ã hμm kh«ng ngÉu nhiªn thu ®−îc do kÕt qu¶ cña mçi 

thÝ nghiÖm ®−îc gäi lμ thÓ hiÖn cña hμm ngÉu nhiªn. Víi mçi lÇn lÆp l¹i thÝ nghiÖm ta 

nhËn ®−îc mét thÓ hiÖn míi. Nh− vËy cã thÓ xem hμm ngÉu nhiªn nh− lμ tËp tÊt c¶ c¸c 

thÓ hiÖn cña nã. C¸ch tiÕp cËn thèng kª nh− vËy rÊt thuËn lîi khi nghiªn cøu nhiÒu qu¸ 

tr×nh vËt lý, kü thuËt, sinh häc v.v... §Æc biÖt, kh¸i niÖm hμm ngÉu nhiªn ph¶n ¸nh rÊt 

tèt thùc chÊt cña c¸c qu¸ tr×nh khÝ t−îng thuû v¨n. 

TÝnh chÊt ®Æc tr−ng cña khÝ quyÓn lμ chuyÓn ®éng rèi nhiÔu lo¹n g©y nªn sù biÕn 

®éng m¹nh cña c¸c yÕu tè khÝ t−îng c¶ theo thêi gian lÉn kh«ng gian. C¸c xung rèi m¹nh 

x¶y ra c¶ trong c¸c qu¸ tr×nh qui m« lín còng nh− trong c¸c chuyÓn ®éng qui m« nhá. Sù 

tån t¹i cña rèi dÉn tíi chç nh÷ng ®iÒu kiÖn ban ®Çu kh«ng cßn quy ®Þnh mét c¸ch ®Çy ®ñ 

diÔn biÕn cña qu¸ tr×nh, do ®ã c¸c thÝ nghiÖm tiÕn hμnh trong cïng nh÷ng ®iÒu kiÖn bªn 

ngoμi nh− nhau sÏ dÉn ®Õn c¸c kÕt qu¶ kh¸c nhau. 

Gi¶ sö vμo cïng mét ngμy mét giê cña mçi n¨m trong mét kho¶ng thêi gian nμo ®ã 

ta ®o nhiÖt ®é kh«ng khÝ t¹i mét ®iÓm cho tr−íc trong khÝ quyÓn. Víi mçi lÇn ®o nh− vËy 

ta nhËn ®−îc nhiÖt ®é nh− lμ hμm cña thêi gian T(t). C¸c hμm nhËn ®−îc khi lÆp l¹i thÝ 

nghiÖm sÏ kh¸c nhau. Mçi hμm Ti(t) nhËn ®−îc ë thÝ nghiÖm i cã thÓ ®−îc xem nh− mét 

thÓ hiÖn riªng, cßn tËp tÊt c¶ c¸c hμm thu ®−îc cho chóng ta tËp hîp c¸c thÓ hiÖn quan 

tr¾c cña hμm ngÉu nhiªn. 

T−¬ng tù, c¸c yÕu tè khÝ t−îng kh¸c - ¸p suÊt, c¸c thμnh phÇn cña vect¬ vËn tèc giã, 

v.v... còng cã thÓ ®−îc xem nh− lμ c¸c hμm ngÉu nhiªn cña thêi gian vμ to¹ ®é kh«ng 

gian. 

Trªn h×nh 2.1 dÉn c¸c ®−êng cong phô thuéc vμo thêi gian cña thμnh phÇn vÜ h−íng 

vect¬ giã nhËn ®−îc theo c¸c sè liÖu quan tr¾c th¸m kh«ng. 

Tõng ®−êng cong trªn h×nh 2.1 lμ mét thÓ hiÖn cña hμm ngÉu nhiªn. NÕu cè ®Þnh 

thêi ®iÓm t=to vμ v¹ch mét ®−êng th¼ng vu«ng gãc víi trôc hoμnh, th× nã sÏ c¾t mçi thÓ 

hiÖn t¹i mét ®iÓm. C¸c ®iÓm giao lμ c¸c gi¸ trÞ cña mét ®¹i l−îng ngÉu nhiªn mμ ng−êi ta 

gäi lμ l¸t c¾t cña hμm ngÉu nhiªn øng víi gi¸ trÞ cña ®èi sè t=to. 

XuÊt ph¸t tõ ®ã cã thÓ ®−a ra mét ®Þnh nghÜa kh¸c vÒ hμm ngÉu nhiªn: Hμm ngÉu 

nhiªn cña ®èi sè t lμ hμm X(t) mμ gi¸ trÞ cña nã t¹i mçi trÞ sè cña ®èi sè t=to (mçi mét l¸t 

c¾t t−¬ng øng víi t=to) lμ mét ®¹i l−îng ngÉu nhiªn. 

Ta sÏ ký hiÖu hμm ngÉu nhiªn b»ng c¸c ch÷ c¸i lín kÌm theo ®èi sè X(t), 

Y(t)..., cßn c¸c thÓ hiÖn cña nã lμ c¸c ch÷ c¸i nhá x1(t), x2(t)... víi c¸c chØ sè nªu 

râ lÇn thÝ nghiÖm mμ thÓ hiÖn trªn nhËn ®−îc. L¸t c¾t cña hμm ngÉu nhiªn t¹i 

gi¸ trÞ ®èi sè to ®−îc ký hiÖu lμ X(to).  

U (m/s) 
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H×nh 2.1 

§èi sè t cã thÓ nhËn mét gi¸ trÞ thùc bÊt kú trong kho¶ng h÷u h¹n hoÆc v« h¹n ®· 

cho, hoÆc chØ lμ c¸c gi¸ trÞ rêi r¹c nhÊt ®Þnh. Trong tr−êng hîp thø nhÊt X(t) ®−îc gäi lμ 

qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn, cßn trong tr−êng hîp thø hai nã ®−îc gäi lμ d·y ngÉu nhiªn. 

ThuËt ng÷ hμm ngÉu nhiªn bao hμm c¶ hai kh¸i niÖm trªn. §èi sè cña hμm ngÉu 

nhiªn kh«ng nhÊt thiÕt ph¶i lμ thêi gian. Ch¼ng h¹n, cã thÓ xÐt nhiÖt ®é kh«ng khÝ nh− 

lμ hμm ngÉu nhiªn cña ®é cao. Hμm ngÉu nhiªn cã thÓ phô thuéc kh«ng chØ vμo mét biÕn 

mμ cã thÓ vμi biÕn. Hμm ngÉu nhiªn cña vμi ®èi sè gäi lμ tr−êng ngÉu nhiªn. 

VÝ dô, trong khÝ t−îng häc ng−êi ta xÐt tr−êng nhiÖt ®é, tr−êng giã, tr−êng ¸p suÊt, 

tøc lμ nhiÖt ®é, ¸p suÊt hay vect¬ giã ®−îc xem nh− lμ hμm ngÉu nhiªn cña 4 ®èi sè: 3 to¹ 

®é kh«ng gian vμ thêi gian. Khi ®ã tr−êng ngÉu nhiªn cã thÓ v« h−íng nh− trong c¸c 

tr−êng hîp tr−êng nhiÖt ®é vμ tr−êng ¸p suÊt hoÆc tr−êng vÐc t¬ nh− tr−êng giã, khi mμ 

mçi thÓ hiÖn cña nã lμ mét hμm vect¬. 

C¸c qu¸ tr×nh khÝ t−îng thuû v¨n lμ c¸c hμm cña ®èi sè liªn tôc, v× vËy chóng ta sÏ 

kh«ng ®Ò cËp ®Õn lý thuyÕt cña chuçi ngÉu nhiªn, mμ chØ xÐt c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn 

cña mét ®èi sè liªn tôc vμ c¸c tr−êng ngÉu nhiªn nh− lμ hμm ngÉu nhiªn cña mét vμi ®èi 

sè liªn tôc. Khi ®ã ta sÏ gäi qu¸ tr×nh mét chiÒu lμ hμm ngÉu nhiªn hay qu¸ tr×nh nhÉu 

nhiªn, kh«ng ph©n biÖt gi÷a c¸c thuËt ng÷ ®ã. 

2.2. C¸c qui luËt ph©n bè qu¸ tr×nh nhÉu nhiªn 

Nh− ta ®· thÊy tr−íc ®©y, ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ®−îc hoμn toμn x¸c ®Þnh nÕu biÕt 

hμm ph©n bè cña nã 

 F(x) = P(X<x)                                                     (2.2.1) 

HÖ c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ®−îc x¸c ®Þnh nÕu cho hμm ph©n bè cña nã  

 F(x1,x2...,xn) = P(X1<x1,X2<x2...,Xn<xn)                                  (2.2.2) 

Qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t) cã thÓ ®−îc xÐt nh− lμ tËp hîp tÊt c¶ c¸c l¸t c¾t cña nã 

mμ mçi mét l¸t c¾t lμ mét ®¹i l−îng ngÉu nhiªn. 

Khi cè ®Þnh c¸c gi¸ trÞ cña ®èi sè t1, t2,..., tn chóng ta nhËn ®−îc n l¸t c¾t cña qu¸ 

tr×nh nhÉu nhiªn. 

X1=X(t1), X2=X(t2),..., Xn=X(tn) 
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Khi ®ã, mét c¸ch gÇn ®óng, qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn cã thÓ ®−îc ®Æc tr−ng bëi hμm 

ph©n bè cña hÖ c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn nhËn ®−îc. 

 Fn(x1,x2,..,xn) = P(X1<x1,X2<x2,..,Xn<xn)                                (2.2.3) 

Râ rμng, hμm ph©n bè nμy sÏ ®Æc tr−ng cho qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn cμng ®Çy ®ñ h¬n, 

nÕu c¸c gi¸ trÞ cña ®èi sè ti cμng ph©n bè gÇn nhau, sè l¸t c¾t n cã ®−îc cμng lín. 

XuÊt ph¸t tõ ®ã, qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t) ®−îc coi nh− ®· cho tr−íc nÕu ®èi víi 

mçi gi¸ trÞ t, hμm ph©n bè cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X(t) ®· ®−îc x¸c ®Þnh 

 F1(x,t) = P[X(t)<x)],                                              (2.2.4) 

®èi víi mçi cÆp hai gi¸ trÞ t1 vμ t2 cña ®èi sè t, hμm ph©n bè cña hÖ c¸c ®¹i l−îng 

ngÉu nhiªn X1=X(t1), X2=X(t2) ®−îc x¸c ®Þnh 

 F2(x1,x2,t) = P(X1<x1, X2<x2),                                        (2.2.5) 

vμ nãi chung, víi mäi n gi¸ trÞ bÊt kú t1, t2,..., tn cña ®èi sè t, hμm ph©n bè n chiÒu 

cña hÖ c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X1=X(t1), X2=X(t2)..., Xn=X(tn) ®−îc x¸c ®Þnh 

 Fn(x1,x2,...,xn; t1,t2,...,tn) = P(X1<x1,X2<x2,...,Xn<xn).                     (2.2.6) 

Hμm F1(x;t) ®−îc gäi lμ hμm ph©n bè mét chiÒu cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn, nã ®Æc 

tr−ng cho qui luËt ph©n bè cña mçi mét l¸t c¾t cña nã, nh−ng kh«ng gi¶i ®¸p ®−îc vÊn ®Ò 

vÒ sù phô thuéc lÉn nhau gi÷a c¸c l¸t c¾t kh¸c nhau. 

Hμm F2(x1,x2;t1,t2) ®−îc gäi lμ hμm ph©n bè hai chiÒu cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn, nã 

còng kh«ng ph¶i lμ ®Æc tr−ng bao qu¸t cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn. 

§Ó ®Æc tr−ng ®Çy ®ñ qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn cÇn ph¶i cho tÊt c¶ c¸c hμm ph©n bè 

nhiÒu chiÒu. 

§èi víi c¸c hμm ngÉu nhiªn liªn tôc, mçi l¸t c¾t cña nã lμ mét ®¹i l−îng ngÉu nhiªn 

liªn tôc, cã thÓ sö dông qui luËt ph©n bè vi ph©n nhiÒu chiÒu ®Ó ®Æc tr−ng cho hμm ngÉu 

nhiªn. NÕu F1(x;t) cã ®¹o hμm riªng theo x 

 
∂

∂
F x t

x
1( ; )

= f1(x;t)                                              (2.2.7) 

th× nã ®−îc gäi lμ mËt ®é ph©n bè mét chiÒu hay qui luËt ph©n bè vi ph©n mét chiÒu cña 

hμm ngÉu nhiªn. 

Qui luËt ph©n bè vi ph©n mét chiÒu f1(x;t) lμ qui luËt ph©n bè vi ph©n cña ®¹i l−îng 

ngÉu nhiªn - l¸t c¾t cña hμm ngÉu nhiªn øng víi gi¸ trÞ t cho tr−íc. 

Qui luËt ph©n bè vi ph©n nhiÒu chiÒu cña hμm ngÉu nhiªn còng ®−îc x¸c ®Þnh mét 

c¸ch t−¬ng tù. 

NÕu tån t¹i ®¹o hμm riªng hçn hîp cña hμm ph©n bè n chiÒu  

 
∂

∂ ∂ ∂

n
n n n

n

F x x x t t t

x x x

( , ,..., ; , ,..., )

...
1 2 1 2

1 2

= f x x x t t tn n n( , ,..., ; , ,..., )1 2 1 2 ,        (2.2.8)  

th× nã ®−îc gäi lμ mËt ®é ph©n bè n chiÒu cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn. 

Hμm ph©n bè vμ mËt ®é ph©n bè cÇn tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®èi xøng, tøc lμ cÇn ph¶i 

nh− nhau víi mäi c¸ch chän c¸c gi¸ trÞ cña ®èi sè t1,...,tn.  

Víi mäi ho¸n vÞ i1, i2,...,in tõ c¸c sè 1, 2,..., n, c¸c hÖ thøc sau ®©y ph¶i ®−îc thùc 

hiÖn: 
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 F x x x t t tn i i i i i in n
( , ,..., ; , ,..., )

1 2 1 2
= F x x x t t tn n n( , ,..., ; , ,..., )1 2 1 2           (2.2.9)  

 f x x x t t tn i i i i i in n
( , ,..., ; , ,..., )

1 2 1 2
= f x x x t t tn n n( , ,..., ; , ,..., )1 2 1 2          (2.2.10) 

Nh− ®· chØ ra trong môc 1.7, tõ hμm ph©n bè vμ mËt ®é ph©n bè cña hÖ n ®¹i l−îng 

ngÉu nhiªn cã thÓ nhËn ®−îc hμm ph©n bè cña mäi hÖ con cña nã. V× vËy, nÕu ®· biÕt 

hμm ph©n bè hoÆc mËt ®é ph©n bè n chiÒu th× còng chÝnh lμ cho tr−íc tÊt c¶ c¸c hμm 

ph©n bè vμ mËt ®é ph©n bè bËc thÊp h¬n. 

§Æc tr−ng hμm ngÉu nhiªn b»ng viÖc cho tr−íc c¸c qui luËt ph©n bè nhiÒu chiÒu, 

phÇn lín trong øng dông thùc tiÔn, lμ kh«ng thÓ, do tÝnh phøc t¹p cña viÖc x¸c ®Þnh thùc 

nghiÖm c¸c qui luËt ph©n bè nhiÒu chiÒu, còng nh− do sù cång kÒnh, khã kh¨n khi sö 

dông ®Ó gi¶i c¸c bμi to¸n øng dông. 

V× vËy, thay cho c¸c qui luËt ph©n bè nhiÒu chiÒu, trong ®a sè tr−êng hîp ng−êi ta 

giíi h¹n b»ng c¸ch cho nh÷ng ®Æc tr−ng riªng cña c¸c qui luËt nμy, t−¬ng tù nh− trong lý 

thuyÕt ®¹i l−îng ngÉu nhiªn, thay cho qui luËt ph©n bè ng−êi ta sö dông c¸c ®Æc tr−ng sè 

cña chóng. 

2.3. C¸c ®Æc tr−ng cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn 

§Ó ®Æc tr−ng cho qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn, còng nh− c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn, ng−êi 

ta sö dông c¸c m«men ph©n bè. 

M«men bËc i1+i2+...+in cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn lμ kú väng to¸n häc cña tÝch c¸c 

luü thõa t−¬ng øng cña c¸c l¸t c¾t kh¸c nhau cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn 

 ),...,,( 21,...,, 21 niii tttm
n

= [ ] [ ] [ ]{ }ni
n

ii tXtXtXM )(...)()( 21

21                      (2.3.1) 

M«men bËc nhÊt: 

 m1(t) = M[X(t)] = mx(t)                                          (2.3.2) 

gäi lμ kú väng to¸n häc cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn. 

Kú väng to¸n häc cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn lμ mét hμm kh«ng ngÉu nhiªn mx(t), 

mμ gi¸ trÞ cña nã víi mçi t b»ng kú väng to¸n häc cña l¸t c¾t t−¬ng øng. 

Kú väng to¸n häc mx(t) hoμn toμn x¸c ®Þnh bëi quy luËt ph©n bè bËc nhÊt 

 m tx ( ) = xf x t dx1( ; )
−∞

+∞

                                            (2.3.3) 

M«men gèc bËc hai cã thÓ cã hai d¹ng: m«men bËc hai ®èi víi cïng mét l¸t c¾t cña 

qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn 

 m t2 0, ( ) = [ ]{ }M X t( ) 2
                                           (2.3.4) 

vμ m«men hçn hîp bËc hai ®èi víi hai l¸t c¾t kh¸c nhau 

 m t t1 1 1 2, ( , ) = [ ]M X t X t( ) ( )1 2                                    (2.3.5) 

M«men m2 0,  phô thuéc vμo mét gi¸ trÞ ®èi sè t, m«men hçn hîp m1 1,  phô thuéc 

vμo hai gi¸ trÞ t1 vμ t2 cña ®èi sè t. 
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Bªn c¹nh c¸c m«men gèc, ng−êi ta cßn xÐt c¸c m«men trung t©m cña qu¸ tr×nh 

ngÉu nhiªn. 

HiÖu gi÷a qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn vμ kú väng cña nã 

 X t
o

( ) = X(t) - mx(t)                                                (2.3.6) 

®−îc gäi lμ qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn qui t©m. 

M«men trung t©m cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t) lμ m«men gèc bËc t−¬ng øng cña 

qu¸ tr×nh nhÉu nhiªn qui t©m X t
o

( )  

M«men trung t©m bËc nhÊt b»ng kh«ng 

μ1(t) = M[ X t
o

( ) ] = M[X(t) − mx(t)] = mx(t) − mx(t) = 0. 

M«men trung t©m bËc hai cã d¹ng: 

 μ 2 0, ( )t = [ ]{ }M X t M X t m t
o

x( ) ( ) ( )





















= −

2
2

                      (2.3.7) 

μ1 1 1 2, ( , )t t = M X t X t
o o

( ) ( )1 2






=  

 = [ ][ ]{ }M X t m t X t m tx x( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2− −                           (2.3.8) 

M«men trung t©m μ 2 0, ( )t  lμ hμm cña ®èi sè t, víi mçi gi¸ trÞ t cè ®Þnh nã lμ 

ph−¬ng sai cña l¸t c¾t t−¬ng øng cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn. Hμm kh«ng ngÉu nhiªn nμy 

cña ®èi sè t  

 Dx(t) = [ ]{ }M X t m tx( ) ( )− 2
                                    (2.3.9) 

®−îc gäi lμ ph−¬ng sai cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn. 

M«men trung t©m ),( 211,1 ttμ  lμ hμm cña hai ®èi sè t1 vμ t2, víi mçi cÆp hai gi¸ trÞ t1 

vμ t2 ®ã lμ m«men quan hÖ hay m«men t−¬ng quan gi÷a c¸c l¸t c¾t t−¬ng øng cña qu¸ 

tr×nh ngÉu nhiªn. 

Hμm kh«ng ngÉu nhiªn cña hai ®èi sè t1 vμ t2 

 ),( 21 ttRx = [ ][ ]{ })()()()( 2211 tmtXtmtXM xx −−                           (2.3.10) 

®−îc gäi lμ hμm t−¬ng quan cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t). 

Râ rμng, khi t1=t2=t th× Rx(t,t) = Dx(t), tøc lμ víi c¸c gi¸ trÞ cña ®èi sè nh− nhau th× 

hμm t−¬ng quan trë thμnh ph−¬ng sai. 

Khi sö dông qui luËt ph©n bè vi ph©n hai chiÒu cña hμm ngÉu nhiªn, cã thÓ viÕt l¹i 

hμm t−¬ng quan ),( 21 ttRx : 

 ),( 21 ttRx = [ ][ ] 
+∞

∞−

+∞

∞−

−− 21212122211 ),;,()()( dxdxttxxftmxtmx xx                    (2.3.11) 

Tõ ®Þnh nghÜa hμm t−¬ng quan ),( 21 ttRx  thÊy r»ng, nã ®èi xøng ®èi víi c¸c ®èi sè 
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 ),( 21 ttRx = ),( 12 ttRx                                               (2.3.12) 

Thay cho hμm t−¬ng quan, cã thÓ sö dông hμm t−¬ng quan chuÈn ho¸ ),( 21 ttrx  ®−îc 

x¸c ®Þnh d−íi d¹ng  

 ),( 21 ttrx =
)()(

),(

21

21

tt

ttR

xx

x

σσ
,                                           (2.3.13) 

trong ®ã σx(t) = )(tDx  ®−îc gäi lμ ®é lÖch b×nh ph−¬ng trung b×nh cña hμm ngÉu nhiªn. 

Víi mçi cÆp gi¸ trÞ t1 vμ t2, hμm t−¬ng quan chuÈn ho¸ ),( 21 ttrx  lμ hÖ sè t−¬ng quan 

cña hai l¸t c¾t t−¬ng øng cña hμm ngÉu nhiªn. 

ViÖc cho m«men bËc nhÊt vμ bËc hai, tøc lμ kú väng to¸n häc vμ hμm t−¬ng quan 

cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn, mμ kh«ng cho c¸c ®Æc tr−ng ®Çy ®ñ cña nã, còng ®· x¸c ®Þnh 

®−îc hμng lo¹t tÝnh chÊt cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn. 

T¹i mçi gi¸ trÞ cè ®Þnh cña ®èi sè t, kú väng to¸n häc mx(t) x¸c ®Þnh t©m ph©n bè 

cña mçi l¸t c¾t cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn. 

Hμm t−¬ng quan ),( 21 ttRx , trë thμnh ph−¬ng sai khi c¸c gi¸ trÞ cña ®èi sè nh− nhau 

t1=t2=t, ®Æc tr−ng cho tÝnh t¶n m¸t cña c¸c gi¸ trÞ ngÉu nhiªn cña l¸t c¾t ®· cho xung 

quanh t©m ph©n phèi. 

Víi c¸c gi¸ trÞ t1 vμ t2 kh¸c nhau, hμm t−¬ng quan ®Æc tr−ng cho møc ®é phô thuéc 

tuyÕn tÝnh gi÷a mçi cÆp c¸c l¸t c¾t cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn. 

Khi gi¶i quyÕt nhiÒu bμi to¸n øng dông, chØ cÇn biÕt hai m«men nμy - kú väng to¸n 

häc vμ hμm t−¬ng quan cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn, lμ ®ñ. 

PhÇn lý thuyÕt hμm ngÉu nhiªn dùa trªn c¸c ®Æc tr−ng nμy cã tªn gäi lμ lý thuyÕt 

t−¬ng quan cña hμm ngÉu nhiªn. 

§èi víi c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn ph©n bè chuÈn th−êng gÆp trong thùc tÕ, kú väng 

to¸n häc vμ hμm t−¬ng quan lμ c¸c ®Æc tr−ng bao qu¸t cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn. 

Qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn ®−îc gäi lμ cã ph©n bè chuÈn nÕu mäi hÖ c¸c l¸t c¾t X(t1), 

X(t2),..., X(tn) cña nã ®Òu tu©n theo quy luËt ph©n bè chuÈn cña hÖ c¸c ®¹i l−îng ngÉu 

nhiªn. 

MËt ®é ph©n bè cña hÖ c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ph©n bè chuÈn ®−îc x¸c ®Þnh duy 

nhÊt bëi c¸c kú väng to¸n häc vμ ma trËn t−¬ng quan cña hÖ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn (xem 

môc 1.10). 

V× kú väng to¸n häc cña c¸c l¸t c¾t cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn lμ trÞ sè cña kú väng 

to¸n häc mx(t) t¹i c¸c gi¸ trÞ cè ®Þnh cña ®èi sè t, cßn c¸c phÇn tö cña ma trËn t−¬ng quan 

lμ gi¸ trÞ hμm t−¬ng quan ),( 21 ttRx  khi cè ®Þnh cÆp hai ®èi sè cña nã, do ®ã kú väng to¸n 

häc vμ hμm t−¬ng quan cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn hoμn toμn x¸c ®Þnh mäi mËt ®é ph©n 

bè n chiÒu cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn ph©n bè chuÈn. 

Ngμy nay, lý thuyÕt hμm ngÉu nhiªn ®−îc x©y dùng kh¸ ®Çy ®ñ vμ nhê nã ®· cã thÓ 

gi¶i quyÕt hμng lo¹t bμi to¸n øng dông quan träng. Lý thuyÕt t−¬ng quan cho phÐp x¸c 

®Þnh cÊu tróc thèng kª cña c¸c qu¸ tr×nh vμ c¸c tr−êng khÝ t−îng, thuû v¨n, gi¶i quyÕt 

c¸c bμi to¸n dù b¸o nh÷ng qu¸ tr×nh nμy vμ nhiÒu bμi to¸n kh¸c. 
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Trong thèng kª to¸n häc, khi x¸c ®Þnh kú väng to¸n häc vμ c¸c m«men t−¬ng quan 

cña c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn theo sè liÖu thùc nghiÖm, theo ®Þnh luËt sè lín, thay cho 

c¸c gi¸ trÞ cña chóng lμ trung b×nh theo mäi gi¸ trÞ cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn 

 mx = M[X] = 
=

n

i
ix

n 1

1
                                                (2.3.14)  

 [ ] 
=

−−
−

=−−=
n

i
yixiyxxy mymx

n
mYmXMR

1

))((
1

1
))(( ,               (2.3.15) 

ë ®©y, n lμ sè trÞ sè cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn. 

ViÖc lÊy trung b×nh t−¬ng tù theo tËp hîp tÊt c¶ c¸c thÓ hiÖn ®−îc tiÕn hμnh khi x¸c 

®Þnh kú väng to¸n häc vμ hμm t−¬ng quan cña hμm ngÉu nhiªn: 

 mx(t) = 
=

n

i
i tx

n 1

)(
1

                                                 (2.3.16),  

 [ ][ ]
=

−−
−

=
n

i
xixix tmtxtmtx

n
ttR

1
221121 )()()()(

1

1
),(                          (2.3.17) 

trong ®ã, n lμ sè l−îng c¸c thÓ hiÖn.  

Tõ ®ã, ®Ó x¸c ®Þnh c¸c ®Æc tr−ng cña hμm ngÉu nhiªn, thay cho to¸n tö lÊy kú väng 

to¸n häc, trong c¸c tμi liÖu th−êng sö dông to¸n tö trung b×nh ho¸ mμ nã ®−îc ký hiÖu 

bëi 

 mx(t) = )(tX                                                  (2.3.18) 

 [ ][ ])()()()(),( 221121 tXtXtXtXttRx −−=                                (2.3.19) 

ë ®©y, ®−êng g¹ch ngang phÝa trªn mçi ®¹i l−îng lμ ký hiÖu lÊy trung b×nh ®¹i l−îng nμy 

theo tËp hîp tÊt c¶ c¸c thÓ hiÖn cña hμm ngÉu nhiªn. 

Ta h·y xÐt xem c¸c ®Æc tr−ng cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn thay ®æi nh− thÕ nμo khi 

thªm vμo nã mét hμm kh«ng ngÉu nhiªn. 

Gi¶ sö 

 Y(t) = X(t) + ϕ(t)                                                (2.3.20) 

trong ®ã ϕ(t) lμ hμm kh«ng ngÉu nhiªn. 

Theo ®Þnh lý céng kú väng to¸n häc: 

 my(t) = mx(t) + ϕ(t)                                              (2.3.21) 

Ta h·y x¸c ®Þnh hμm t−¬ng quan cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn Y(t) 

[ ][ ]{ })()()()(),( 221121 tmtYtmtYMttR yyy −−= = 

= [ ][ ]{ })()()()()()()()( 22221111 ttmttXttmttXM yy ϕϕϕϕ −−+−−+ = 

 = [ ][ ]{ } ),()()()()( 212211 ttRtmtXtmtXM xyy =−−                            (2.3.21) 

tøc lμ, râ rμng, khi thªm vμo mét h¹ng tö kh«ng ngÉu nhiªn, hμm t−¬ng quan cña qu¸ 

tr×nh ngÉu nhiªn kh«ng thay ®æi. 

Sö dông tÝnh chÊt nμy, th«ng th−êng, thay cho chÝnh qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn ng−êi ta 

xÐt qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn qui t©m. 
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Khi nghiªn cøu c¸c qu¸ tr×nh khÝ t−îng thuû v¨n, kú väng to¸n häc nhËn ®−îc b»ng 

c¸ch trung b×nh ho¸ theo mäi thÓ hiÖn cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn, lμ chuÈn khÝ hËu cña 

qu¸ tr×nh ®· cho. §ã cã thÓ lμ chuÈn trung b×nh ngμy, th¸ng hoÆc nhiÒu n¨m, v.v., phô 

thuéc vμo tÝnh chÊt cña qu¸ tr×nh nghiªn cøu. Sù thay ®æi cña qu¸ tr×nh ®−îc ®Æc tr−ng 

bëi ®é lÖch cña thÓ hiÖn cña qu¸ tr×nh so víi chuÈn vμ gäi lμ dÞ th−êng. 

§iÒu quan t©m lín nhÊt khi nghiªn cøu thèng kª c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn lμ ®Æc 

tr−ng cña c¸c dÞ th−êng nμy. Ch¼ng h¹n, trong dù b¸o ta quan t©m ®Õn ®é lÖch cña yÕu 

tè cÇn xÐt so víi chuÈn, tøc lμ yÕu tè ®ã sÏ lín h¬n hay nhá h¬n chuÈn khÝ hËu. 

Tõ ®ã, th«ng th−êng ng−êi ta xÐt c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn qui t©m víi kú väng 

to¸n häc b»ng 0. Khi ®ã hμm t−¬ng quan cña qu¸ tr×nh qui t©m trïng víi hμm t−¬ng 

quan cña qu¸ tr×nh ban ®Çu. 

2.4. HÖ c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn. Hμm t−¬ng quan quan hÖ 

Th«ng th−êng ta xÐt ®ång thêi mét vμi qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn. Khi ®ã ngoμi c¸c ®Æc 

tr−ng cña mçi qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn, chñ yÕu lμ x¸c lËp mèi quan hÖ gi÷a c¸c qu¸ tr×nh 

kh¸c nhau. 

Ch¼ng h¹n, khi nghiªn cøu c¸c hiÖn t−îng thêi tiÕt ®ßi hái ph¶i xÐt ®ång thêi mét 

lo¹t c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn, nh− sù thay ®æi cña nhiÖt ®é kh«ng khÝ, ¸p suÊt, ®é Èm, 

v.v... 

T−¬ng tù nh− hÖ c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn, cã thÓ xÐt hÖ n qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn 

nh− lμ vect¬ ngÉu nhiªn n chiÒu phô thuéc vμo ®èi sè t, mμ mçi mét qu¸ tr×nh ngÉu 

nhiªn ®−îc xem lμ h×nh chiÕu cña vect¬ nμy trªn trôc to¹ ®é ®· cho. 

Do sù cång kÒnh vμ kh«ng cã kh¶ n¨ng øng dông thùc tÕ nªn c¸c qui luËt ph©n bè 

nhiÒu chiÒu cña hÖ c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn sÏ kh«ng ®−îc m« t¶, chóng ta sÏ giíi h¹n ë 

hai m«men ®Çu tiªn mμ chóng ®−îc sö dông trong lý thuyÕt t−¬ng quan. M«men gèc bËc 

nhÊt trïng víi kú väng to¸n häc c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn t−¬ng øng. 

M«men trung t©m bËc hai cã thÓ cã hai d¹ng. D¹ng thø nhÊt, cã thÓ xÐt m«men 

trung t©m bËc hai ®èi víi hai l¸t c¾t cña cïng mét qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn, nã sÏ lμ hμm 

t−¬ng quan cña mçi qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn cña hÖ. 

D¹ng thø hai, cã thÓ xÐt m«men trung t©m bËc hai ®èi víi mét l¸t c¾t t−¬ng øng víi 

gi¸ trÞ ®èi sè t1 cña mét qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn cña hÖ, cßn l¸t c¾t cña qu¸ tr×nh thø hai 

t−¬ng øng víi gi¸ trÞ ®èi sè t2.  

M«men trung t©m nμy ®−îc gäi lμ hμm t−¬ng quan quan hÖ gi÷a hai qu¸ tr×nh 

ngÉu nhiªn ®· cho. Ng−êi ta còng cßn dïng tªn kh¸c, lμ hμm t−¬ng quan lÉn nhau. 

XÐt hÖ hai qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t) vμ Y(t). Trong lý thuyÕt t−¬ng quan c¸c ®Æc 

tr−ng cña nã sÏ lμ: Kú väng to¸n häc mx(t) vμ my(t), hμm t−¬ng quan Rx(t1,t2) vμ Ry(t1,t2), 

vμ hμm t−¬ng quan quan hÖ 

 Rxy(t1,t2) = [ ][ ]{ }M X t m t Y t m tx y( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2− −                   (2.4.1) 

Hμm t−¬ng quan quan hÖ (2.4.1) ®Æc tr−ng cho møc ®é phô thuéc tuyÕn tÝnh gi÷a 

c¸c l¸t c¾t X(t1) vμ Y(t2). Khi t1=t2 hμm t−¬ng quan quan hÖ sÏ ®Æc tr−ng cho møc ®é phô 

thuéc tuyÕn tÝnh cña c¸c l¸t c¾t t−¬ng øng víi cïng mét gi¸ trÞ ®èi sè cña c¸c qu¸ tr×nh 

ngÉu nhiªn X(t) vμ Y(t). 
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Hμm t−¬ng quan cña mçi qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn ®Æc tr−ng cho møc ®é quan hÖ gi÷a 

c¸c l¸t c¾t cña cïng mét qu¸ tr×nh, ®«i khi cßn ®−îc gäi lμ hμm tù t−îng quan. 

Hμm t−¬ng quan quan hÖ Rxy(t1,t2) kh«ng ®èi xøng ®èi víi c¸c ®èi sè cña chóng, tuy 

nhiªn nã cã tÝnh chÊt lμ kh«ng thay ®æi khi chuyÓn vÞ ®ång thêi c¶ ®èi sè vμ chØ sè. 

 Thùc vËy, tõ (2.4.1) râ rμng: 

 Rxy(t1,t2) = Ryx(t2,t1)                                                (2.4.2) 

DÔ rμng chøng minh ®−îc r»ng hμm t−¬ng quan quan hÖ kh«ng thay ®æi khi thªm 

vμo mçi hμm ngÉu nhiªn c¸c h¹ng tö kh«ng ngÉu nhiªn, cho nªn cã thÓ tÝnh nã khi sö 

dông hμm ngÉu nhiªn qui t©m. 

Khi cè ®Þnh c¸c gi¸ trÞ ®èi sè t1 vμ t2 th× Rxy(t1,t2) lμ m«men quan hÖ gi÷a hai ®¹i 

l−îng ngÉu nhiªn X(t1) vμ Y(t2), v× vËy 

 )()(),( 2121 ttttR yxxy σσ≤                                             (2.4.3) 

Thay cho hμm t−¬ng quan quan hÖ ta xÐt ®¹i l−îng v« thø nguyªn, gäi lμ hμm 

t−¬ng quan quan hÖ chuÈn ho¸.  

 ),( 21 ttrxy = 
)()(

),(

21

21

tt

ttR

yx

xy

σσ
                                          (2.4.4) 

Theo (2.4.3)  

 1),( 21 ≤ttrxy                                                   (2.4.5) 

Khi cè ®Þnh c¸c gi¸ trÞ t1 vμ t2 hμm t−¬ng quan quan hÖ chuÈn ho¸ ),( 21 ttrxy  lμ hÖ sè 

t−¬ng quan cña c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X(t1) vμ Y(t2). 

NÕu hμm t−¬ng quan quan hÖ ®ång nhÊt b»ng kh«ng th× c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn 

®−îc gäi lμ kh«ng liªn hÖ hay kh«ng t−¬ng quan. 

Còng nh− ®èi víi ®¹i l−îng ngÉu nhiªn, ®iÒu kiÖn kh«ng t−¬ng quan lμ ®iÒu kiÖn 

cÇn nh−ng kh«ng ph¶i lμ ®iÒu kiÖn ®ñ ®Ó c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn ®éc lËp. Nã chØ ®Æc 

tr−ng cho sù kh«ng phô thuéc tuyÕn tÝnh gi÷a chóng. 

NÕu cã hÖ n qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X1(t), X2(t),..., Xn(t) th×, ®Ó ®Æc tr−ng cho hÖ nμy, 

trong lý thuyÕt t−¬ng quan cÇn ph¶i cho n kú väng to¸n häc )(tm
ix , n hμm t−¬ng quan 

),( 21 ttR
ix  vμ 

2

)1( −nn
 hμm t−¬ng quan quan hÖ ),( 21 ttR

ji xx . Do (2.4.2), chØ cÇn cho c¸c hμm 

t−¬ng quan quan hÖ ®èi víi c¸c cÆp chØ sè xi, xj, víi i<j lμ ®ñ, v× 

 ),( 21 ttR
ji xx = ),( 12 ttR

ij xx                                              (2.4.6) 

XÐt tr−êng hîp khi qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn Z(t) lμ tæng cña hai qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn 

kh¸c X(t) vμ Y(t), 

 Z(t) = X(t) + Y(t)                                                  (2.4.7) 

Ta t×m kú väng vμ hμm t−¬ng quan cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn Z(t). 

Víi mçi gi¸ trÞ t cè ®Þnh, theo tÝnh chÊt kú väng cña tæng c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn, 

ta nhËn ®−îc 

 mz(t) = mx(t) + my(t)                                               (2.4.8) 

TÝnh hμm t−¬ng quan Rz(t1,t2) 
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),( 21 ttRz =
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 = ),( 21 ttRx + ),( 21 ttRy + ),( 21 ttRxy + ),( 21 ttRyx                             (2.4.10) 

Nh− vËy, ®Ó x¸c ®Þnh kú väng to¸n häc cña tæng hai qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn cÇn biÕt 

kú väng to¸n häc cña c¶ hai qu¸ tr×nh. 

§Ó x¸c ®Þnh hμm t−¬ng quan cña tæng hai qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn cÇn biÕt hμm 

t−¬ng quan cña mçi qu¸ tr×nh thμnh phÇn vμ hμm t−¬ng quan quan hÖ cña c¸c qu¸ tr×nh 

®ã. Trong tr−êng hîp khi c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t) vμ Y(t) kh«ng liªn hÖ, 

),( 21 ttRxy =0, ),( 21 ttRyx =0 th× (2.4.10) cã d¹ng 

 ),( 21 ttRz = ),( 21 ttRx + ),( 21 ttRy                                         (2.4.11) 

C¸c c«ng thøc nμy cã thÓ ®−îc tæng qu¸t ho¸ cho tr−êng hîp tæng cña n h¹ng tö 

 Z(t) = 
=

n

i
i tX

1

)(                                                      (2.4.12) 

khi ®ã 

 )(tmz =
=

n

i
x tm

i
1

)(                                                     (2.4.13) 

 ),( 21 ttRz =
=

n

i
x ttR

i
1

21 ),( +
<

n

ji
xx ttR

ji
),( 21                                    (2.4.14) 

Trong tr−êng hîp tÊt c¶ c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn ®«i mét kh«ng liªn hÖ ta cã 

 ),( 21 ttRz =
=

n

i
x ttR

i
1

21 ),( .                                              (2.4.15) 

Khi céng hμm ngÉu nhiªn X(t) víi ®¹i l−îng ngÉu nhiªn Y, ta cã thÓ xÐt ®¹i l−îng 

ngÉu nhiªn nμy nh− lμ hμm ngÉu nhiªn kh«ng thay ®æi theo ®èi sè t. 

Trong tr−êng hîp nμy my(t) = my, cßn ),( 21 ttRy = ),( ttRy =Dy. Khi ®ã c«ng thøc (2.4.8) 

®−îc viÕt l¹i d−íi d¹ng 

 mz(t) = mx(t) + my.                                            (2.4.16) 

Khi hμm ngÉu nhiªn X(t) kh«ng liªn hÖ víi ®¹i l−îng ngÉu nhiªn Y, c«ng thøc 

(2.4.10) ®−îc viÕt l¹i d−íi d¹ng 

 ),( 21 ttRz = ),( 21 ttRx + Dy,                                        (2.4.17) 
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2.5. Qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng 

C¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn mμ nh÷ng tÝnh chÊt thèng kª cña chóng, trªn thùc tÕ, 

kh«ng thay ®æi theo ®èi sè lμ nh÷ng qu¸ tr×nh ®¬n gi¶n nhÊt cho viÖc nghiªn cøu vμ m« 

t¶ thèng kª. C¸c qu¸ tr×nh nh− vËy ®−îc gäi lμ dõng. 

ThuËt ng÷ dõng xuÊt hiÖn khi nghiªn cøu c¸c hμm ngÉu nhiªn thêi gian vμ ®Æc 

tr−ng cho c¸c tÝnh chÊt cña chóng kh«ng thay ®æi theo thêi gian. §èi víi c¸c qu¸ tr×nh 

ngÉu nhiªn mμ ®èi sè cña chóng kh«ng ph¶i thêi gian mμ lμ biÕn kh¸c, ch¼ng h¹n, 

kho¶ng c¸ch, thuËt ng÷ ®ång nhÊt lμ tù nhiªn h¬n. Tuy nhiªn, thuËt ng÷ dõng ®−îc thõa 

nhËn ®èi víi hμm ngÉu nhiªn mét biÕn kh«ng phô thuéc vμo tÝnh chÊt cña biÕn nμy. 

ThuËt ng÷ ®ång nhÊt ®−îc ¸p dông cho tr−êng ngÉu nhiªn, khi ®Æc tr−ng cho tÝnh 

chÊt ®ång nhÊt cña chóng trong kh«ng gian, cßn tÝnh dõng cña tr−êng ®−îc hiÓu lμ c¸c 

tÝnh chÊt thèng kª cña nã kh«ng thay ®æi theo thêi gian. Ta sÏ ®Þnh nghÜa chÝnh x¸c h¬n 

kh¸i niÖm dõng. 

Qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t) ®−îc gäi lμ dõng nÕu tÊt c¶ c¸c qui luËt ph©n bè h÷u h¹n 

chiÒu cña nã kh«ng thay ®æi khi thªm vμo mäi gi¸ trÞ cña ®èi sè víi cïng mét sè, tøc lμ 

nÕu tÊt c¶ chóng chØ phô thuéc vμo sù s¾p xÕp c¸c gi¸ trÞ cña ®èi sè víi nhau mμ kh«ng 

phô thuéc vμo chÝnh c¸c gi¸ trÞ nμy. 

Nh− vËy, qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t) lμ dõng nÕu víi mäi n vμ mäi to, ®¼ng thøc sau 

®©y ®−îc thùc hiÖn 

),...,,;,...,,( 2121 nnn tttxxxf = ),...,,;,...,,( 2121 onoonn ttttttxxxf +++              (2.5.1) 

Do ®ã, mËt ®é ph©n bè lμ bÊt biÕn ®èi víi phÐp dÞch chuyÓn gèc tÝnh cña ®èi sè t. 

Cô thÓ, ®èi víi mËt ®é ph©n bè mét chiÒu f1(x;t) cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng, khi 

®Æt to=−t ta nhËn ®−îc 

 f1(x;t) = f1(x;t−t) = f1(x;0) = f1(x)                                  (2.5.2) 

tøc lμ mËt ®é ph©n bè mét chiÒu kh«ng phô thuéc vμo t, nã nh− nhau ®èi víi mäi 

l¸t c¾t cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn. 

Khi to=−t1 mËt ®é ph©n bè hai chiÒu ®−îc ®−a vÒ d−íi d¹ng 

f2(x1,x2;t1,t2) = f2(x1,x2;0,t2−t1) = f2(x1,x2;t2−t1) = f2(x1,x2;τ),  (2.5.3) 

tøc lμ mËt ®é ph©n bè hai chiÒu phô thuéc vμo kh«ng ph¶i c¶ hai ®èi sè t1, t2 mμ chØ 

phô thuéc vμo mét ®èi sè lμ hiÖu cña chóng τ = t2−t1. Tõ ®ã, theo (2.5.2), ®èi víi qu¸ tr×nh 

ngÉu nhiªn dõng ta nhËn ®−îc 

 )(tmx = 
+∞

∞−

dxxxf )(1  = mx = const                                      (2.5.4) 

tøc kú väng to¸n häc cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng kh«ng phô thuéc vμo ®èi sè t 

vμ lμ mét ®¹i l−îng kh«ng ®æi. 

Theo (2.5.3) vμ (2.5.4), 

 ),( 21 ttRx =  
+∞

∞−

+∞

∞−

−− 2121221 );,())(( dxdxxxfmxmx xx τ = )(τxR                   (2.5.5) 

Nh− vËy, hμm t−¬ng quan cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng lμ hμm chØ cña mét ®èi 

sè τ = t2−t1. 
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C¸c ®iÒu kiÖn (2.5.4) vμ (2.5.5) ®−îc thùc hiÖn ®èi víi mäi qu¸ tr×nh dõng, tøc ®ã lμ 

nh÷ng ®iÒu kiÖn cÇn cña tÝnh dõng. Tuy nhiªn chóng kh«ng ph¶i lμ ®iÒu kiÖn ®ñ ®èi víi 

qu¸ tr×nh dõng, cã nghÜa lμ ®iÒu kiÖn ®ã ch−a ®¶m b¶o ®Ó thùc hiÖn ®iÒu kiÖn (2.5.1) khi 

n≥3. 

Trong lý thuyÕt t−¬ng quan cña hμm ngÉu nhiªn ng−êi ta kh«ng sö dông qui luËt 

ph©n bè nhiÒu chiÒu mμ chØ sö dông hai m«men ph©n bè ®Çu tiªn, khi ®ã viÖc thùc hiÖn 

c¸c ®iÒu kiÖn (2.5.4) vμ (2.5.5) lμ ®iÒu hÕt søc cèt yÕu, nã lμm ®¬n gi¶n ho¸ rÊt nhiÒu viÖc 

m« t¶ c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn vμ gi¶i quyÕt ®−îc nhiÒu bμi to¸n. 

V× vËy, trong lý thuyÕt t−¬ng quan ng−êi ta t¸ch ra líp c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn 

mμ c¸c ®iÒu kiÖn (2.5.4) vμ (2.5.5) ®−îc tho¶ m·n, tøc lμ ®èi víi chóng kú väng to¸n häc 

lμ ®¹i l−îng kh«ng ®æi, cßn hμm t−¬ng quan lμ hμm chØ cña mét ®èi sè. 

C¸c qu¸ tr×nh nh− vËy ®−îc gäi lμ dõng theo nghÜa réng. Sau nμy, khi nghiªn cøu 

lý thuyÕt t−¬ng quan hμm ngÉu nhiªn, nÕu nãi ®Õn tÝnh dõng ta sÏ hμm ý lμ dõng theo 

nghÜa réng. 

§èi víi c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn cã ph©n bè chuÈn, tÝnh dõng theo nghÜa réng 

t−¬ng ®−¬ng víi tÝnh dõng theo nghÜa hÑp, v× tÊt c¶ c¸c mËt ®é ph©n bè n chiÒu trong 

tr−êng hîp nμy hoμn toμn ®−îc x¸c ®Þnh bëi kú väng to¸n häc vμ hμm t−¬ng quan cña 

qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn. Vμ do ®ã, sù kh«ng phô thuéc cña kú väng vμ hμm t−¬ng quan vμo 

viÖc chän gèc tÝnh cña ®èi sè t dÉn ®Õn tÝnh bÊt biÕn cña mËt ®é ph©n bè n chiÒu cña qu¸ 

tr×nh ngÉu nhiªn cã ph©n bè chuÈn. 

Tõ tÝnh chÊt ®èi xøng cña hμm t−¬ng quan (2.3.12) suy ra 

 Rx(τ) = Rx(−τ)                                                     (2.5.6) 

tøc hμm t−¬ng quan cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng lμ hμm ch½n. Tõ ®ã còng cã thÓ 

nãi hμm t−¬ng quan chØ phô thuéc vμo gi¸ trÞ tuyÖt ®èi cña hiÖu t2−t1, tøc lμ xem τ = 

12 tt − . 

§èi víi qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng X(t), ph−¬ng sai 

 Dx(t) = Rx(t,t) = Rx(0),                                             (2.5.7) 

tøc ph−¬ng sai còng lμ mét ®¹i l−îng kh«ng ®æi, kh«ng phô thuéc vμo ®èi sè t. Nã 

nhËn ®−îc tõ hμm t−¬ng quan Rx(τ) khi τ=0. 

Theo (2.3.12), hμm t−¬ng quan chuÈn ho¸ cña qu¸ tr×nh dõng ®−îc x¸c ®Þnh d−íi 

d¹ng 

 
)0(

)()(
)(

x

x

x

x
x R

R

D

R
r

τττ ==                                             (2.5.8) 

§Æc biÖt 

 1
)0(

)0(
)0( ==

x

x
x R

R
r                                                 (2.5.9) 

Ta h·y xÐt hÖ c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X1(t), X2(t),..., Xn(t). HÖ nμy ®−îc gäi lμ dõng 

theo nghÜa réng nÕu mçi mét qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn Xi(t) lμ dõng theo nghÜa réng, ngoμi 

ra, c¸c hμm t−¬ng quan quan hÖ ),( 21 ttR
ji xx  lμ hμm chØ cña mét ®èi sè τ=t2−t1, tøc lμ 

 ),( 21 ttR
ji xx = )(τ

ji xxR .                                          (2.5.10) 
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HÖ nh− vËy còng cßn ®−îc gäi lμ dõng vμ liªn hÖ dõng. 

§èi víi hÖ nh− vËy, tõ tÝnh chÊt cña hμm t−¬ng quan quan hÖ (2.4.2) ta ®−îc 

 )(τ
ji xxR = )( τ−

ji xxR                                              (2.5.11) 

Tõ nh÷ng ®iÒu ®· tr×nh bμy ta thÊy r»ng, tÝnh dõng cña hμm ngÉu nhiªn ®· lμm 

®¬n gi¶n ®i mét c¸ch ®¸ng kÓ viÖc m« t¶ thèng kª nã. Trong khu«n khæ lý thuyÕt t−¬ng 

quan ®iÒu ®ã cho phÐp v¹ch ra c¸c ph−¬ng ph¸p to¸n häc kh¸ h÷u hiÖu gi¶i quyÕt c¸c 

vÊn ®Ò biÕn ®æi hμm ngÉu nhiªn dõng, dù b¸o chóng,... 

§èi víi c¸c hμm kh«ng dõng viÖc gi¶i quyÕt c¸c vÊn ®Ò ®ã gÆp rÊt nhiÒu khã kh¨n. 

V× vËy, tr−íc khi xÐt bÊt kú mét hμm ngÉu nhiªn nμo x¶y ra trong thùc tÕ, ta ph¶i xÐt 

trªn quan ®iÓm cã thÓ cho r»ng nã lμ dõng. 

§èi víi c¸c qu¸ tr×nh x¶y ra trong khÝ quyÓn vμ thuû quyÓn, gi¶ thiÕt vÒ tÝnh dõng 

cña chóng ®−îc tho¶ m·n t−¬ng ®èi tèt trong kho¶ng thêi gian hoÆc kho¶ng c¸ch kh«ng 

lín. Khi t¨ng kho¶ng thay ®æi cña ®èi sè tÝnh dõng bÞ ph¸ huû. Khi ®ã, do biÕn tr×nh 

ngμy (n¨m) cña c¸c yÕu tè khÝ t−îng vμ c¸c nh©n tè hÖ thèng kh¸c, mμ dÉn ®Õn viÖc kú 

väng to¸n häc thay ®æi theo sù thay ®æi cña ®èi sè. V× vËy nhiÒu khi tÝnh dõng theo nghÜa 

hμm t−¬ng quan kh«ng phô thuéc vμo gèc tÝnh to¸n, trªn thùc tÕ, vÉn ®−îc b¶o toμn, nÕu 

kh«ng chÝnh x¸c th× còng lμ xÊp xØ cho phÐp nμo ®ã. 

Trong tr−êng hîp nμy, thay cho chÝnh qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn, hîp lý h¬n ta xÐt qu¸ 

tr×nh ngÉu nhiªn qui t©m, tøc lμ ®é lÖch cña nã khái kú väng to¸n häc 

)()()( tmtXtX x

o

−=  

Khi ®ã, cã thÓ xem qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn qui t©m lμ dõng víi kú väng to¸n häc 

kh«ng ®æi b»ng 0. Hμm t−¬ng quan cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn qui t©m vμ qu¸ tr×nh ngÉu 

nhiªn ban ®Çu trïng nhau nh− ®· chØ ra trong môc 2.3. 

Khi nghiªn cøu cÊu tróc thèng kª c¸c qu¸ tr×nh khÝ quyÓn vμ thuû quyÓn, th«ng 

th−êng nhÊt lμ c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng cã hμm t−¬ng quan ®−îc xÊp xØ bëi c¸c 

d¹ng hμm sau ®©y: 

1)  R(τ) = 
τασ −e2

, α>0       (h×nh 2.2) 

2)  R(τ) = 
22 ατσ −e , α>0       (h×nh 2.3) 

3)  R(τ) = 
τασ −e2

cosβτ, α>0       (h×nh 2.4) 

4)  R(τ) = 
22 ατσ −e cosβτ, α>0       (h×nh 2.5) 

5)  R(τ) = 
τασ −e2

(cosβτ+ τβ
β
α

sin ), α>0, β>0       (h×nh 2.6) 

6)  R(τ) =










>

≤







−

o

o
o

ττ

ττ
τ
τσ

khi0

khi12

            (h×nh 2.7) 

Trªn c¸c h×nh chØ dÉn ra ®å thÞ c¸c hμm t−¬ng quan ®èi víi τ>0, do tÝnh ch½n cña 

c¸c hμm nμy, ta sÏ cã t−¬ng øng c¸c ®−êng cong ®èi xøng ®èi víi trôc tung. 
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Tõ c¸c h×nh 2.2, 2.3, 2.7 ta thÊy, gi¸ trÞ cña hμm t−¬ng quan gi¶m khi τ t¨ng, tøc lμ 

mèi liªn hÖ t−¬ng quan gi÷a c¸c l¸t c¾t cña hμm ngÉu nhiªn gi¶m theo sù t¨ng cña 

kho¶ng c¸ch gi÷a chóng. 

C¸c ®−êng cong trªn h×nh 2.4 vμ 2.5 cã d¹ng dao ®éng ®iÒu hoμ víi biªn ®é gi¶m 

dÇn. D¹ng c¸c ®−êng cong nμy nãi lªn tÝnh cã chu kú trong cÊu tróc cña hμm ngÉu nhiªn. 

ViÖc nhËn ®−îc c¸c gi¸ trÞ ©m cña R(τ) trªn kho¶ng biÕn ®æi cña τ chØ ra mèi quan hÖ 

nghÞch biÕn gi÷a c¸c l¸t c¾t cña hμm ngÉu nhiªn, tøc lμ ®é lÖch khái kú väng to¸n häc ë 

l¸t c¾t nμy d−¬ng t−¬ng øng víi ®é lÖch ©m ë l¸t c¾t kh¸c. 

§èi víi tÊt c¶ c¸c tr−êng hîp ®· nªu, hμm t−¬ng quan dÇn tíi kh«ng khi τ dÇn tíi 

v« h¹n. Thùc tÕ, tÝnh chÊt nμy th−êng ®−îc tho¶ m·n ®èi víi tÊt c¶ c¸c hμm ngÉu nhiªn 

th−êng gÆp trong khÝ t−îng thuû v¨n. 

Ngo¹i trõ tr−êng hîp khi mμ trong cÊu tróc cña hμm ngÉu nhiªn cã thμnh phÇn lμ 

mét ®¹i l−îng ngÉu nhiªn kh«ng ®æi. Trong tr−êng hîp nμy hμm t−¬ng quan sÏ chøa mét 

h¹ng tö lμ h»ng sè, b»ng ph−¬ng sai cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn nμy. Khi τ → ∞ th× R(τ) sÏ 

dÇn ®Õn ph−¬ng sai nμy. VÝ dô nh−, ®èi víi tr−êng hîp 3 ®å thÞ sÏ cã d¹ng nh− trªn h×nh 

2.8. 

H×nh 2.2 

 

H×nh 2.3 

H×nh 2.4 

 

H×nh 2.5 



 64

 

H×nh 2.6 

 

H×nh 2.7 

Mét vÊn ®Ò xuÊt hiÖn lμ, cã ph¶i mäi 

hμm ch½n ®Òu cã thÓ lμ hμm t−¬ng quan 

cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng hay 

kh«ng. 

Hμm f(t) mμ ®èi víi nã bÊt ®¼ng 

thøc sau ®©y ®óng ®èi víi mäi n sè thùc 

a1, a2,..., an vμ mäi gi¸ trÞ cña ®èi sè t1, 

t2,..., tn ®−îc gäi lμ x¸c ®Þnh d−¬ng: 

 

H×nh 2.8 

 

 

 
= =

≥−
n

i
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j
jiji ttfaa

1 1

0)(                                             (2.5.12) 

 Ta xÐt tæng kiÓu nh− vËy ®èi víi hμm t−¬ng quan Rx(τ) 
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i tXaM     (2.5.13) 

 Tæng (2.5.13) kh«ng ©m gièng nh− kú väng to¸n häc cña ®¹i l−îng kh«ng ©m. Do 

®ã, hμm t−¬ng quan lμ x¸c ®Þnh d−¬ng. Tõ ®ã thÊy r»ng, mét hμm chØ cã thÓ lμ hμm 

t−¬ng quan cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng khi nã lμ x¸c ®Þnh d−¬ng. 

 §iÒu ng−îc l¹i còng ®óng v× mäi hμm x¸c ®Þnh d−¬ng lμ hμm t−¬ng quan ®èi víi 

mét qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng nμo ®ã. 

 Cã thÓ chØ ra r»ng, tÊt c¶ c¸c hμm ®−îc xÐt trªn c¸c h×nh 2.2−2.7 ®Òu x¸c ®Þnh 

d−¬ng. 

 §èi víi hμm tù t−¬ng quan, nh− chóng ta ®· thÊy, gi¸ trÞ cùc ®¹i b»ng ph−¬ng sai 

cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn, ®¹t ®−îc khi τ=0. 

 §èi víi hμm t−¬ng quan quan hÖ cña hai qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn ®iÒu ®ã kh«ng ph¶i 

lu«n lu«n x¶y ra. Thùc vËy, ¶nh h−ëng cña mét qu¸ tr×nh lªn qu¸ tr×nh kh¸c cã thÓ x¶y 

ra víi ®é trÔ nμo ®ã. Ch¼ng h¹n, sù nung nãng tÇng b×nh l−u do bøc x¹ mÆt trêi chØ x¶y 

ra sau mét thêi gian τ nμo ®ã. Trong tr−êng hîp nμy, gi¸ trÞ cña m«men quan hÖ gi÷a c¸c 
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l¸t c¾t cña c¸c qu¸ tr×nh nμy sau kho¶ng thêi gian τ, lín h¬n so víi m«men quan hÖ gi÷a 

c¸c l¸t c¾t t¹i cïng thêi ®iÓm cña c¸c qu¸ tr×nh ®ã. Sù trÔ nμy cã thÓ lμ nguyªn nh©n cña 

tÝnh kh«ng ®èi xøng cña hμm t−¬ng quan quan hÖ ®èi víi ®èi sè τ, tøc lμ 

)()( ττ −≠ xyxy RR . 

2.6. TÝnh egodic cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng 

Cho ®Õn nay chóng ta ®· x¸c ®Þnh ®−îc c¸c ®Æc tr−ng cña hμm ngÉu nhiªn, nh− kú 

väng to¸n häc vμ hμm t−¬ng quan, b»ng c¸ch lÊy trung b×nh theo tËp hîp tÊt c¶ c¸c thÓ 

hiÖn. Tuy nhiªn cã thÓ cã ph−¬ng ph¸p lÊy trung b×nh kh¸c nÕu chóng ta cã mét thÓ hiÖn 

víi ®é dμi ®ñ lín. NÕu mèi liªn hÖ gi÷a c¸c l¸t c¾t kh¸c nhau cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn 

gi¶m nhanh th× cã thÓ xem c¸c phÇn cña thÓ hiÖn kh«ng phô thuéc lÉn nhau vμ cã thÓ 

xÐt chóng nh− lμ tËp hîp c¸c thÓ hiÖn. §−¬ng nhiªn, chØ cã thÓ xÐt ph−¬ng ph¸p nμy ®èi 

víi hμm ngÉu nhiªn dõng, v× ®èi víi hμm kh«ng dõng c¸c tÝnh chÊt thèng kª thay ®æi 

theo ®èi sè, vμ c¸c ®o¹n riªng biÖt cña thÓ hiÖn kh«ng thÓ xem lμ nh÷ng thÓ hiÖn kh¸c 

nhau nh− kÕt qu¶ cña c¸c lÇn thÝ nghiÖm trong cïng nh÷ng ®iÒu kiÖn nh− nhau. 

§èi víi qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng, kú väng to¸n häc (gi¸ trÞ trung b×nh) kh«ng phô 

thuéc vμo ®èi sè, v× vËy cã thÓ x¸c ®Þnh gi¸ trÞ cña nã nh− lμ trung b×nh sè häc cña tÊt c¶ 

c¸c gi¸ trÞ cña thÓ hiÖn ®· cho mμ kh«ng cÇn chia thÓ hiÖn thμnh c¸c phÇn riªng biÖt. 

Trong tr−êng hîp nμy kú väng to¸n häc ®−îc x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc 

 =
T

x dttx
T

m
0

)(
1

                                                      (2.6.1) 

trong ®ã T lμ kho¶ng lÊy trung b×nh. 

T−¬ng tù, hμm t−¬ng quan Rx(τ) còng ®−îc x¸c ®Þnh nh− lμ trung b×nh sè häc cña 

tÝch 

[ ][ ]xx mtxmtx −+− )()( τ  

theo tÊt c¶ c¸c gi¸ trÞ cña thÓ hiÖn ®· cho b»ng c«ng thøc 

 [ ][ ]
−

−+−
−

=
τ

τ
τ

τ
T

xxx dtmtxmtx
T

R
0

)()(
1

)(                             (2.6.2) 

Mét vÊn ®Ò xuÊt hiÖn lμ c¸c gi¸ trÞ nμy cã tiÖm cËn víi gi¸ trÞ t−¬ng øng nhËn ®−îc 

b»ng c¸ch lÊy trung b×nh trªn toμn tËp hîp hay kh«ng. C©u tr¶ lêi lμ ®iÒu ®ã sÏ x¶y ra 

kh«ng ph¶i ®èi víi mäi hμm dõng. 

Ng−êi ta nãi r»ng, hμm ngÉu nhiªn cã tÝnh egodic lμ hμm mμ ®èi víi nã, c¸c ®Æc 

tr−ng nhËn ®−îc b»ng c¸ch lÊy trung b×nh theo mét thÓ hiÖn cã thÓ tiÕn dÇn ®Õn c¸c ®Æc 

tr−ng t−¬ng øng nhËn ®−îc b»ng viÖc lÊy trung b×nh theo tËp tÊt c¶ c¸c thÓ hiÖn víi x¸c 

suÊt tuú ý gÇn b»ng ®¬n vÞ khi t¨ng kho¶ng lÊy trung b×nh T. C¸c hμm ngÉu nhiªn cã 

tÝnh egodic lμ c¸c hμm mμ mçi thÓ hiÖn cña chóng cã cïng mét sè tÝnh chÊt thèng kª. 

NÕu c¸c thÓ hiÖn riªng biÖt cã nh÷ng ®Æc tÝnh cña m×nh, vÝ dô nh− dao ®éng xung quanh 

c¸c gi¸ trÞ trung b×nh kh¸c nhau, th× gi¸ trÞ trung b×nh nhËn ®−îc theo mét thÓ hiÖn cã 

thÓ kh¸c nhiÒu so víi trung b×nh theo tËp hîp tÊt c¶ c¸c thÓ hiÖn. 

§iÒu kiÖn to¸n häc cña tÝnh egodic cña hμm ngÉu nhiªn dõng ®· ®−îc ph¸t biÓu. 
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Cô thÓ, hμm t−¬ng quan Rx(τ) tiÕn ®Õn kh«ng khi τ tiÕn ®Õn v« h¹n ®èi víi kú väng 

to¸n häc lμ ®iÒu kiÖn ®ñ cho tÝnh egodic. §iÒu kiÖn nμy th−êng tho¶ m·n ®èi víi mäi hμm 

ngÉu nhiªn gÆp trong thùc tÕ. Tuy nhiªn, nã sÏ kh«ng ®−îc thùc hiÖn nÕu trong thμnh 

phÇn cña hμm ngÉu nhiªn cã chøa mét ®¹i l−îng ngÉu nhiªn nμo ®ã nh− lμ mét h»ng sè 

céng. 

Thùc vËy, gi¶ sö hμm ngÉu nhiªn Z(t) lμ tæng cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng X(t) 

vμ mét ®¹i l−îng ngÉu nhiªn cã kú väng to¸n häc b»ng 0 kh«ng liªn hÖ víi nã. Khi ®ã, 

theo (2.4.17), x¶y ra ®¼ng thøc sau: 

Rz(τ) = Rx(τ) + Dy, 

vμ Rz(τ) sÏ kh«ng tiÕn tíi 0, mμ tiÕn tíi mét sè d−¬ng Dy nμo ®ã khi τ→∞, thËm chÝ c¶ khi 

®iÒu kiÖn 0)(lim =
∞→

τ
τ xR  ®−îc tho¶ m·n. 

Trong tr−êng hîp nμy, theo (2.4.16), ta cã 

 mz(t) = mx(t) + my = mx(t).                                           (2.6.3) 

Mçi mét thÓ hiÖn zi(t), t¹i mäi gi¸ trÞ ®èi sè t, sÏ chøa mét h»ng sè céng b»ng gi¸ trÞ 

yi cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn Y, tøc lμ 

 iii ytxtz += )()(                                                      (2.6.4) 

v× vËy, gi¸ trÞ trung b×nh nhËn ®−îc b»ng viÖc lÊy trung b×nh theo thÓ hiÖn nμy b»ng 

 ixz ymm +=                                                        (2.6.5) 

sÏ kh¸c víi gi¸ trÞ thùc mz mét ®¹i l−îng yi. 

Khi x¸c ®Þnh c¸c ®Æc tr−ng cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn cã tÝnh egodic theo mét thÓ 

hiÖn th× ®é dμi cña kho¶ng lÊy trung b×nh hÕt søc quan träng. V× c¸c ®Æc tr−ng nhËn 

®−îc b»ng viÖc trung b×nh ho¸ theo mét thÓ hiÖn kh¸ gÇn trïng víi c¸c ®Æc tr−ng thèng 

kª thùc cña chóng chØ khi giíi h¹n kho¶ng lÊy trung b×nh t¨ng lªn v« h¹n, nªn khi chØ cã 

c¸c quan tr¾c trong mét kho¶ng nhá cña  ®èi sè thay ®æi, cã thÓ nhËn ®−îc c¸c ®Æc tr−ng 

cÇn t×m víi sai sè lín kh«ng cho phÐp. 

Taylor [33] ®· chØ ra r»ng, ®èi víi ph−¬ng sai cña hiÖu gi÷a gi¸ trÞ thùc cña kú väng 

to¸n häc cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t) cã d¹ng ®· nãi vμ gi¸ trÞ nhËn ®−îc b»ng c¸ch lÊy 

trung b×nh theo mét thÓ hiÖn víi T ®ñ lín, c«ng thøc xÊp xØ sau ®©y lμ ®óng 

 D ≈ )0(2 1
xR

T

T
,                                                        (2.6.6) 

trong ®ã T lμ kho¶ng lÊy trung b×nh, cßn T1 lμ ®¹i l−îng, gäi lμ thêi gian t−¬ng quan, 

®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc 

 
∞

=
0

1 )(
)0(

1 ττ dR
R

T x
x

.                                               (2.6.7) 

Nh− vËy, ®Ó x¸c ®Þnh ch¾c ch¾n c¸c ®Æc tr−ng cÇn t×m, cÇn ph¶i lÊy kho¶ng trung 

b×nh ho¸ lín h¬n nhiÒu lÇn so víi thêi gian t−¬ng quan T1. 

§iÒu kiÖn egodic ®èi víi hμm t−¬ng quan ®−îc ph¸t biÓu phøc t¹p h¬n. Trªn thùc tÕ 

th«ng th−êng ta kh«ng kiÓm tra ®−îc sù tho¶ m·n cña chóng, v× vËy ng−êi ta th−êng 

ph¸n ®o¸n tÝnh egodic xuÊt ph¸t tõ b¶n chÊt vËt lý cña qu¸ tr×nh. 
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TÝnh egodic cã ý nghÜa thùc tÕ lín, v× nhê nã viÖc x¸c ®Þnh c¸c ®Æc tr−ng thèng kª 

kh«ng ®ßi hái ph¶i cã sè thÓ hiÖn lín. Khi nghiªn cøu cÊu tróc thèng kª c¸c yÕu tè khÝ 

t−îng, hoμn toμn kh«ng ph¶i lóc nμo còng cã thÓ thùc hiÖn viÖc lÆp l¹i c¸c thÝ nghiÖm 

nhiÒu lÇn trong nh÷ng ®iÒu kiÖn nh− nhau. 

Cßn mét ®iÒu phøc t¹p n÷a trong thuû v¨n. VÝ dô nh− sè liÖu dßng ch¶y n¨m cña 

s«ng cã thÓ chØ lμ mét thÓ hiÖn. 

NÕu cã mét vμi thÓ hiÖn ®é dμi nh− nhau, lμ kÕt qu¶ cña c¸c lÇn thÝ nghiÖm trong 

cïng mét ®iÒu kiÖn, th× khi sö dông tÝnh egodic, cã thÓ nhËn ®−îc c¸c ®Æc tr−ng thèng kª 

b»ng c¸ch lÊy trung b×nh theo mçi thÓ hiÖn, vμ sau ®ã lÊy gi¸ trÞ trung b×nh sè häc cña 

chóng nh− lμ gi¸ trÞ cÇn t×m. NÕu ®é dμi c¸c thÓ hiÖn kh¸c nhau th× cÇn ph¶i tiÕn hμnh 

lÊy trung b×nh kÕt qu¶ theo chóng cã tÝnh ®Õn träng sè cña mçi thÓ hiÖn. 

2.7. Hμm cÊu tróc 

§Ó ®Æc tr−ng cho qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng, bªn c¹nh hμm t−¬ng quan ng−êi ta 

cßn xÐt hμm cÊu tróc B(τ) mμ nã ®−îc x¸c ®Þnh bëi kú väng to¸n häc cña b×nh ph−¬ng 

hiÖu c¸c l¸t c¾t cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn t−¬ng øng víi c¸c gi¸ trÞ cña ®èi sè t vμ t+τ 

 Bx(τ) = [ ]{ }2)()( tXtXM −+τ                                         (2.7.1) 

Tõ ®Þnh nghÜa thÊy r»ng, hμm cÊu tróc kh«ng ©m, Bx(τ)≥0. 

Cã thÓ biÓu diÔn hμm cÊu tróc qua hμm t−¬ng quan 

Bx(τ) = [ ]{ }2))(())(( xx mtXmtXM −−−+τ = [ ]{ }M X t mx( )+ −τ 2
 

+ [ ]{ }2)( xmtXM − −2 [ ][ ]{ }xx mtXmtXM −−+ )()( τ = 2[Rx(0) − Rx(τ)].     (2.7.2) 

Tõ (2.7.2) vμ tÝnh chÊt cña hμm t−¬ng quan ta nhËn ®−îc: 

 Bx(0) = 0,                                                       (2.7.3) 

 Bx(−τ) = Bx(τ)                                                    (2.7.4) 

tøc hμm cÊu tróc cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng lμ hμm ch½n. 

§èi víi qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn, nÕu tho¶ m·n ®iÒu kiÖn 

 0)(lim =
∞→

τ
τ xR                                                     (2.7.5) 

th× tõ (2.7.2) ta cã 

22)0(2)(lim xxx RB στ
τ

==
∞→

 

Ký hiÖu )()(lim ∞=
→∞ xx BB τ

τ
, khi (2.7.5) tho¶ m·n ta viÕt l¹i (2.7.2) d−íi d¹ng 

 )(2)()( ττ xxx RBB −∞= ,                                            (2.7.6) 

tõ ®ã cã thÓ biÓu diÔn hμm t−¬ng quan qua hμm cÊu tróc 

 [ ])()(
2

1
)( ττ xxx BBR −∞=                                            (2.7.7) 

Nh− vËy, víi ®iÒu kiÖn (2.7.5), mμ trªn thùc tÕ nã th−êng tho¶ m·n, khi biÕt hμm 

cÊu tróc trªn kho¶ng v« h¹n cña ®èi sè, ta cã thÓ x¸c ®Þnh ®−îc hμm t−¬ng quan theo 

hμm cÊu tróc. 



 68

Thùc tÕ ta kh«ng bao giê cã b¶n ghi thÓ hiÖn cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn trªn kho¶ng 

v« h¹n, tuy nhiªn, trong nhiÒu tr−êng hîp, hμm cÊu tróc ®¹t kh¸ nhanh ®Õn gi¸ trÞ mμ 

khi t¨ng h¬n n÷a kho¶ng τ, gi¸ trÞ nμy thay ®æi còng kh«ng ®¸ng kÓ. 

Gi¸ trÞ ®ã ®−îc xem lμ )(∞xB , ®«i khi nã ®−îc gäi lμ gi¸ trÞ b·o hoμ cña hμm cÊu 

tróc. Gi÷a hμm cÊu tróc vμ hμm t−¬ng quan x¶y ra hÖ thøc 

 
2)(

2

1
)( xxx BR σττ =+                                                 (2.7.8) 

Trªn h×nh 2.9 minh ho¹ hÖ thøc nμy ®èi víi qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng cã hμm 

t−¬ng quan (h×nh 2.2) lμ 

ταστ −= eRx
2)(  

V× hμm cÊu tróc ®−îc biÓu diÔn qua hμm t−¬ng quan nªn ®èi víi qu¸ tr×nh ngÉu 

nhiªn dõng cã tÝnh egodic, hμm cÊu tróc còng cã thÓ ®−îc x¸c ®Þnh theo mét thÓ hiÖn ®é 

dμi ®ñ lín b»ng c«ng thøc: 
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)(                                       (2.7.9) 

NÕu hμm ngÉu nhiªn lμ dõng vμ cã 

sè thÓ hiÖn ®ñ lín ®¶m b¶o m« t¶ ®−îc c¸c 

tÝnh chÊt cña nã mét c¸ch ch¾c ch¾n trªn 

tÊt c¶ c¸c kho¶ng biÕn ®æi cña ®èi sè, th× 

cã thÓ x¸c ®Þnh hμm t−¬ng quan trùc tiÕp 

theo c¸c sè liÖu thùc nghiÖm.  

Tuy nhiªn, trong nhiÒu tr−êng hîp 

tèt h¬n c¶ nªn sö dông hμm cÊu tróc. 

 

H×nh 2.9 

TÝnh dõng cña c¸c qu¸ tr×nh khÝ t−îng thùc th−êng mang tÝnh chÊt ®Þa ph−¬ng, nã 

chØ ®−îc b¶o toμn trªn kho¶ng thay ®æi kh«ng lín l¾m cña ®èi sè. 

Khi nghiªn cøu cÊu tróc qui m« võa, vμ ®Æc biÖt lμ qui m« lín, cña c¸c qu¸ tr×nh 

nμy, tÝnh dõng (®ång nhÊt) cña chóng chØ cã thÓ ®−îc chÊp nhËn víi møc ®é gÇn ®óng 

nhÊt ®Þnh. Khi ®ã kú väng to¸n häc cña hμm ngÉu nhiªn kh«ng ph¶i lμ h»ng sè. ViÖc x¸c 

®Þnh hμm t−¬ng quan ®èi víi c¸c qu¸ tr×nh nh− vËy cã thÓ m¾c ph¶i sai sè lín khi gi¸ trÞ 

cña ®èi sè nhá. 

Nh÷ng biÕn ®æi chËm ch¹p cña chÝnh qu¸ tr×nh kh«ng ¶nh h−ëng ®Õn hμm cÊu tróc 

khi ®é lín cña hiÖu c¸c gi¸ trÞ ®èi sè t nhá. V× vËy, tÝnh kh«ng ®ång nhÊt cña c¸c nhiÔu 

®éng sãng dμi kh«ng ¶nh h−ëng râ rÖt ®Õn ®é chÝnh x¸c cña viÖc tÝnh B(τ) khi gi¸ trÞ τ 

nhá. Nãi chung, nh÷ng sai sè hÖ thèng, mμ chóng b¶o toμn gi¸ trÞ cña m×nh trong suèt 

chu kú dμi lín h¬n τ, kh«ng ¶nh h−ëng ®Õn ®¹i l−îng Bx(τ), v× chóng bÞ khö bá khi tÝnh 

hiÖu x(t+τ)−x(t). 

NÕu kh«ng sö dông trung b×nh thèng kª thùc mμ sö dông trung b×nh theo thÓ hiÖn, 

tøc lμ l¹i x¶y ra sai sè hÖ thèng, th× viÖc sö dông hμm cÊu tróc sÏ tèt h¬n khi xö lý theo 

mét thÓ hiÖn. Hμm cÊu tróc ®−îc tÝnh theo c¸c thÓ hiÖn riªng biÖt kh«ng chøa sai sè hÖ 

thèng nμy, v× khi tÝnh to¸n ng−êi ta kh«ng dïng gi¸ trÞ trung b×nh theo thÓ hiÖn. §©y lμ 
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tr−êng hîp viÖc chØnh lý ®−îc tiÕn hμnh theo tËp hîp thèng kª sè c¸c thÓ hiÖn kh«ng lín 

l¾m. 

Nh− vËy, trong nhiÒu tr−êng hîp viÖc sö dông hμm cÊu tróc cho phÐp lμm gi¶m 

¶nh h−ëng cña tÝnh kh«ng ®ång nhÊt cña qu¸ tr×nh vμ sai sè hÖ thèng ®Õn ®é chÝnh x¸c 

cña c¸c ®Æc tr−ng cña hμm ngÉu nhiªn tÝnh to¸n theo sè liÖu thùc nghiÖm. 

Tuy nhiªn, nh÷ng −u viÖt cña hμm cÊu tróc lμ ®¸ng kÓ chØ khi gi¸ trÞ cña tham sè τ 

nhá. Khi tÝnh hμm t−¬ng quan qua hμm cÊu tróc, tr−íc hÕt ®é chÝnh x¸c kh«ng t¨ng lªn, 

v× tÊt c¶ sai sè n»m trong gi¸ trÞ b·o hoμ cña hμm cÊu tróc. 

2.8. Giíi h¹n cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn 

Ta ®Þnh nghÜa kh¸i niÖm giíi h¹n cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t) khi ®èi sè t dÇn tíi 

gi¸ trÞ to nμo ®ã. 

NÕu f(t) lμ hμm kh«ng ngÉu nhiªn th×, nh− ®· biÕt, sè A ®−îc gäi lμ giíi h¹n cña 

hμm f(t) khi t →to, nÕu víi mäi ε>0 tån t¹i mét sè δ>0 sao cho víi mäi t  mμ δ<− 0tt , th× 

bÊt ®¼ng thøc ε<− Atf )(  tho¶ m·n.  §iÒu nμy cã nghÜa r»ng ®èi víi mäi t  ®ñ gÇn 0t , 

nh÷ng gi¸ trÞ t−¬ng øng cña )(tf  sÏ gÇn víi A tuú ý. 

§èi víi hμm ngÉu nhiªn, mét ®¹i l−îng ngÉu nhiªn nμo ®ã mμ chuçi c¸c l¸t c¾t cña 

hμm ngÉu nhiªn sÏ héi tô t¹i ®ã khi t tiÕn tíi 0t , sÏ lμ giíi h¹n. Khi ®ã cã thÓ nãi vÒ sù 

tiÕn dÇn cña mét ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ®Õn mét ®¹i l−îng ngÉu nhiªn kh¸c chØ lμ vÒ 

trung b×nh theo tÊt c¶ c¸c gi¸ trÞ cña chóng. 

Ta sÏ xem r»ng ®¹i l−îng ngÉu nhiªn Y lμ giíi h¹n cña hμm ngÉu nhiªn X(t) khi 

0tt → , nÕu giíi h¹n cña kú väng to¸n häc cña b×nh ph−¬ng hiÖu cña chóng tiÕn tíi kh«ng 

 [ ]{ } 0)(lim 2

0

=−
→

YtXM
tt

                                            (2.8.1) 

ë ®©y giíi h¹n còng ®−îc hiÓu theo nghÜa th«ng th−êng, v× kú väng to¸n häc lμ hμm 

kh«ng ngÉu nhiªn. Nh− vËy, ta sÏ gäi ®¹i l−îng ngÉu nhiªn Y lμ giíi h¹n cña hμm ngÉu 

nhiªn X(t) khi t tiÕn tíi 0t  nÕu víi mäi ε>0 t×m ®−îc mét δ>0 sao cho víi mäi gi¸ trÞ t mμ 

0tt − <δ, bÊt ®¼ng thøc [ ]{ } ε<− 2)( YtXM  tho¶ m·n. VËy ng−êi ta gäi giíi h¹n võa ®Þnh 

nghÜa lμ giíi h¹n theo nghÜa b×nh ph−¬ng trung b×nh. 

NhiÒu khi ®Ó ph©n biÖt giíi h¹n cña hμm ngÉu nhiªn, ®−îc hiÓu lμ giíi h¹n b×nh 

ph−¬ng trung b×nh, víi giíi h¹n th«ng th−êng cña hμm kh«ng ngÉu nhiªn, ng−êi ta ký 

hiÖu )(l.i.m.
0

tX
tt→

. Sau nμy chóng ta sÏ sö dông ký hiÖu lim th«ng th−êng, nh−ng hiÓu theo 

nghÜa nªu ë trªn. 

Ta sÏ gäi hμm ngÉu nhiªn X(t) lμ liªn tôc t¹i ®iÓm 0t  nÕu giíi h¹n cña nã khi 0tt →  

lμ l¸t c¾t )()(lim  ),( 00
0

tXtXtX
tt

=
→

, tøc lμ, nÕu 

 [ ]{ } 0)()(lim 2
0

0

=−
→

tXtXM
tt

                                          (2.8.2) 
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2.9. §¹o hμm cña hμm ngÉu nhiªn  

Ta nãi r»ng qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t) kh¶ vi t¹i ®iÓm 0t  nÕu tån t¹i mét ®¹i l−îng 

ngÉu nhiªn )( 0tY  sao cho 

 ).(
)()(

0
00

0
lim tY

t

tXttX

t

=
Δ

−Δ+
→Δ

                                         (2.9.1) 

Theo ®Þnh nghÜa giíi h¹n cña hμm ngÉu nhiªn, ®iÒu nμy cã nghÜa r»ng víi mäi ε>0 

sÏ t×m ®−îc mét δ>0 sao cho víi δ<Δt  bÊt ®¼ng thøc sau tho¶ m·n: 

 ε<
















 =

Δ
−Δ+ 2

0
00 )(
)()(

tY
t

tXttX
M                                    (2.9.2) 

§¹i l−îng ngÉu nhiªn )( 0tY  gäi lμ ®¹o hμm cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t) t¹i ®iÓm 

0t  vμ ®−îc ký hiÖu b»ng 

 .
)(

)(
0

0 ttdt

tdX
tY

=
=                                                      (2.9.3) 

NÕu qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn kh¶ vi t¹i mäi gi¸ trÞ t cña kho¶ng nμo ®ã, th× ®¹o hμm 

dt

tdX
tY

)(
)( =  còng sÏ lμ qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn cña ®èi sè t. 

§Þnh nghÜa nμy vÒ ®¹o hμm cña hμm ngÉu nhiªn t−¬ng tù nh− ®Þnh nghÜa vÒ ®¹o 

hμm cña hμm kh«ng ngÉu nhiªn, chØ kh¸c lμ giíi h¹n ®−îc hiÓu nh− giíi h¹n b×nh 

ph−¬ng trung b×nh. 

Gi¶ sö hμm ngÉu nhiªn X(t) cã kú väng to¸n häc )(tmx  vμ hμm t−¬ng quan 

),( 21 ttRx . Ta sÏ x¸c ®Þnh kú väng to¸n häc )(tmy  vμ hμm t−¬ng quan ),( 21 ttRy  cña ®¹o 

hμm 
dt

tdX
tY

)(
)( = : 

[ ] =





Δ
−Δ+==

→Δ t

tXttX
MtYMtm

t
y

)()(
lim)()(

0
 

 .
)()()(

lim
)()(

lim
00 dt

tdm

t

tmttm

t

tXttX
M xxx

tt
=

Δ
−Δ+=





Δ
−Δ+=

→Δ→Δ
                (3.9.4) 

Nh− vËy, kú väng to¸n häc cña ®¹o hμm cña hμm ngÉu nhiªn b»ng ®¹o hμm cña kú 

väng to¸n häc cña hμm ngÉu nhiªn ®ã. 

Ta x¸c ®Þnh ),( 21 ttRy : 

 ;)()(),( 2

0

1

0

21 



= tYtYMttRy                                          (2.9.5) 

−
Δ

−Δ+=−=
→Δ t

tXttX
tmtYtY

t
y

)()(
lim)()()(

0

0

 

=
Δ

−Δ+−
→Δ t

tmttm xx

t

)()(
lim

0
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[ ] [ ] =
Δ

−−Δ+−Δ+=
→Δ t

tmtXttmttX xx

t

)()()()(
lim
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tXd

t

tXttX
t

)()()(
lim

000

0
=

Δ
−Δ+=

→Δ
                                     (2.9.6) 

ThÕ (2.9.6) vμo (2.9.5), ta nhËn ®−îc 
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−Δ+







Δ
−Δ+=

→Δ→Δ
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tXttX

t

tXttX
MttR

tt
y  
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=
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lim 2112211
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tttRttttR
tt xx
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[ ]}=−Δ+− ),(),( 21221 ttRtttR xx  
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2

2
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2
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1
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),(),(),(1
lim

1 tt

ttR

t

ttR

t

tttR

t
xxx

t ∂∂
∂

∂
∂

∂
∂ =








−Δ+

Δ
=

→Δ
                     (2.9.7) 

Nh− vËy, hμm t−¬ng quan cña ®¹o hμm cña hμm ngÉu nhiªn b»ng ®¹o hμm hçn 

hîp cÊp hai cña hμm t−¬ng quan cña chÝnh hμm ngÉu nhiªn. 

Ta sÏ xÐt phÐp tÝnh ®¹o hμm ®èi víi qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng X(t). Trong tr−êng 

hîp nμy kú väng to¸n häc xm  lμ h»ng sè, do ®ã 

 ,0=
dt

dmx                                                        (2.9.8) 

tøc lμ kú väng to¸n häc cña ®¹o hμm cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng b»ng kh«ng. 

Hμm t−¬ng quan lμ hμm mét ®èi sè 12 ),( ttRx −=ττ , tõ ®ã 

=







==

1221

2

21

)()(
),(

t

R

ttt

R
ttR xx

y ∂
∂τ

∂τ
τ∂

∂
∂

∂∂
τ∂

 

 
2

2

2

)()(

τ
τ

τ
τ

∂
∂

d

Rd

d

dR

t
xx −=



−= ,                                       (2.9.9) 

tøc lμ hμm t−¬ng quan cña ®¹o hμm cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng b»ng ®¹o hμm cÊp 

hai lÊy ng−îc dÊu cña hμm t−¬ng quan mét ®èi sè τ cña chÝnh qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn ®ã. 

Tõ ®ã thÊy r»ng hμm t−¬ng quan cña ®¹o hμm cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng còng 

chØ phô thuéc vμo mét ®èi sè )(),( , 21 ττ yy RttR = , tøc lμ ®¹o hμm cña hμm ngÉu nhiªn 

dõng còng lμ hμm dõng. 

Chóng ta ®· x¸c ®Þnh nh÷ng ®Æc tr−ng cña ®¹o hμm cña hμm ngÉu nhiªn trong 

®iÒu kiÖn gi¶ ®Þnh nã kh¶ vi. 

Cã thÓ chØ ra r»ng [21], ®iÒu kiÖn cÇn vμ ®ñ ®Ó hμm ngÉu nhiªn kh¶ vi lμ tån t¹i 

®¹o hμm cña kú väng to¸n häc vμ ®¹o hμm riªng hçn hîp cÊp hai cña hμm t−¬ng quan 

cña nã t¹i t1=t2 (tån t¹i ®¹o hμm cÊp hai cña hμm t−¬ng quan t¹i τ=0 ®èi víi hμm ngÉu 

nhiªn dõng). Tõ ®ã suy ra r»ng kh«ng ph¶i mäi hμm ngÉu nhiªn ®Òu kh¶ vi. 

VÝ dô, hμm ngÉu nhiªn cã hμm t−¬ng quan d¹ng 
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 0  ,)( 2 >= − αστ ταeRx                                             (2.9.10) 

lμ hμm kh«ng kh¶ vi. 

Thùc vËy, 

 






<
>−

=
−

.0  khi      

,0  khi  
)(

2

2

τασ
τασ

τ
ατ

ατ

e

e
Rx                                       (2.9.11) 

 Tõ ®ã thÊy r»ng t¹i ®iÓm τ=0 ®¹o hμm )(τxR′  bÞ gi¸n ®o¹n, v× ®¹o hμm bªn ph¶i 

®iÓm nμy b»ng ασ 2− , cßn ®¹o hμm bªn tr¸i b»ng ασ 2
.  Do ®ã, ®¹o hμm cÊp hai )('' τxR  

t¹i ®iÓm τ=0 kh«ng tån t¹i. 

 Ta sÏ t×m c¸c ®Æc tr−ng cña ®¹o hμm cña mét sè qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng. 

1.  Gi¶ sö qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn cã hμm t−¬ng quan 

 0   ,)(
22 >= − αστ ατeRx                                               (2.9.12) 

Hμm t−¬ng quan cña ®¹o hμm cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn nμy b»ng 

 
2

)21(2)( 22 αταταστ −−= eRy                                          (2.9.13) 

T¹i τ = 0 ta cã 

 ασ 22)0( =yR                                                     (2.9.14) 

Tõ ®ã thÊy r»ng qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t) kh¶ vi. 

Ph−¬ng sai cña ®¹o hμm Y(t) khi ®ã phô thuéc kh«ng nh÷ng vμo ph−¬ng sai cña 

qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t), mμ cßn vμo hÖ sè α ®Æc tr−ng cho møc ®é gi¶m hμm t−¬ng 

quan )(τxR  khi ®èi sè τ t¨ng. 

2. ;0  ,cos)( 2 >= − αβτστ ταeRx     (2.9.15) 

Trong tr−êng hîp nμy ®¹o hμm cña hμm t−¬ng quan bÞ gi¸n ®o¹n t¹i τ=0 vμ do ®ã 

®¹o hμm cÊp hai kh«ng tån t¹i. 

Do ®ã qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t) cã hμm t−¬ng quan d¹ng nh− vËy kh«ng kh¶ vi. 

3.  ;0  ,cos)(
22 >= − αβτστ ατeRx   (2.9.16) 

 ,)sincos2()(
22' ατβτββτατστ −+−= eRx                                (2.9.17) 

 [ ] 2

sin4cos)42()()( 2222'' ατβταβτβττααβσττ −−−+=−= eRR xy             (2.9.18) 

T¹i τ = 0 ta cã 

 ).2()0( 22 βασ +=yR                                             (2.9.19) 

Qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t) kh¶ vi, ph−¬ng sai cña ®¹o hμm cña qu¸ tr×nh nμy phô 

thuéc kh«ng chØ vμo ph−¬ng sai cña X(t), mμ cßn vμo c¸c hÖ sè α vμ β quy ®Þnh d¹ng hμm 

t−¬ng quan )(τxR . 

4.  ;0  ,0   ,sincos)( 2 >>






 += − βαβτ
β
αβτστ ταeRx   (2.9.20) 
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Rx                           (2.9.21) 

Tõ ®ã 

=−= )()( '' ττ xy RR  
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−+ −

0.>  khi    )sincos(

0,>  khi   )sincos(

22
2

22
2

τβταβτβ
β

βασ

τβταβτβ
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βασ
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ατ

e

e

       (2.9.22) 

 Cã thÓ viÕt )(τyR  d−íi d¹ng mét biÓu thøc 

 )sincos()(
22

2 τβαβτβ
β

βαστ τα −+= −eRy .                     (2.9.23) 

).()0(     0   Khi 222 βαστ +=== yy RD   (2.9.24) 

VËy hμm ngÉu nhiªn X(t) cã hμm t−¬ng quan d¹ng nh− trªn lμ hμm kh¶ vi. 

Chóng ta sÏ x¸c ®Þnh tiÕp hμm t−¬ng quan quan hÖ ),( 21 ttRxy  gi÷a hμm ngÉu nhiªn 

X(t) vμ ®¹o hμm cña nã 
dt

tdX
tY

)(
)( = . Theo (2.4.1) ta cã 

[ ][ ]{ }=−−= )()( )()(),( 221121 tmtYtmtXMttR yxxy  

 [ ] [ ] .)()()()( 22
2

11








−−= tmtX
dt

d
tmtXM xx                             (2.9.25) 

§æi chç phÐp tÝnh lÊy vi ph©n vμ phÐp lÊy kú väng to¸n häc vμ ký hiÖu ®¹o hμm 

b»ng ®¹o hμm riªng theo biÕn 2t , v× biÕn 1t  ®−îc xem nh− ®¹i l−îng kh«ng ®æi, cã thÓ viÕt 

[ ][ ]{ }=−−= )()( )()(),( 2211
2

21 tmtXtmtXM
t

ttR xxxy ∂
∂

 ).,( 21
2

ttR
t x∂
∂

          (2.9.26) 

§Æc biÖt ®èi víi hμm ngÉu nhiªn dõng X(t) 

 ,
)(

).(),( 12
2

21
2 τ

τ
∂
∂

∂
∂

d

dR
ttR

t
ttR

t
x

xx =−=                               (2.9.27) 

trong ®ã 12 tt −=τ . 

Tõ ®ã thÊy r»ng hμm t−¬ng quan quan hÖ gi÷a hμm ngÉu nhiªn dõng vμ ®¹o hμm 

cña nã lμ hμm mét ®èi sè τ, tøc hμm ngÉu nhiªn dõng vμ ®¹o hμm cña nã lμ nh÷ng hμm 

liªn hÖ dõng. 

Hμm t−¬ng quan quan hÖ gi÷a hμm ngÉu nhiªn dõng vμ ®¹o hμm cña nã b»ng ®¹o 

hμm cña hμm t−¬ng quan cña chÝnh hμm ngÉu nhiªn. 
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2.10. TÝch ph©n cña hμm ngÉu nhiªn  

Gi¶ sö qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t) ®−îc cho trªn ®o¹n ].,[ ba  Chia ®o¹n nμy thμnh n 

phÇn bëi c¸c ®iÓm bttta n == ..., ,, 10  vμ lËp tæng 
=

Δ
n

k
kk ttX

1

)( , trong ®ã )( ktX  lμ l¸t c¾t 

cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn t¹i ktt = , cßn .1−−=Δ kkk ttt  

T−¬ng tù nh− ®Þnh nghÜa tÝch ph©n cña hμm kh«ng ngÉu nhiªn, ta sÏ gäi giíi h¹n 

b×nh ph−¬ng trung b×nh cña tæng tÝch ph©n nμy khi ®¹i l−îng λ, lμ hiÖu lín nhÊt trong sè 

c¸c hiÖu ktΔ , tiÕn tíi kh«ng, lμ tÝch ph©n x¸c ®Þnh cña hμm ngÉu nhiªn X(t) trªn ®o¹n 

],[ ba  vμ ký hiÖu b»ng 

 
=→

Δ=
n

k
kk

b

a

ttXdttX
10

)()( lim
λ

                                      (2.10.1) 

TÝch ph©n x¸c ®Þnh cña hμm ngÉu nhiªn, gièng nh− giíi h¹n cña tæng c¸c ®¹i l−îng 

ngÉu nhiªn, lμ mét ®¹i l−îng ngÉu nhiªn. NÕu giíi h¹n nμy tån t¹i vμ kh«ng phô thuéc 

vμo c¸ch thøc chia ®o¹n ],[ ba  bëi c¸c ®iÓm kt , th× hμm ngÉu nhiªn X(t) gäi lμ kh¶ tÝch 

trªn ®o¹n ],[ ba . 

Cã thÓ chøng minh r»ng [21], muèn cho tån t¹i tÝch ph©n ®· nªu chØ cÇn tån t¹i tÝch 

ph©n cña kú väng to¸n häc cña hμm ngÉu nhiªn X(t) vμ tÝch ph©n hai líp cña hμm t−¬ng 

quan cña nã. 

B©y giê ta xÐt tÝch ph©n víi cËn trªn biÕn thiªn cña hμm ngÉu nhiªn X(t) 

 =
t

dXtY
0

)()( ττ                                                 (2.10.2) 

TÝch ph©n nμy lμ mét hμm ngÉu nhiªn míi )(tY . Chóng ta sÏ x¸c ®Þnh kú väng to¸n 

häc )(tmy  vμ hμm t−¬ng quan ),( 21 ttRy  cña hμm ngÉu nhiªn Y(t), khi xem r»ng c¸c ®Æc 

tr−ng t−¬ng øng cña X(t) ®· ®−îc cho tr−íc: 

 
=→Δ=→Δ

Δ=






 Δ=
n

k
kkx

t

n

k
kk

t
y mXMtm

kk 1
0

1
0

)(lim)(lim)( ττττ .                   (2.10.3) 

Tæng cuèi cïng nμy lμ tæng tÝch ph©n ®èi víi hμm kh«ng ngÉu nhiªn )(τxm , do ®ã 

 =
t

xy dmtm
0

)()( ττ                                              (2.10.4) 

V× 

 =−



 +=−=

t

yxy tmdtmXtmtYtY
0

00

)()()()()()( ττ  

  =−+=
t

yy

t

dXtmtmdX
0

0

0

0

,)()()()( ττττ                                (2.10.5) 

nªn 
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    =
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1 21 2
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2121

0

21
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),()()(
t t
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t t

ddRddXXM ττττττττ .                     (2.10.6) 

Nh− vËy, kú väng to¸n häc cña tÝch ph©n cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn b»ng tÝch ph©n 

cña kú väng to¸n häc cña chÝnh qu¸ tr×nh ®ã. Hμm t−¬ng quan cña tÝch ph©n cña qu¸ 

tr×nh ngÉu nhiªn b»ng tÝch ph©n hai líp cña hμm t−¬ng quan cña chÝnh qu¸ tr×nh ®ã lÊy 

theo c¶ hai ®èi sè. 

NÕu X(t) lμ mét hμm ngÉu nhiªn dõng, th× const,)( == xx mtm  )(),( 1221 ttRttR xx −= . 

Khi ®ã 

  ==
t

xxy tmdmtm
0

)( τ ,                                           (2.10.7) 

tøc kú väng to¸n häc )(tmy  phô thuéc vμo t. 

   −=
1 2

0 0

211221 )(),(
t t

xy ddRttR ττττ                                    (2.10.8) 

BiÓu thøc ë vÕ ph¶i trong (2.10.8) phô thuéc riªng biÖt vμo c¶ 1t  vμ 2t , chø kh«ng 

ph¶i chØ phô thuéc vμo hiÖu hai gi¸ trÞ ®ã. 

Do ®ã tÝch ph©n cña hμm ngÉu nhiªn dõng kh«ng cã tÝnh chÊt dõng. 

Ng−êi ta cßn xem xÐt tÝch ph©n cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t) d¹ng 

 =
b

a

dtXttY ,)(),()( ττϕ                                            (2.10.9) 

trong ®ã ),( τϕ t  lμ hμm kh«ng ngÉu nhiªn. 

TÝch ph©n nμy ®−îc còng x¸c ®Þnh nh− lμ giíi h¹n b×nh ph−¬ng trung b×nh cña tæng 

tÝch ph©n 

 )()(),(lim
1

0
tYXt

n

k
kkk

k

=Δ
=→Δ

τττϕ
τ

                                   (2.10.10) 

vμ ®−îc gäi lμ tÝch ph©n cña hμm ngÉu nhiªn víi hμm träng l−îng ),( τϕ t . 

 Còng hoμn toμn nh− vËy ®èi víi tÝch ph©n cËn trªn biÕn thiªn, ta sÏ t×m )(tmy  vμ 

),( 21 ttRy : 

 =
b

a

xy dmttm τττϕ )(),()(                                           (2.10.11) 

  =
b

a

x

b

a

y ddRttttR 2121221121 ),(),(),(),( τττττϕτϕ                          (2.10.12) 
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2.11. C¸c hμm ngÉu nhiªn phøc 

§Ó ®¬n gi¶n ho¸ viÖc tÝnh to¸n, trong phÇn tr×nh bμy tiÕp theo sÏ sö dông c¸c hμm 

ngÉu nhiªn phøc ®Ó xem xÐt c¸c hμm ngÉu nhiªn thùc mμ tõ tr−íc ®Õn giê chóng ta ®· 

ph©n tÝch, vμ trong thùc tÕ chØ cã c¸c hμm ngÉu nhiªn thùc. Hμm ngÉu nhiªn thùc ®−îc 

xem nh− tr−êng hîp riªng cña hμm ngÉu nhiªn phøc. 

Ta sÏ gäi hμm cã d¹ng d−íi ®©y lμ hμm ngÉu nhiªn phøc 

 )(i)()( tYtXtZ +=                                                 (2.11.1) 

trong ®ã X(t) vμ Y(t) lμ nh÷ng hμm ngÉu nhiªn thùc. 

Hμm ngÉu nhiªn thùc ë ®©y ®−îc xem nh− tr−êng hîp riªng cña hμm phøc víi 

Y(t)=0. 

Ta sÏ x¸c ®Þnh c¸c ®Æc tr−ng cña hμm ngÉu nhiªn phøc − kú väng to¸n häc, ph−¬ng 

sai, hμm t−¬ng quan − sao cho ®èi víi nh÷ng hμm ngÉu nhiªn thùc (khi 0)( =tY ), nh÷ng 

®Æc tr−ng nμy trïng víi nh÷ng ®Æc tr−ng ®· ®−a ra tr−íc ®©y. Ta sÏ gäi hμm kh«ng ngÉu 

nhiªn )(tmz  ®Þnh nghÜa d−íi ®©y lμ kú väng to¸n häc cña hμm ngÉu nhiªn phøc 

 )()()( timtmtm yxz +=                                              (2.11.2) 

Ph−¬ng sai cña hμm ngÉu nhiªn phøc )(tDz  lμ kú väng to¸n häc cña b×nh ph−¬ng 

modul ®é lÖch cña hμm ngÉu nhiªn so víi kú väng to¸n häc cña nã: 

 [ ]2
)()()( tmtZMtD zz −=                                           (2.11.3) 

 V× 

 [ ] [ ])()()()()()( tmtYitmtXtmtZ yxz −+−=−                         (2..11.4) 

nªn 

 [ ] [ ]222
)()()()()()( tmtYtmtXtmtZ yxz −+−=−                       (2.11.5) 

Khi ®ã 

[ ]{ }+−= 2)()()( tmtXMtD xz [ ]{ } )()()()( 2 tDtDtmtYM yxy +=−          (2.11.6) 

Tõ ®©y thÊy r»ng ph−¬ng sai cña hμm ngÉu nhiªn phøc lμ mét hμm thùc. 

§èi víi hμm thùc 0)( =tDy , do ®ã  

)()( tDtD xz = . 

Hμm t−¬ng quan cña hμm ngÉu nhiªn phøc lμ hμm kh«ng ngÉu nhiªn d¹ng 

 [ ][ ]{ })()( )()(),( 2
*

2
*

1121 tmtZtmtZMttR zzz −−=                       (2.11.7) 

DÊu (*) cã nghÜa lμ lÊy ®¹i l−îng liªn hiÖp phøc. 

Khi ttt == 21  hμm t−¬ng quan trë thμnh ph−¬ng sai 

[ ] [ ]{ }=−−−= )()()()(),( ** tmtZtmtZMttR zzz  

 [ ]{ } )()()( 2 tDtmtZM zz =−=                                        (2.11.8) 

Hμm t−¬ng quan cña hμm ngÉu nhiªn phøc cã thÓ ®−îc biÓu thÞ qua nh÷ng ®Æc 

tr−ng cña c¸c phÇn thùc vμ phÇn ¶o cña nã. NÕu ký hiÖu 
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)()()(

)()()(
0
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tmtYtY

tmtXtX
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x
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 += )()( )()(),( 2

0

2

0
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0

21 tYitXtYitXMttRz  











= )()(+)()( 2

0

1

0

2

0
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0

tYtYMtXtXM =
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+ )()()()(i 2

0

1

0

2

0

1

0

tYtXMtXtYM  

 [ ]),(),(),(),( 21212121 ttRttRittRttR xyyxyx −++=                           (2.11.9) 

trong ®ã ),( 21 ttRxy  lμ hμm t−¬ng quan quan hÖ cña c¸c hμm ngÉu nhiªn )(tX  vμ )(tY . 

NÕu c¸c phÇn thùc vμ ¶o cña hμm ngÉu nhiªn phøc kh«ng t−¬ng quan lÉn nhau, 

tøc 0),( 21 =ttRxy , th×  

 ),(),(),( 212121 ttRttRttR yxz +=                                     (2.11.10) 

NÕu phÇn thùc vμ phÇn ¶o cña hμm ngÉu nhiªn phøc lμ c¸c hμm ngÉu nhiªn dõng 

vμ liªn hÖ dõng, th× zz mtm =)(  vμ zz DtD =)(  lμ nh÷ng ®¹i l−îng kh«ng ®æi, cßn 

)(),( 1221 ttRttR zz −=  chØ phô thuéc vμo mét tham sè 12 tt −=τ . 

Ta sÏ gäi hμm ngÉu nhiªn phøc )(tZ  víi nh÷ng tÝnh chÊt const=zm  vμ 

)(),( 21 τzz RttR =  lμ hμm ngÉu nhiªn dõng theo nghÜa réng. 

§èi víi hμm t−¬ng quan ),( 21 ttRz , tÝnh chÊt sau ®−îc tho¶ m·n 

 ),(),( 12
*

21 ttRttR zz =                                                (2.11.11) 

tøc lμ viÖc ho¸n vÞ c¸c ®èi sè trong hμm t−¬ng quan sÏ cho biÓu thøc liªn hîp phøc víi 

biÓu thøc ban ®Çu. 

§Æc biÖt, ®èi víi hμm phøc dõng ®¼ng thøc sau ®−îc tho¶ m·n 

)()( * ττ zz RR =− , 

®èi víi hμm thùc, ®¼ng thøc nμy biÓu thÞ tÝnh ch½n 

)()( ττ zz RR =− . 

Hμm t−¬ng quan quan hÖ ),( 2121
ttR zz  cña hÖ hai hμm ngÉu nhiªn phøc )(1 tZ  vμ 

)(2 tZ  ®−îc x¸c ®Þnh d−íi d¹ng 

 [ ][ ]{ })()( )()(),( 2
*

2
*
211121 2121

tmtZtmtZMttR zzzz −−=                       (2.11.12) 

§èi víi hμm ),( 2121
ttR zz  hÖ thøc sau tho¶ m·n 

 ),(),( 12
*

21 221
ttRttR zzzz q

=                                         (2.11.13) 

HÖ c¸c hμm ngÉu nhiªn phøc )(1 tZ  vμ )(2 tZ  ®−îc gäi lμ hÖ dõng theo nghÜa réng, 

nÕu nh− ngoμi tÝnh dõng theo cïng nghÜa cña tõng hμm, cßn tho¶ m·n hÖ thøc 

 )()(),(
212121 1221 τzzzzzz RttRttR =−=  (2.11.14) 
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Víi nh÷ng hμm nh− vËy sÏ tho¶ m·n hÖ thøc )()( *

1221
ττ −= zzzz RR , vμ biÓu thøc nμy, 

®èi víi c¸c hμm thùc, sÏ cã d¹ng 

)()(
1221

ττ −= zzzz RR . 

2.12. Tr−êng ngÉu nhiªn vμ c¸c ®Æc tr−ng cña nã 

Bªn c¹nh nh÷ng qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn ®· xÐt trªn ®©y lμ nh÷ng hμm ngÉu nhiªn 

mét ®èi sè, trong khÝ t−îng thñy v¨n rÊt hay gÆp nh÷ng hμm ngÉu nhiªn cña mét sè biÕn 

®éc lËp mμ ng−êi ta gäi lμ nh÷ng tr−êng ngÉu nhiªn. 

Ta sÏ xÐt tr−êng ngÉu nhiªn ),,,( tzyxU , trong ®ã x, y, z lμ nh÷ng to¹ ®é cña ®iÓm 

kh«ng gian, cßn t lμ thêi gian. 

Cã thÓ xem x, y, z, t nh− c¸c to¹ ®é cña mét vect¬ bèn chiÒu nμo ®ã ),,,( tzyxρ  vμ 

ký hiÖu tr−êng ngÉu nhiªn mét c¸ch ®¬n gi¶n d−íi d¹ng )(ρU . 

T−¬ng tù nh− ®èi víi c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn, tr−êng ngÉu nhiªn cã thÓ ®−îc xem 

nh− tËp hîp tÊt c¶ c¸c thÓ hiÖn cña nã, hay nh− tËp hîp tÊt c¶ c¸c l¸t c¾t cña nã, khi hiÓu 

l¸t c¾t cña tr−êng ngÉu nhiªn lμ mét ®¹i l−îng ngÉu nhiªn nhËn ®−îc t¹i nh÷ng trÞ sè 

x¸c ®Þnh cña tÊt c¶ c¸c ®èi sè, tøc lμ víi gi¸ trÞ x¸c ®Þnh cña vect¬ ρ . 

ThÓ hiÖn cña tr−êng ngÉu nhiªn, kÕt qu¶ nhËn ®−îc cña mét lÇn thÝ nghiÖm, sÏ lμ 

mét hμm kh«ng ngÉu nhiªn. Khi ®ã, b»ng c¸ch thay thÕ ®¬n gi¶n t thμnh ρ , tÊt c¶ c¸c 

c«ng thøc ®èi víi c¸c hμm ph©n bè n chiÒu, c¸c m«men gèc vμ m«men trung t©m ®· xÐt ë 

môc 2.2 vμ 2.3 ®èi víi c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn sÏ ®−îc më réng sang cho c¸c tr−êng 

ngÉu nhiªn. 

Ta sÏ gäi hμm ph©n bè n chiÒu cña tr−êng ngÉu nhiªn )(),,,( ρUtzyxU =  lμ hμm 

ph©n bè cña hÖ c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ),( 11 ρUU =  ),( 22 ρUU = ..., ),( nn UU ρ=  tøc lμ  

 
)..., ,,(

)..., ,, ;.., ,,(

2211

2121

nn

nnn

uUuUuUP

uuuF

<<<=
=ρρρ 

                                 (2.12.1) 

§Ó ®Æc tr−ng ®Çy ®ñ cho tr−êng ngÉu nhiªn cÇn biÕt tÊt c¶ c¸c hμm ph©n bè n chiÒu 

cña nã. 

NÕu tån t¹i ®¹o hμm riªng hçn hîp cña c¸c hμm ph©n bè 

)..., ,, ;.., ,,( 2121 nnn uuuF ρρρ 
, th× chóng ®−îc gäi lμ mËt ®é ph©n bè n chiÒu cña tr−êng 

ngÉu nhiªn )..., ,, ;.., ,,( 2121 nnn uuuf ρρρ 
 

 )..., ,, ;.., ,,( 2121 nnn uuuf ρρρ 

n

nnn
n

uuu

uuuF

∂∂∂
ρρρ∂

...

)..., ,, ;..., ,,(

21

2121



=                 (2.12.2) 

Còng nh− ®èi víi c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn, trong thùc tÕ hiÕm khi x¸c ®Þnh ®−îc 

c¸c hμm ph©n bè hoÆc mËt ®é ph©n bè n chiÒu, v× vËy ®Ó ®Æc tr−ng cho c¸c tr−êng ngÉu 

nhiªn chñ yÕu ng−êi ta sö dông c¸c m«men ph©n bè. 

Ta sÏ gäi kú väng to¸n häc cña tÝch n luü thõa t−¬ng øng víi c¸c l¸t c¾t cña tr−êng 

ngÉu nhiªn t¹i n ®iÓm trong miÒn kh«ng−thêi gian lμ m«men gèc n ®iÓm cña tr−êng ngÉu 

nhiªn ),,,()( tzyxUU =ρ  bËc niii +++ ...21  

 ) ..., ,,( 21 ..., , , 21 niii n
m ρρρ  [ ] [ ] [ ]{ }ni

n
ii UUUM )(...)(.)( 21

21 ρρρ =                 (2.12.3) 
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M«men bËc nhÊt 

 [ ] )()()(1 ρρρ 
umUMm ==                                         (2.12.4) 

®−îc gäi lμ kú väng to¸n häc cña tr−êng ngÉu nhiªn. 

§é lÖch cña tr−êng ngÉu nhiªn so víi kú väng to¸n häc cña nã ®−îc gäi lμ tr−êng 

ngÉu nhiªn quy t©m 

 )()()(
0

ρρρ 
umUU −=                                             (2.12.5) 

C¸c m«men gèc cña tr−êng ngÉu nhiªn quy t©m )(
0

ρU  ®−îc gäi lμ c¸c m«men trung 

t©m cña tr−êng )(ρU  

 ) ..., ,,( 21 ..., , , 21 niii n
ρρρμ 





























=

ni

n

ii

UUUM )(...)(.)(
0

2

0

1

0 21

ρρρ 
                (2.12.6) 

M«men trung t©m mét ®iÓm bËc hai 

 [ ]{ } )()()()( 2
2 ρρρρμ 

uu DmUM =−=                                  (2.12.7) 

gäi lμ ph−¬ng sai cña tr−êng ngÉu nhiªn. 

Kú väng to¸n häc vμ ph−¬ng sai cña tr−êng ngÉu nhiªn lμ nh÷ng hμm kh«ng ngÉu 

nhiªn cña c¸c to¹ ®é ®iÓm cña miÒn kh«ng − thêi gian: 

).,,,()(

),,,,()(

tzyxDD

tzyxmm

uu

uu

=
=

ρ
ρ




 

M«men trung t©m hai ®iÓm bËc hai 

 [ ][ ]{ } ),()()( )()(),( 212211211,1 ρρρρρρρρμ 
uuu RmUmUM =−−=             (2.12.8) 

®−îc gäi lμ hμm t−¬ng quan cña tr−êng ngÉu nhiªn. 

Hμm t−¬ng quan Ru( 21, ρρ 
) còng lμ hμm cña to¹ ®é 2 ®iÓm cña miÒn kh«ng−thêi 

gian 

),,,;,,,(),( 2222111121 tzyxtzyxRR uu =ρρ 
 

Hμm t−¬ng quan cña tr−êng ngÉu nhiªn cã tÊt c¶ nh÷ng tÝnh chÊt nh− hμm t−¬ng 

quan cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn. VÝ dô nh−, hμm t−¬ng quan cña tr−êng ngÉu nhiªn còng 

tho¶ m·n tÝnh chÊt ®èi xøng 

),(),( 1221 ρρρρ 
uu RR = . 

Khi gi¸ trÞ cña c¸c ®èi sè vect¬ nh− nhau ρρρ 
== 21  hμm t−¬ng quan biÕn thμnh 

ph−¬ng sai cña tr−êng ngÉu nhiªn 

 )(),( ρρρ 
uu DR =                                                 (2.12.9) 

Ng−êi ta còng xÐt hμm t−¬ng quan chuÈn ho¸ cña tr−êng ngÉu nhiªn 

 
)()(

),(
),(

21

21
21 ρρ

ρρρρ 




uu

u
u

DD

R
r =                                     (2.12.10) 

mμ ®èi víi mçi mét cÆp ®iÓm cè ®Þnh 1ρ  vμ 2ρ  nã lμ hÖ sè t−¬ng quan gi÷a c¸c l¸t c¾t cña 

tr−êng ngÉu nhiªn øng víi c¸c ®iÓm ®ã. 
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Nh÷ng m«men ®· xÐt gäi lμ m«men kh«ng−thêi gian. Hμm t−¬ng quan kh«ng−thêi 

gian cã thÓ ®Æc tr−ng cho sù liªn hÖ gi÷a c¸c gi¸ trÞ cña tr−êng ngÉu nhiªn ë hai ®iÓm 

kh¸c nhau cña kh«ng gian vμ t¹i nh÷ng thêi ®iÓm kh¸c nhau. Ngoμi nh÷ng m«men 

kh«ng−thêi gian ng−êi ta cßn xÐt c¸c m«men thêi gian vμ m«men kh«ng gian riªng biÖt. 

Khi x¸c ®Þnh c¸c m«men thêi gian, c¸c to¹ ®é ®iÓm kh«ng gian cña tr−êng ®−îc xem 

lμ cè ®Þnh vμ chØ nghiªn cøu sù biÕn thiªn cña tr−êng theo thêi gian t¹i ®iÓm cè ®Þnh ®· 

cho cña kh«ng gian. Trong tr−êng hîp nμy chóng ta ®Ò cËp tíi qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn. 

Khi xÐt c¸c m«men kh«ng gian, ng−êi ta cè ®Þnh ®iÓm thêi gian vμ nghiªn cøu 

tr−êng ngÉu nhiªn t¹i thêi ®iÓm ®· cho. Trong tr−êng hîp nμy tr−êng ngÉu nhiªn lμ hμm 

ngÉu nhiªn cña to¹ ®é c¸c ®iÓm kh«ng gian. 

V× c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn ®· ®−îc xÐt ë trªn, b©y giê ta chØ nghiªn cøu chi tiÕt 

h¬n vÒ c¸c tr−êng ngÉu nhiªn kh«ng gian. 

2.13. Tr−êng ngÉu nhiªn ®ång nhÊt vμ ®¼ng h−íng 

Khi nghiªn cøu c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn ta ®· thÊy r»ng ®iÒu kiÖn dõng lμ mét 

®iÒu kiÖn rÊt quan träng, lμm gi¶m nhÑ viÖc m« t¶ qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn. 

§èi víi c¸c tr−êng kh«ng gian, nh÷ng ®iÒu kiÖn t−¬ng tù lμ ®iÒu kiÖn ®ång nhÊt vμ 

®¼ng h−íng. 

Tr−êng ngÉu nhiªn gäi lμ ®ång nhÊt nÕu tÊt c¶ c¸c quy luËt ph©n bè n chiÒu kh«ng 

thay ®æi khi dÞch chuyÓn hÖ ®iÓm nρρρ 
..., ,, 21  theo cïng mét vect¬, tøc lμ, nÕu c¸c hμm 

ph©n bè (mËt ®é ph©n bè) kh«ng thay ®æi khi thay thÕ c¸c l¸t c¾t t−¬ng øng víi c¸c ®iÓm 

nρρρ 
..., ,, 21  b»ng nh÷ng l¸t c¾t t−¬ng øng víi c¸c ®iÓm 00201 ..., ,, ρρρρρρ 

+++ n , víi mäi 

vect¬ 0ρ  bÊt kú. 

§èi víi tr−êng ngÉu nhiªn ®ång nhÊt 

 ) ;() ;( 0111111 ρρρ 
+= ufuf                                          (2.13.1) 

 ), ;,(), ;,( 020121221212 ρρρρρρ 
++= uufuuf                           (2.13.2) 

Khi ®Æt 10 ρρ 
−=  ta nhËn ®−îc 

 )()0 ;() ;( 1111111 ufufuf ==ρ                                        (2.13.3) 

 ) ;,(), ;,( 1221221212 ρρρρ 
−= uufuuf                                 (2.13.4) 

Vμ v× 

 const)();()( 11 ==== 
∞

∞−

∞

∞−
uu mduuufduuufm ρρ 

                          (2.13.5) 

[ ] [ ] =−−=  
∞

− ∞
2121212221121 ),;,()( )(),( duduuufmumuR uuu ρρρρρρ 

 

=−−=  
∞

− ∞
211221u21 );,()m-(u )( duduuufmu u ρρ 

 

 ,     ),()( 1212 ρρρρ  −==−= llRR uu                                 (2.13.6) 
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nªn ®èi víi tr−êng ngÉu nhiªn ®ång nhÊt, kú väng to¸n häc lμ mét ®¹i l−îng kh«ng ®æi 

um , kh«ng phô thuéc vμo c¸c to¹ ®é ®iÓm cña tr−êng, cßn hμm t−¬ng quan 

)(),( 21 lRR uu

 =ρρ  chØ phô thuéc vμo hiÖu c¸c vect¬ 12 ρρ 
−=l . 

Cã thÓ gäi ®iÒu kiÖn ®ång nhÊt ®· nªu cña tr−êng ngÉu nhiªn, t−¬ng tù víi ®iÒu 

kiÖn dõng, lμ tÝnh ®ång nhÊt nghiªm ngÆt. Tr−êng ngÉu nhiªn mμ kú väng to¸n häc lμ 

®¹i l−îng kh«ng ®æi vμ hμm t−¬ng quan chØ phô thuéc vμo mét ®èi sè vect¬ − hiÖu c¸c 

vect¬ l


, ®−îc gäi lμ tr−êng ®ång nhÊt theo nghÜa réng. 

Tr−êng ngÉu nhiªn ®ång nhÊt ®−îc gäi lμ ®¼ng h−íng nÕu tÊt c¶ c¸c quy luËt ph©n 

bè n chiÒu kh«ng thay ®æi ®èi víi mäi phÐp quay hÖ ®iÓm )( ...,),(),( 2211 nnNNN ρρρ 
 xung 

quanh mét trôc bÊt kú ®i qua gèc to¹ ®é vμ khi ph¶n x¹ g−¬ng nh÷ng ®iÓm ®ã so víi mét 

mÆt ph¼ng bÊt kú ®i qua gèc to¹ ®é. 

 Nh− vËy, ®èi víi tr−êng ®ång nhÊt vμ ®¼ng h−íng nh÷ng mËt ®é ph©n bè n chiÒu 

) ...,,,;u...,,,( 21n21 nn uuf ρρρ 
 kh«ng thay ®æi khi dÞch chuyÓn song song, quay vμ ph¶n x¹ 

g−¬ng hÖ ®iÓm )( ...,),(),( 2211 nnNNN ρρρ 
. Khi ®ã, hμm t−¬ng quan ),( 21 ρρ 

uR  ph¶i cã 

cïng mét gi¸ trÞ ®èi víi cÆp ®iÓm bÊt kú )( 11 ρN  vμ )( 22 ρN  mμ ®èi víi chóng modul cña 

hiÖu 12 ρρ 
−=l  nh− nhau, v× nh÷ng cÆp ®iÓm nh− vËy lu«n lu«n cã thÓ ®−îc chËp vμo 

víi nhau nhê phÐp dÞch chuyÓn song song, quay vμ ph¶n x¹ g−¬ng. 

 Do ®ã, hμm t−¬ng quan cña tr−êng ®ång nhÊt vμ ®¼ng h−íng lμ hμm cña mét ®èi 

sè v« h−íng −−= 12 ρρ 
l  kho¶ng c¸ch gi÷a c¸c ®iÓm )( 11 ρN  vμ )( 22 ρN . §«i khi ng−êi ta 

chÊp nhËn ®iÒu kiÖn nμy lμm ®Þnh nghÜa cho tÝnh ®¼ng h−íng cña tr−êng. 

Nh− vËy ®èi víi tr−êng ®ång nhÊt vμ ®¼ng h−íng kú väng to¸n häc lμ ®¹i l−îng 

kh«ng ®æi uu mm =)(ρ , cßn hμm t−¬ng quan lμ hμm cña mét ®èi sè v« h−íng −l  kho¶ng 

c¸ch gi÷a hai ®iÓm, )(),( 21 lRR uu =ρρ 
, trong ®ã 

 
2

12
2

12
2

1212 )()()( zzyyxxl −+−+−=−= ρρ 
                         (2.13.7) 

Bªn c¹nh nh÷ng tr−êng ngÉu nhiªn ®ång nhÊt trong toμn kh«ng gian ba chiÒu, cã 

thÓ xÐt c¸c tr−êng chØ ®ång nhÊt trªn mét ®−êng th¼ng hay trong mét mÆt ph¼ng nμo ®ã, 

mμ ®èi víi chóng tÊt c¶ nh÷ng mËt ®é ph©n bè n chiÒu kh«ng thay ®æi khi dÞch chuyÓn 

song song toμn bé n ®iÓm ®i mét kho¶ng b»ng ®é lín vect¬ 0ρ  song song víi ®−êng th¼ng 

hay mÆt ph¼ng ®· cho. 

T−¬ng tù, cã thÓ xÐt c¸c tr−êng ®¼ng h−íng kh«ng ph¶i trong toμn kh«ng gian ba 

chiÒu, mμ chØ trong mét mÆt ph¼ng nμo ®ã. 

NhiÒu c«ng tr×nh nghiªn cøu vÒ cÊu tróc c¸c tr−êng khÝ t−îng ®· chØ ra sù biÕn ®æi 

kh¸c biÖt ®¸ng kÓ cña c¸c yÕu tè khÝ t−îng theo ph−¬ng ngang vμ ph−¬ng th¼ng ®øng. 

V× vËy khi nghiªn cøu cÊu tróc thèng kª c¸c tr−êng khÝ t−îng quy m« võa vμ lín, 

gi¶ thiÕt vÒ sù gÇn ®ång nhÊt vμ ®¼ng h−íng chØ cã thÓ chÊp nhËn ®−îc ®èi víi tr−êng hai 

chiÒu ph−¬ng ngang. Khi ®ã, gi¶ thiÕt r»ng chØ cã tr−êng ngÉu nhiªn quy t©m, tøc tr−êng 

®é lÖch cña yÕu tè khÝ t−îng ®ang xÐt so víi kú väng to¸n häc cña nã, lμ ®ång nhÊt, cßn 

kh«ng thÓ xem chÝnh kú väng to¸n häc lμ kh«ng ®æi. 
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Gièng nh− ®èi víi qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng, nÕu tr−êng ngÉu nhiªn ®ång nhÊt vμ 

®¼ng h−íng cã tÝnh egodic, th× kú väng to¸n häc vμ hμm t−¬ng quan cña nã cã thÓ t×m 

®−îc b»ng c¸ch lÊy trung b×nh theo mét thÓ hiÖn cho trªn miÒn kh«ng gian ®ñ lín. 

Trong tr−êng hîp nμy kú väng to¸n häc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc  

 =
)(

),,(
1

D

u dxdydzzyxu
v

m                                           (2.13.8) 

trong ®ã D lμ miÒn kh«ng gian trªn ®ã thùc hiÖn lÊy trung b×nh, v lμ thÓ tÝch cña miÒn 

®ã. 

§èi víi tr−êng ph¼ng 

 =
)(

),(
1

D

u dxdyyxu
S

m                                                (2.13.9) 

trong ®ã S lμ diÖn tÝch miÒn ph¼ng D. 

Cã thÓ viÕt nh÷ng c«ng thøc t−¬ng tù ®Ó nhËn hμm t−¬ng quan )(lRu  b»ng c¸ch lÊy 

trung b×nh theo mét thÓ hiÖn 

 [ ][ ]dxdydzmzyxumzyxu
v

lR u

D

uu −+++−=  ),,( ),,(
1

)(
)(1 1

ζηξ           (2.13.10) 

MiÒn 1D  ë ®©y ph¶i sao cho c¸c ®iÓm ),,( ζηξ +++ zyx  kh«ng ®−îc v−ît ra khái 

miÒn D (v1 lμ thÓ tÝch miÒn D1). 

Ng−êi ta nãi tr−êng ®ång nhÊt ®¼ng h−íng cã tÝnh egodic, nÕu kú väng to¸n häc vμ 

hμm t−¬ng quan, nhËn ®−îc b»ng c¸ch lÊy trung b×nh theo mét thÓ hiÖn nhê c¸c c«ng 

thøc (2.13.8), (2.13.10), cã thÓ tiÕn gÇn tíi nh÷ng ®Æc tr−ng t−¬ng øng nhËn ®−îc b»ng 

phÐp lÊy trung b×nh theo tËp hîp tÊt c¶ c¸c thÓ hiÖn, khi t¨ng v« h¹n ®−êng kÝnh miÒn, 

víi x¸c suÊt tuú ý gÇn ®Õn ®¬n vÞ.  Trong thùc tÕ th−êng kh«ng thÓ thùc hiÖn lÊy trung 

b×nh theo kh«ng gian c¸c tr−êng ngÉu nhiªn khÝ t−îng, v× c¸c thÓ hiÖn chØ ®−îc ghi ë mét 

sè nhá c¸c ®iÓm rêi r¹c. 

§Ó ®Æc tr−ng cho tr−êng ®ång nhÊt ®¼ng h−íng, bªn c¹nh hμm t−¬ng quan, cßn sö 

dông hμm cÊu tróc )(lBu  

 [ ]{ }2
)()()( ρρ 

UlUMlBu −+=                                      (2.13.11) 

Gièng nh− ®èi víi qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn, hμm cÊu tróc cña tr−êng ngÉu nhiªn ®−îc 

x¸c ®Þnh ®¬n trÞ qua hμm t−¬ng quan d−íi d¹ng 

 [ ])()0(2)( lRRlB uuu −=                                           (2.13.12) 

§èi víi tr−êng ®ång nhÊt ®¼ng h−íng hμm cÊu tróc lμ hμm cña mét ®èi sè v« h−íng 

ll


= . 

NÕu 0)(lim =
∞→

lRu
l

, cã thÓ biÓu diÔn hμm t−¬ng quan qua hμm cÊu tróc d−íi d¹ng 

 [ ])()(
2

1
)( lBBlR uuu −∞=                                         (2.13.13) 
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Còng nh− trong tr−êng hîp qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng hoμn toμn, ®èi víi tr−êng 

ngÉu nhiªn ®ång nhÊt hoμn toμn, viÖc sö dông hμm t−¬ng quan hay hμm cÊu tróc kh«ng 

cã g× kh¸c biÖt. 

Tuy nhiªn, ®Ó ®Æc tr−ng cho tr−êng ngÉu nhiªn mμ tÝnh ®ång nhÊt chØ lμ gÇn ®óng, 

®«i khi sö dông hμm cÊu tróc sÏ tèt h¬n, nh− ®· nhËn xÐt ë môc 2.7. 

§Æc biÖt ®iÒu nμy x¶y ra khi kh¶o s¸t cÊu tróc kh«ng gian quy m« võa vμ lín cña 

c¸c tr−êng khÝ t−îng, khi mμ nh÷ng kh¸c biÖt vÒ dßng n¨ng l−îng mÆt trêi ®Õn, tÝnh chÊt 

chuyÓn ®éng trªn ®¹i d−¬ng vμ lôc ®Þa vμ nh÷ng nh©n tè kh¸c ph¸ huû tÝnh ®ång nhÊt 

cña tr−êng. 

Tuy nhiªn, khi ®ã cÇn l−u ý r»ng, kh«ng ph¶i bao giê còng nhËn ®−îc c¸c gi¸ trÞ cña 

hμm cÊu tróc )(lBu  theo sè liÖu thùc nghiÖm t¹i nh÷ng kho¶ng l kh¸ lín ®Ó cã thÓ chÊp 

nhËn lμm “gi¸ trÞ b·o hoμ” cña hμm cÊu tróc )(∞uB . 

2.14. Tr−êng vÐct¬ ngÉu nhiªn 

B©y giê ta xÐt tr−êng ngÉu nhiªn vect¬ kh«ng gian, ®−îc cho bëi ®¹i l−îng ngÉu 

nhiªn vect¬: 

).(),,( ρ


UzyxU =  

Ta chän hÖ to¹ ®é ®Ò c¸c vμ ký hiÖu X( ρ ), Y( ρ ), Z( ρ ) lμ c¸c h×nh chiÕu cña U


( ρ ) 

trªn c¸c trôc to¹ ®é t−¬ng øng. Khi ®ã tr−êng ngÉu nhiªn vect¬ cã thÓ ®−îc xÐt nh− lμ hÖ 

ba tr−êng ngÉu nhiªn v« h−íng. 

B»ng c¸ch nh− vËy, qui luËt ph©n bè cña tr−êng vect¬ ngÉu nhiªn U


( ρ ) sÏ lμ hμm 

ph©n bè ba chiÒu cña ba tr−êng ngÉu nhiªn v« h−íng. 

Tr−êng vect¬ U


( ρ ) ®−îc gäi lμ ®ång nhÊt vμ ®¼ng h−íng nÕu tÊt c¶ mËt ®é ph©n 

bè 3n chiÒu cña nã lμ bÊt biÕn ®èi víi phÐp dÞch chuyÓn song song hÖ c¸c ®iÓm N1( ρ 1), 

N2( ρ 2),..., Nn( ρ n) còng nh− khi quay vμ ph¶n x¹ g−¬ng chóng kÌm theo viÖc quay ®ång 

thêi vμ ph¶n x¹ g−¬ng hÖ to¹ ®é trong ®ã c¸c thμnh phÇn vect¬ ®−îc lÊy. 

Trong ®Þnh nghÜa nμy ta gi¶ thiÕt r»ng, tÊt c¶ hÖ c¸c ®iÓm Ni( ρ i) ®−îc quay hoÆc 

ph¶n x¹ g−¬ng cïng víi mét hÖ to¹ ®é cè ®Þnh chøa chóng. Khi ®ã mäi h×nh chiÕu cña 

vect¬ ρ i trong hÖ to¹ ®é cò vμ míi trïng nhau. 

VÒ mÆt h×nh häc, ®iÒu kiÖn ®ång nhÊt vμ ®¼ng h−íng cña tr−êng vect¬ cã nghÜa lμ 

nÕu hÖ to¹ ®é liªn kÕt chÆt víi hÖ thèng c¸c ®iÓm N1, N2,...Nn, th× mËt ®é ph©n bè 3n 

chiÒu cña h×nh chiÕu cña tr−êng trªn c¸c trôc cña hÖ to¹ ®é nμy kh«ng thay ®æi ®èi víi 

mäi sù dÞch chuyÓn, quay, vμ ph¶n x¹ g−¬ng hÖ nμy. 

§èi víi tr−êng vect¬ ®ång nhÊt, ®¼ng h−íng, kú väng to¸n häc cña vect¬ U


( ρ ) 

b»ng 0, M[U


( ρ )] = 0. Thùc vËy, ®èi víi tr−êng ®ång nhÊt M[U


( ρ )] lμ mét vect¬ kh«ng 

®æi, cßn ®èi víi tr−êng ®¼ng h−íng, vect¬ nμy còng kh«ng thay ®æi khi quay, tøc lμ nã 

nhÊt ®Þnh ph¶i b»ng 0. 

TÝnh ®ång nhÊt vμ tÝnh ®¼ng h−íng cña tr−êng vect¬ ®Æt nh÷ng ®iÒu kiÖn x¸c ®Þnh 

lªn c¸c hμm t−¬ng quan cña h×nh chiÕu vect¬ U


( ρ ) trªn c¸c trôc to¹ ®é vμ lªn hμm 

t−¬ng quan quan hÖ gi÷a c¸c h×nh chiÕu kh¸c nhau cña nã. 
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Gi¶ sö X( ρ ), Y( ρ ), Z( ρ ) lμ c¸c h×nh chiÕu cña vect¬ U


( ρ ) trªn c¸c trôc to¹ ®é cña 

hÖ täa ®é x0yz nμo ®ã. 

Khi ®ã cã thÓ ®Æc tr−ng tr−êng vect¬ bëi ba hμm t−¬ng quan: 

),(),,(),,( 212121 ρρρρρρ 
zyx RRR , 

vμ ba hμm t−¬ng quan quan hÖ: 

).,(),,(),,( 212121 ρρρρρρ 
yzxzxy RRR  

§èi víi tr−êng ®ång nhÊt vμ ®¼ng h−íng tÊt c¶ c¸c hμm nμy lμ hμm chØ cña mét ®èi 

sè v« h−íng l = 12 ρρ 
−  lμ kho¶ng c¸ch gi÷a c¸c ®iÓm N1( ρ 1) vμ N2( ρ 2). 

Ta chän hÖ to¹ ®é x0yz nh− sau. §Æt gèc to¹ ®é vμo ®iÓm N1, trôc 0x h−íng däc theo 

vect¬ N1N2, hai trôc cßn l¹i 0y vμ 0z n»m trong mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi nã (h×nh 2.10). 

C¸c hμm t−¬ng quan vμ hμm t−¬ng quan quan hÖ ®èi víi tr−êng ®ång nhÊt ®¼ng 

h−íng kh«ng thay ®æi víi mäi phÐp quay hÖ to¹ ®é. 

Ta quay hÖ to¹ ®é 1800 quanh trôc N1x, khi ®ã h−íng cña c¸c trôc N1y vμ N1z bÞ 

thay ®æi sang h−íng ng−îc l¹i, tõ ®ã ta nhËn ®−îc: 

),()( lRlR xyxy −=  

 ),()( lRlR xzxz −=                                                   (2.14.1) 

cã nghÜa lμ: 

 .0)()( == lRlR xzxy                                                 (2.14.2) 

Nhê phÐp ph¶n x¹ g−¬ng ®èi víi mÆt xN1z ta cã thÓ chuyÓn trôc N1y vÒ N1z vμ N1z 

vÒ N1y, khi ®ã: 

 ),()( lRlR yzyz −=                                                  (2.14.3) 

tøc lμ: 

 .0)( =lRyz                                                      (2.14.4) 

Nhê phÐp quay quanh trôc N1x, cã thÓ chuyÓn N1y sang N1z, khi ®ã: 

 ).()( lRlR zy =                                                   (2.14.5) 

Tõ ®ã thÊy r»ng trong hÖ to¹ ®é ®−îc chän c¸c hμm t−¬ng quan quan hÖ b»ng 0, cßn 

hμm tù t−¬ng quan tho¶ m·n ®iÒu kiÖn (2.14.5). 

Nh− vËy, cã thÓ ®Æc tr−ng cho tr−êng vect¬ ®ång nhÊt ®¼ng h−íng bëi hai hμm 

t−¬ng quan:  

 ( ) ( )[ ] ),()( 21 lGXXMlRx == ρρ 
                                     (2.14.6) 

 ( ) ( )[ ] ),()( 21 lFYYMlRy == ρρ 
                                      (2.14.7) 

ë ®©y X( ρ ) lμ h×nh chiÕu cña tr−êng vect¬ U


( ρ ) theo h−íng vect¬ l


=N1N2, cßn 

Y( ρ ) lμ h×nh chiÕu cña tr−êng nμy theo mét h−íng nμo ®ã vu«ng gãc víi vect¬ l


. 

Hμm Rx(l) th−êng ®−îc ký hiÖu bëi G(l) vμ gäi lμ hμm t−¬ng quan däc cña tr−êng 

vect¬, cßn hμm Ry(l) ®−îc ký hiÖu bëi F(l) vμ gäi lμ hμm t−¬ng quan ngang. 

§èi víi tr−êng vect¬ ngÉu nhiªn ng−êi ta còng ®−a vμo kh¸i niÖm hμm cÊu tróc däc 

vμ ngang. 



 85

 

H×nh 2.10 

Hμm cÊu tróc däc Bτ(l) lμ kú väng to¸n häc cña b×nh ph−¬ng hiÖu c¸c gi¸ trÞ h×nh 

chiÕu cña tr−êng vect¬ ®ång nhÊt ®¼ng h−íng t¹i c¸c ®iÓm N1(ρ1) vμ N2(ρ2) theo h−íng 

vect¬ N1N2. 

( ) ( )[ ]{ }.)( 2
12 ρρτ XXMlB −=                                      (2.14.8) 

 Hμm cÊu tróc ngang Bn(l) lμ kú väng to¸n häc cña b×nh ph−¬ng hiÖu c¸c gi¸ trÞ 

h×nh chiÕu cña tr−êng t¹i c¸c ®iÓm N1 vμ N2 trªn mÆt vu«ng gãc víi vect¬ N1N2. 

( ) ( )[ ]{ }.)( 2
12 ρρ YYMlBn −=                                      (2.14.9) 

Ch−¬ng 3: Ph©n tÝch ®iÒu hoμ qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng  

vμ tr−êng ®ång nhÊt 

§èi víi hμm kh«ng ngÉu nhiªn, ph©n tÝch ®iÒu hoμ ®−îc øng dông hÕt søc réng r·i. 

Ph©n tÝch ®iÒu hoμ lμ biÓu diÔn c¸c hμm tuÇn hoμn d−íi d¹ng chuçi Fourier, cßn hμm 

kh«ng tuÇn hoμn ®−îc biÓu diÔn d−íi d¹ng tÝch ph©n Fourier. 

Ta biÕt r»ng nÕu mét hμm tuÇn hoμn f(t) cã chu kú 2T tho¶ m·n ®iÒu kiÖn Diricle, 

th× cã thÓ khai triÓn nã thμnh chuçi Fourier d¹ng phøc: 

,)( 
∞

−∞=

=
k

t
T

k
i

keCtf
π

                                                     (3.0.1) 

trong ®ã c¸c hÖ sè Fourier Ck ®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc: 

.)(
2

1

−

−
=

T

T

t
T

k
i

k dtetf
T

C
π

                                                  (3.0.2) 

C«ng thøc (3.0.1) cho phÐp biÓu diÔn hμm f(t) d−íi d¹ng tæng v« h¹n c¸c dao ®éng 

®iÒu hoμ víi tÇn sè 
T

k
k

πω =  vμ biªn ®é kC . 

D·y sè phøc Ck ®−îc gäi lμ d·y phæ hay phæ cña hμm f(t). C¸c sè phøc Ck cã thÓ 

®−îc biÓu diÔn d−íi d¹ng: 

 .ki
kk eCC ψ=                                                      (3.0.2) 

D·y sè thùc kC  ®−îc gäi lμ phæ biªn ®é cña hμm f(t), cßn d·y sè kψ  lμ phæ pha cña 

nã. 
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Phæ chØ ra r»ng, trong hμm ®· cho cã nh÷ng dao ®éng lo¹i nμo, tøc lμ cÊu tróc bªn 

trong cña nã ra sao. V× trong tr−êng hîp ®ang xÐt c¸c tÇn sè nhËn nh÷ng gi¸ trÞ rêi r¹c 

T

k
k

πω = , nªn hμm d¹ng (3.0.1) ®−îc gäi lμ hμm cã phæ rêi r¹c. 

T−¬ng tù, nÕu hμm kh«ng chu kú f(t) ®−îc cho trªn toμn trôc sè thùc tho¶ m·n ®iÒu 

kiÖn Diricle vμ kh¶ tÝch tuyÖt ®èi, tøc lμ ®èi víi nã tÝch ph©n 
∞

∞−

dttf )(  tån t¹i, th× cã thÓ 

biÓu diÔn nã d−íi d¹ng tÝch ph©n Fourier: 

 .)()( 
∞

∞−

= ωω ω deFtf ti
                                              (3.0.3) 

ë ®©y: 

 .)(
2

1
)( 

∞

∞−

−= dtetfF tiω

π
ω                                            (3.0.4) 

C¸c c«ng thøc (3.0.3) vμ (3.0.4) ®−îc gäi lμ c«ng thøc biÕn ®æi Fourier. C«ng thøc 

(3.0.4) gäi lμ c«ng thøc biÕn ®æi Fourier trùc tiÕp, cßn (3.0.3) lμ c«ng thøc biÕn ®æi Fourier 

ng−îc. 

Trong c«ng thøc (3.0.3), tæng (3.0.1) theo c¸c gi¸ trÞ rêi r¹c cña tÇn sè ®−îc thay thÕ 

bëi tÝch ph©n theo mäi tÇn sè, cßn c¸c hÖ sè kh«ng ®æi Ck ®−îc thay bëi hμm F(ω) cña ®èi 

sè liªn tôc ω. 

ý nghÜa cña hμm F(ω) ®−îc nhËn thÊy ë chç, h¹ng tö F(ω)eiωtdω trong tÝch ph©n 

(3.0.3) trïng víi kho¶ng tÇn sè nhá (ω, ω+dω), tøc F(ω)dω lμ biªn ®é t−¬ng øng víi 

kho¶ng tÇn sè ®· cho. Do ®ã, F(ω) lμ mËt ®é biªn ®é. Hμm F(ω) ®−îc gäi lμ mËt ®é phæ 

cña hμm f(t), cßn hμm d¹ng (3.0.3) lμ hμm cã phæ liªn tôc. 

Nh− vËy, chóng ta thÊy r»ng t−¬ng øng víi hμm cã phæ rêi r¹c lμ d·y phæ c¸c sè 

phøc Ck cña nã; t−¬ng øng víi hμm f(t) cã phæ liªn tôc lμ mét hμm kh¸c, ®ã lμ mËt ®é phæ 

F(ω) cña nã. 

Tõ c¸c c«ng thøc (3.0.1), (3.0.2) hay (3.0.3), (3.0.4) suy ra r»ng khi ®· cho hμm f(t) 

chóng ta cã thÓ x¸c ®Þnh mét c¸ch duy nhÊt phæ (mËt ®é phæ) cña nã, vμ ng−îc l¹i, nÕu 

cho phæ (mËt ®é phæ) ta cã thÓ x¸c ®Þnh duy nhÊt mét hμm f(t). 

Trong nhiÒu tr−êng hîp, vÝ dô nh− khi gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh, 

thuËn tiÖn h¬n ng−êi ta sö dông mËt ®é phæ cña hμm ®ang xÐt thay cho chÝnh hμm ®ã. 

Ta h·y xÐt viÖc øng dông c«ng cô khai triÓn phæ ®èi víi c¸c hμm ngÉu nhiªn dõng 

vμ c¸c tr−êng ®ång nhÊt vμ ®¼ng h−íng. 

3.1. C¸c qu¸ tr×nh dõng cã phæ rêi r¹c 

Gi¶ sö r»ng cã thÓ biÓu diÔn qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng X(t) trªn kho¶ng  

[−T, T] d−íi d¹ng chuçi v« h¹n c¸c dao ®éng ®iÒu hoμ víi c¸c tÇn sè kh¸c nhau 
T

k
k

πω =  

vμ c¸c biªn ®é ngÉu nhiªn Xk. 

 .)( 
∞

−∞=

=
k

ti
k

keXtX ω
                                                 (3.1.1) 
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Ta sÏ xem r»ng, kú väng to¸n häc cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn b»ng 0, mx=0. NÕu 

kh«ng nh− vËy ta sÏ xÐt qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn qui t©m. Khi ®ã hiÓn nhiªn r»ng, kú väng 

to¸n häc cña tÊt c¶ c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn Xk ph¶i b»ng 0. 

Ta h·y lμm s¸ng tá c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn Xk cÇn tho¶ m·n ®iÒu kiÖn nμo ®Ó cho 

hμm ngÉu nhiªn X(t) cã d¹ng (3.1.1) lμ dõng theo nghÜa réng, tøc lμ ®Ó cho hμm t−¬ng 

quan Rx(t+τ,t) cña nã chØ phô thuéc vμo mét ®èi sè τ vμ kh«ng phô thuéc vμo t. 

Theo ®Þnh nghÜa hμm t−¬ng quan cña mét hμm ngÉu nhiªn phøc (2.11.7) ta cã: 

 [ ])(*)(),( tXtXMttRx ττ +=+                                     (3.1.2) 

Theo (3.1.1), cã thÓ viÕt: 

 
( ).)(  +=+

k

ti
k

keXtX τωτ                                          (3.1.3) 

 .*)(*  −=
l

ti
l

lkeXtX ω
                                          (3.1.4) 

§Æt (3.1.3) vμ (3.1.4) vμo (3.1.1) ta nhËn ®−îc: 

( ) =







=+  −+

l

ti
l

k

ti
kx

kk eXeXMttR ωτωτ *),(   

( )[ ] =












=  ω−τ+ω

k l

tti
lk

lke*XXM [ ] ( )[ ] −+

k l

tti
lk

lkeXXM ωτω*            (3.1.5) 

§Ó cho hμm t−¬ng quan ),( ttRx τ+  kh«ng phô thuéc vμo t, nhÊt thiÕt tæng kÐp 

trong vÕ ph¶i cña (3.1.5) chøa c¸c sè h¹ng cña biÓu thøc 
( )[ ]tti lke ωτω −+

 kh«ng phô thuéc vμo 

t, tøc khi k=l. Do ®ã, ®Ó cho hμm ngÉu nhiªn X(t) lμ dõng th× ®iÒu kiÖn sau ®©y cÇn ph¶i 

®−îc thùc hiÖn: 

 [ ] 0* =lk XXM  khi k≠ l.                                          (3.1.6) 

§iÒu kiÖn (3.1.6) cã nghÜa lμ c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn Xk ph¶i ®«i mét kh«ng t−¬ng 

quan víi nhau. Víi ®iÒu kiÖn (3.1.6) c«ng thøc (3.1.5) ®−îc viÕt d−íi d¹ng: 

 ( ) [ ]=
k

i
kkx

keXXMR .* τωτ                                          (3.1.7) 

C¸c ®¹i l−îng [ ]kk XXM * lμ ph−¬ng sai cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn X. Ký hiÖu chóng 

b»ng Dk, khi ®ã ta nhËn ®−îc: 

 ( ) 
∞

−∞=

=
k

i
kx

keDR .τωτ                                                   (3.1.8) 

§Ó tån t¹i hμm t−¬ng quan th× chuçi (3.1.8) ph¶i héi tô, tøc lμ chuçi: 

 
∞

−∞=

∞

−∞=

=
k

k
k

i
k DeD k .τω

                                                 (3.1.9) 

héi tô. 

Ta gi¶ thiÕt r»ng, cã thÓ khai triÓn 

qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng thμnh chuçi 

(3.1.1) mμ kh«ng nãi g× ®Õn ®iÒu kiÖn khai 
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triÓn nμy. Khi ®ã ta nhËn ®−îc c¸c biªn ®é 

ngÉu nhiªn Xk lμ nh÷ng ®¹i l−îng ngÉu 

nhiªn kh«ng t−¬ng quan víi nhau, cßn hμm 

t−¬ng quan ®−îc x¸c ®Þnh d−íi d¹ng chuçi 

(3.1.8). 
 

H×nh 3.1 

Nhμ to¸n häc x« viÕt E. E. Sluskii ®· chøng minh r»ng, mäi qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn 

dõng cã hμm t−¬ng quan d¹ng (3.1.8) cã thÓ ®−îc biÓu diÔn d−íi d¹ng (3.1.1) vμ ng−îc l¹i. 

§èi víi qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng, phæ lμ ph©n bè ph−¬ng sai cña biªn ®é ngÉu 

nhiªn theo c¸c tÇn sè ωk.  

V× chuçi (3.1.9) ph¶i héi tô, cho nªn sè h¹ng tæng qu¸t cña nã ph¶i dÇn ®Õn 0, tøc 

khi t¨ng tÇn sè ωk th× gi¸ trÞ ph−¬ng sai t−¬ng øng ph¶i tiÕn ®Õn 0. 

Phæ cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn cã thÓ ®−îc biÓu thÞ d−íi d¹ng ®å thÞ, víi trôc hoμnh 

®Æt c¸c gi¸ trÞ biªn ®é, cßn trôc tung lμ ph−¬ng sai t−¬ng øng cña chóng (h×nh 3.1). 

C¸c hμm ngÉu nhiªn dõng d¹ng (3.1.1) ®−îc gäi lμ c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn cã phæ 

rêi r¹c.  

Ph−¬ng sai qu¸ cña tr×nh ngÉu nhiªn Dx nhËn ®−îc b»ng c¸ch ®Æt τ=0 vμo c«ng 

thøc (3.1.8).  

 ( ) 
∞

−∞=
==

k
kxx DRD .0                                              (3.1.10) 

Do ®ã, ph−¬ng sai cña hμm ngÉu nhiªn b»ng tæng cña chuçi t¹o thμnh tõ tÊt c¶ c¸c 

tung ®é phæ. 

Qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng d¹ng (3.1.1) cã thÓ phøc, còng cã thÓ thùc. 

Qu¸ tr×nh (3.1.1) lμ thùc nÕu mçi k trong tæng (3.1.1) t−¬ng øng víi mét cÆp hai sè 

h¹ng phøc 
τωki

keX  vμ
τωki

keX −
. 

Khi ®ã 

 ( ) ( )
∞

=

−+=
0

.
k

i
k

i
k

kk eXeXtX τωτω
                                     (3.1.11) 

NÕu viÕt Xk d−íi d¹ng: 

 
22

,
22

* kk
k

kk
k

B
i

A
X

B
i

A
X +=−=                                    (3.1.12) 

ta nhËn ®−îc: 

 

( )

( ) tBtAtit
B

i
A

tit
B

i
A

eXeX

kkkkkk
kk

kk
kki

k
i

k
kk

ωωωω

ωωτωτω

sincossincos
22

sincos
22

+=−





 ++

++





 −=+ −

                (3.1.13) 

§Æt (3.1.13) vμo (3.1.11) ta ®−îc qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng thùc: 
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 ( ) ( )
∞

=

+=
0

sincos
k

kkkk tBtAtX ωω                                   (3.1.14) 

trong ®ã Ak vμ Bk lμ c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn thùc cã kú väng to¸n häc b»ng kh«ng. 

Tr−êng hîp riªng, khi ¸p dông ®iÒu kiÖn (3.1.6) cho hai h¹ng tö kh¸c nhau 
τωki

keX  

vμ 
τωki

keX −*
, ta nhËn ®−îc: 

 ( )[ ] [ ] 0
** == kkkk XXMXXM                                     (3.1.15) 

Tõ ®ã ta cã: 

 

[ ]

[ ] [ ] [ ]{ } 02
4

1

22

22

2

=−−=

=

















 −=

kkkk

kk
kk

BAiMBMAM

B
i

A
MXXM

                            (3.1.16) 

§ång nhÊt b»ng kh«ng c¶ phÇn thùc vμ phÇn ¶o, ta nhËn ®−îc: 

 [ ] [ ] kkk dBMAM == 22
                                         (3.1.17) 

 [ ] 0=kk BAM                                                (3.1.18) 

tøc lμ c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn Ak vμ Bk kh«ng t−¬ng quan víi nhau vμ cã cïng ph−¬ng 

sai. Tõ ®¼ng thøc (3.1.6) ta nhËn ®−îc tÝnh kh«ng t−¬ng quan ®«i mét cña c¸c ®¹i l−îng 

Ak, Al, Bk, Bl khi k ≠ l. 

Ta biÓu diÔn Dk qua dk 

[ ] =













 −





 −==

2222
* kkkk

kkk

B
i

AB
i

A
MXXMD  

 [ ] [ ]{ }
24

1 22 k
kk

d
BMAM =+=                                          (3.1.19) 

Khi ®ã c«ng thøc ®èi víi hμm t−¬ng quan (3.1.8) ®−îc viÕt l¹i d−íi d¹ng: 

 [ ] 
∞

=

∞

=

− =+=
00

cos2
2

)(
k

k
k

k

ii
kx

d
eeDR kk τωτ τωτω

                            (3.1.20) 

tøc lμ 

 
∞

=

=
0

cos)(
k

kkx dR τωτ                                             (3.1.21) 

§èi víi qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn thùc c¸c tÇn sè ωk vμ −ωk t−¬ng øng víi cïng biªn ®é 

Dk, do vËy, phæ cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn thùc ®èi xøng ®èi víi trôc tung (h×nh 3.1) vμ cã 

thÓ chØ cÇn x©y dùng nã cho nh÷ng gi¸ trÞ tÇn sè d−¬ng. 

3.2. C¸c qu¸ tr×nh dõng cã phæ liªn tôc 

Kh«ng ph¶i mäi qu¸ tr×nh dõng ®Òu lμ qu¸ tr×nh cã phæ rêi r¹c. Tuy nhiªn cã thÓ 

chØ ra r»ng bÊt kú qu¸ tr×nh dõng nμo còng cã thÓ ®−îc biÓu diÔn nh− lμ giíi h¹n cña d·y 

c¸c qu¸ tr×nh cã phæ rêi r¹c d¹ng (3.1.1). 

Ta ®−a vμo xÐt hμm ngÉu nhiªn Φ(ω), khi xem r»ng trong kho¶ng tÇn sè Δωk = ωk − 

ωk-1 sè gia cña nã 
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 ( ) ( ) ( )1−Φ−Φ=ΔΦ kkk ωωω                                         (3.2.1) 

b»ng tæng c¸c biªn ®é ngÉu nhiªn Xk trong kho¶ng nμy. 

Mét c¸ch gÇn ®óng, coi tÇn sè trong kho¶ng Δωk kh«ng ®æi vμ b»ng ωk, trªn c¬ së 

(3.1.1) ta cã thÓ viÕt ®¼ng thøc gÇn ®óng: 

 ( ) ( ), ΔΦ≈
k

k
ti ketX ωω

                                           (3.2.2) 

ë ®©y tæng ®−îc lÊy theo mäi kho¶ng tÇn sè Δωk, 

B©y giê ta sÏ t¨ng v« h¹n sè tÇn sè ωk trong (3.2.2), gi¶m v« h¹n hiÖu gi÷a chóng. 

LÊy giíi h¹n ta nhËn ®−îc 

 ( ) ( ),
∞

∞−

Φ= ωω detX ti
                                             (3.2.3) 

trong ®ã, vÕ ph¶i lμ tÝch ph©n Fourier - Stiltex, vμ d−íi dÊu tÝch ph©n kh«ng ph¶i lμ sè 

gia cña ®èi sè nh− trong tÝch ph©n Riman, mμ lμ sè gia cña hμm dΦ(ω). 

BiÓu diÔn qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng X(t) d−íi d¹ng tÝch ph©n Stiltex theo c«ng 

thøc (3.2.3) ®−îc gäi lμ khai triÓn phæ nã. 

Ta x¸c ®Þnh hμm t−¬ng quan cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn biÓu diÔn  theo c«ng thøc 

(3.2.3). §èi víi qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng (3.1.1), hμm t−¬ng quan ®−îc x¸c ®Þnh bëi 

c«ng thøc (3.1.8). C«ng thøc nμy biÓu diÔn hμm kh«ng ngÉu nhiªn Rx(τ) d−íi d¹ng chuçi 

Fourier. Khi ®ã, nÕu khai triÓn (3.1.1) cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t) ®−îc tiÕn hμnh trªn 

kho¶ng biÕn ®æi [−T, T] cña ®èi sè t, th× kho¶ng biÕn ®æi cña ®èi sè τ = t2 − t1 sÏ lμ ®o¹n [-

2T, 2T]. 

Do ®ã, c«ng thøc (3.1.8) lμ khai triÓn hμm t−¬ng quan Rx(τ) trong kho¶ng [−2T, 2T]. 

Khi ®ã, c¸c hÖ sè Fourier Dk cña khai triÓn nμy ®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc: 

 ( )
T

k
deR

T
D k

T

T

ti
xk

k

2
,

4

1 2

2

πωττ ω == 
−

−
                                     (3.2.4) 

Ký hiÖu hiÖu gi÷a hai tÇn sè l©n cËn lμ Δωk 

 
( )

.
22

1

21 TT

k

T

k
kkk

πππωωω =−−=−=Δ −                                  (3.2.5) 

Khi ®ã c«ng thøc (3.1.8) cã thÓ viÕt d−íi d¹ng: 

 ( ) .
2

∞

−∞=

Δ=
k

k
ti

kx
keD

T
R ω

π
τ ω

                                         (3.2.6) 

Ta ®−a vμo hμm 

 ( ) ( ) .
2

1 2

2


−

−=
T

T

ti
x

T
x deRS k ττ

π
ω ω

                                        (3.2.7) 

ChØ sè T nãi lªn r»ng, hμm phô thuéc vμo kho¶ng T. Theo (3.2.4) vμ (3.2.5) ta cã 

 ( ) .
k

k
k

T
x

D
S

ω
ω

Δ
=                                                 (3.2.8) 

§iÒu ®ã chøng tá ( )k
T
xS ω  lμ mËt ®é trung b×nh cña ph−¬ng sai trªn ®o¹n Δωk. 

ThÕ (3.2.8) vμo (3.2.6) ta ®−îc 
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 ( ) ( ) .
∞

−∞=

Δ=
k

k
ti

k
T
xx

keSR ωωτ ω
                                       (3.2.9) 

NÕu T → ∞, cßn Δωk → 0 th× khi lÊy giíi h¹n tæng tÝch ph©n (3.2.9) sÏ trë thμnh tÝch 

ph©n 

 ( ) ( ) .
∞

∞−

= ωωτ ω deSR ti
xx

k                                          (3.2.10) 

C«ng thøc (3.2.10) lμ khai triÓn hμm t−¬ng quan thμnh tÝch ph©n Fourier. Khai 

triÓn nh− vËy cã thÓ thùc hiÖn ®−îc nÕu tÝch ph©n tuyÖt ®èi cña hμm Rx(τ) tho¶ ®iÒu kiÖn 

 ( ) .∞<
∞

∞−

ττ dRx                                                  (3.2.11) 

Khi ®ã, chuyÓn qua giíi h¹n, c«ng thøc (3.2.7) sÏ cã d¹ng 

 ( ) ( ) .
2

1

∞

∞−

−= ττ
π

ω ω deRS ti
xx                                          (3.2.12) 

Hμm Sx(ω) lμ giíi h¹n cña mËt ®é ph−¬ng sai trung b×nh ( )k
T
xS ω  khi Δωk dÇn ®Õn 0, 

tøc lμ biÓu thÞ mËt ®é ph−¬ng sai cña hμm ngÉu nhiªn X(t) khi cho tr−íc tÇn sè ω. Hμm 

nμy ®−îc gäi lμ mËt ®é phæ cña hμm ngÉu nhiªn dõng X(t). MËt ®é phæ lμ hμm kh«ng ©m 

cña tÇn sè. 

C¸c c«ng thøc (3.2.10) vμ (3.2.12) chØ ra r»ng hμm t−¬ng quan Rx(τ) vμ mËt ®é phæ 

Sx(ω) lμ biÕn ®æi Fourier lÉn nhau. Do ®ã, biÕn ®æi Fourier ®èi víi hμm t−¬ng quan cña 

qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng ph¶i lμ hμm kh«ng ©m víi mäi gi¸ trÞ tÇn sè ω. 

N¨m 1934, A. Ia. Khintrin ®· chøng minh r»ng, mçi mét hμm lμ biÕn ®æi ng−îc 

Fourier tõ mét hμm kh«ng ©m, lμ hμm t−¬ng quan cña mét qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng 

nμo ®ã. 

Khi ®Æt τ = 0 vμo c«ng thøc (3.2.10), ta nhËn ®−îc biÓu thøc ®èi víi ph−¬ng sai cña 

hμm ngÉu nhiªn.  

 ( ) ( ) .0 
∞

∞−

== ωω dSRD xxx                                           (3.2.13) 

Tõ ®ã thÊy r»ng, nÕu hμm ngÉu nhiªn X(t) cã ph−¬ng sai h÷u h¹n, th× hμm Sx(ω) lμ 

kh¶ tÝch. Hμm 

 ( ) ( ) .
∞−

=
ω

ωωω dSF xx                                               (3.2.14) 

®−îc gäi lμ hμm phæ hay phæ tÝch ph©n cña hμm ngÉu nhiªn dõng. 

T¹i nh÷ng gi¸ trÞ ω nμo ®ã mËt ®é phæ cã thÓ trë nªn v« h¹n, nh−ng vÉn cßn kh¶ 

tÝch ë l©n cËn c¸c gi¸ trÞ nμy. 

Tõ c¸c c«ng thøc (3.2.10) vμ (3.2.12) ta thÊy r»ng, khi biÕt hμm t−¬ng quan cã thÓ 

t×m ®−îc mËt ®é phæ vμ ng−îc l¹i. Tuy nhiªn, nh− ta sÏ thÊy sau nμy, trong nhiÒu tr−êng 

hîp, sö dông mËt ®é phæ thuËn tiÖn h¬n. 

Thay cho mËt ®é phæ Sx(ω) ng−êi ta th−êng xÐt mËt ®é phæ chuÈn ho¸ sx(ω) 
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 ( ) ( )
( )

( )
.

x

x

x

x
x D

S

dS

S
s

ω

ωω

ωω ==


∞

∞−

                                     (3.2.15) 

Hμm t−¬ng quan chuÈn ho¸ vμ mËt ®é phæ chuÈn ho¸ còng lμ biÕn ®æi Fourier lÉn 

nhau vμ ®−îc x¸c ®Þnh bëi c¸c c«ng thøc:  

 ( ) ( ) .
∞

∞−

= ωωτ ω desr ti
xx                                            (3.2.16) 

 ( ) ( ) .
2

1

∞

∞−

−= ττ
π

ω ω ders ti
xx                                         (3.2.17) 

Theo c«ng thøc (3.2.12) ta cã 

 ( ) ( ) .
2

1

∞

∞−

=− ττ
π

ω ωτ deRS i
xx                                       (3.2.18) 

§èi víi qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn thùc, khi cho τ=−τ’ vμ ®Ó ý ®Õn tÝnh ch½n cña Rx(τ), ta 

nhËn ®−îc 

( ) ( ) =−−=− 
−∞

∞+

− ''
2

1 ' ττ
π

ω ωτ deRS i
xx ( ) ( ).''

2

1 ' ωττ
π

ωτ
x

i
x SdeR =

∞

∞−

−
            (3.2.19) 

Tõ ®ã thÊy r»ng, ®èi víi qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn thùc Sx(ω) còng lμ hμm ch½n, tÝnh 

thùc cña nã suy ra tõ tÝnh thùc cña Rx(τ). 

Do tÝnh ch½n cña Rx(τ) vμ Sx(ω) ®èi víi qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn thùc cã thÓ viÕt 

 ( ) ( ) .cos2
0

∞

= ωωτωτ dSR xx                                         (3.2.20) 

 ( ) ( ) .cos
1

0

∞

= τωττ
π

ω dRS xx                                        (3.2.21) 

Ta cã thÓ viÕt c¸c c«ng thøc t−¬ng tù ®èi víi hμm t−¬ng quan chuÈn ho¸ rx(τ) vμ 

mËt ®é phæ chuÈn ho¸ sx(ω) cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn thùc 

 ( ) ( ) .cos2
0

∞

= ωωτωτ dsr xx                                            (3.2.22) 

 ( ) ( ) .cos
1

0

∞

= τωττ
π

ω drs xx                                           (3.2.23) 

§èi víi qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn cã phæ rêi r¹c, phæ gi¸n ®o¹n cña ph−¬ng sai ®−îc 

thay thÕ b»ng phæ liªn tôc víi mËt ®é ph−¬ng sai Sx(ω). Hμm Sx(ω) cã thÓ ®−îc biÓu diÔn 

b»ng ®å thÞ (h×nh 3.2). V× 

 ( ) ( ) .20
0

∞

== ωω dSRD xxx                                            (3.2.24) 

nªn ph−¬ng sai b»ng hai lÇn diÖn tÝch giíi h¹n bëi ®−êng cong Sx(ω) ®−îc x©y dùng ®èi 

víi ω≥0, hoÆc b»ng diÖn tÝch giíi h¹n bëi ®−êng cong Sx(ω) ®−îc x©y dùng trªn toμn 

kho¶ng (−∞, +∞). 



 93

NÕu x©y dùng ®å thÞ mËt ®é phæ chuÈn ho¸ th× diÖn tÝch n»m d−íi nã b»ng 1, v×: 

( ) ( ) .10 == 
∞

∞−

ωω dsr xx                                              (3.2.25) 

 

H×nh 3.2 

§èi víi hÖ c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng vμ liªn hÖ dõng X1(t), X2(t),...,Xn(t), ngoμi 

mËt ®é phæ cña mçi qu¸ tr×nh 
ixS (ω), ng−êi ta cßn xÐt mËt ®é phæ quan hÖ 

ji xxS (ω), lμ 

biÕn ®æi Fourier lÉn nhau víi c¸c hμm t−¬ng quan quan hÖ t−¬ng øng 
ji xxR (τ). 

 ( ) ( ) .
∞

∞−

= ωωτ ωτ deSR i
xxxx jiji

                                          (3.2.26) 

 ( ) ( ) .
2

1

∞

∞−

−= ττ
π

ω ωτ deRS i
xxxx jiji

                                       (3.2.27) 

Ta sÏ x¸c ®Þnh c¸c mËt ®é phæ cña c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng ®· xÐt trong môc 

2.5. 

1. Gi¶ sö qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng X(t) cã hμm t−¬ng quan chuÈn ho¸ 

 ( ) 0, >= − ατ ταeRx .                                            (3.2.28) 

Theo (3.2.17), khi ®ã mËt ®é phæ chuÈn ho¸ ®−îc x¸c ®Þnh d−íi d¹ng 

( ) ( ) ( ) =
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∞
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ii
                               (3.2.29) 

§©y lμ mét hμm ch½n, ®¹t gi¸ trÞ cùc ®¹i b»ng 
aπ
1

 khi tÇn sè ω = 0. 

Ta h·y xÐt sù phô thuéc vμo tham sè α cña hμm t−¬ng quan vμ mËt ®é phæ t−¬ng 

øng víi nã. 

Trªn h×nh 3.3a,b ®· dÉn ra c¸c ®å thÞ r(τ) vμ s(ω) t−¬ng øng víi c¸c gi¸ trÞ α = 0,5; 1; 

3. 

Tõ h×nh 3.3a thÊy r»ng, khi t¨ng tham sè α, hμm t−¬ng quan gi¶m nhanh h¬n, tøc 

lμ víi cïng mét kho¶ng τ, mèi quan hÖ t−¬ng quan gi÷a c¸c l¸t c¾t X(t) vμ X(t+τ) cña hμm 
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ngÉu nhiªn gi¶m khi α t¨ng. 

Trong môc 2.6 ta gäi ®¹i l−îng T1 trong c«ng thøc (2.6.7) lμ thêi gian t−¬ng quan. 

§èi víi tr−êng hîp ®ang xÐt 

 ( ) 
∞

− ==
0

1

1

α
ττ ατ deT                                              (3.2.30) 

tøc ®¹i l−îng 1/α lμ thêi gian t−¬ng quan, ®Æc tr−ng cho tèc ®é t¾t dÇn cña mèi liªn hÖ 

t−¬ng quan. 

ViÖc so s¸nh c¸c ®−êng cong trªn h×nh 3.3b chØ ra r»ng, víi c¸c gi¸ trÞ α bÐ, mËt ®é 

phæ gi¶m nhanh khi t¨ng tÇn sè ω, tøc lμ c¸c tÇn sè nhá cã gi¸ trÞ chiÕm −u thÕ trong phæ 

cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn. Khi α t¨ng, mËt ®é phæ thay ®æi ®Òu ®Æn h¬n, gi¶m chËm h¬n 

theo tÇn sè t¨ng. §èi víi c¸c gi¸ trÞ α lín, khi t¨ng ω, mËt ®é phæ gi¶m rÊt chËm, hÇu 

nh− kh«ng ®æi vμ b»ng s(0) trªn mét d¶i tÇn sè kh¸ lín. 

Qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn mμ mËt ®é phæ cña nã kh«ng ®æi trong mäi d¶i tÇn sè sx(ω) 

=sx(0)= const, ®−îc gäi lμ ån tr¾ng, t−¬ng tù víi ¸nh s¸ng tr¾ng, mμ ë ®ã thμnh phÇn phæ 

d−êng nh− ®ång nhÊt. VÒ mÆt vËt lý, qu¸ tr×nh nh− vËy lμ kh«ng cã thùc, v× ph−¬ng sai 

( )
∞

∞−

= ωω dSD xx  cña nã trë thμnh v« h¹n. 

 

H×nh 3.3 

Tuy nhiªn, cã thÓ xÐt nã nh− lμ tr−êng hîp tíi h¹n cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn thùc 

cã d¹ng ®ang xÐt khi cho α dÇn tíi v« h¹n. Th«ng th−êng, mét c¸ch gÇn ®óng, qu¸ tr×nh 

ngÉu nhiªn mμ mËt ®é phæ cña nã thay ®æi Ýt trªn mét d¶i tÇn sè ®ñ lín ®−îc xem nh− ån 

tr¾ng khi bá qua c¸c tÇn sè lín. 

2. ( ) 0,
2

>= − ατ ατer   (3.2.31) 

Khi ®ã 

 ( ) .
2

1

2

1 0
24

22

2


∞−







 +−−∞

∞−

−− == τ
π

τ
π

ω α
ωτα

α
ω

ωτατ deedees
i

i
                      (3.2.32) 

B»ng phÐp thay biÕn, tÝch ph©n cuèi cïng ®−îc dÉn vÒ tÝch ph©n Poatx«ng, b»ng 

π . Tõ ®ã 
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 ( ) α
ω

πα
ω 4

2

2

1 −
= es                                                 (3.2.33) 

Trªn h×nh 3.4 a,b dÉn ra c¸c ®å thÞ r(τ) vμ s(ω) ®èi víi α = 0,5, 1 vμ 3. 

Tõ h×nh 3.4 thÊy r»ng, tÝnh chÊt phô thuéc cña r(τ) vμ s(ω) vÒ mÆt ®Þnh tÝnh còng 

gièng nh− trong vÝ dô tr−íc, chØ cã d¹ng ®−êng cong bÞ thay ®æi. 

3. ( ) 0,cos >= − αβττ ταer .  (3.2.34) 

BiÓu diÔn cosβτ qua hμm mò theo c«ng thøc Euler 

 ( )βτβτβτ ii ee −+=
2

1
cos                                             (3.2.35) 

Khi ®ã 

( ) ( ) =







+= 

∞

∞−

−−− τ
π

ω ωτβτβττα deeees iii

2

1

2

1
 

 
( ) ( )









+= 

∞

∞−

+−−
∞

∞−

−−− τ
π

τ
π

τβωτατβωτα deedee ii

2

1

2

1

2

1
.                     (3.2.36) 

T−¬ng tù nh− (3.2.29), ta nhËn ®−îc 

( ) ( )[ ] ( )[ ] =








++
+

−+
=

22222

1

βωαπ
α

βωαπ
αωs  

 ( ) ( ) 222222

222

222222

222

44 βωβαω
ωβα

π
α

ωαβαω
ωβα

π
α

−++
++=

+−−
++=               (3.2.37) 

 

H×nh 3.4 
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H×nh 3.5 

I) α=0,5, β=2; II) α=1, β=1; III) α=2, β=0,5 

Trong tr−êng hîp nμy hμm t−¬ng quan vμ mËt ®é phæ ®−îc x¸c ®Þnh bëi hai tham 

sè α vμ β. Tham sè α x¸c ®Þnh møc ®é suy gi¶m nhanh cña biªn ®é dao ®éng cña hμm 

t−¬ng quan, tham sè β x¸c ®Þnh chu kú cña qu¸ tr×nh dao ®éng ®ã. 

Ta sÏ lμm s¸ng tá tÝnh chÊt phô thuéc cña hμm t−¬ng quan vμ mËt ®é phæ t−¬ng 

øng cña nã vμo mèi quan hÖ cña c¸c tham sè ®ã. 

Trªn h×nh 3.5 a,b dÉn ra ®å thÞ c¸c hμm r(τ) vμ s(ω) cho 3 tr−êng hîp: 1) α = 0,5, β = 

2 (®−êng cong I); 2) α = 1 vμ β=1 (®−êng cong II); 3) α=2, β= 0,5 (®−êng cong III). 

Tõ h×nh 3.5 thÊy r»ng, khi gi¸ trÞ cña tû sè α/β bÐ (®−êng cong I, α/β=0,25) ®å thÞ 

hμm t−¬ng quan gÇn víi dao ®éng ®iÒu hoμ tÇn sè ω. Trong tr−êng hîp nμy mËt ®é phæ cã 

cùc ®¹i biÓu hiÖn râ khi ω=β, trong phæ cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn cã c¸c tÇn sè chiÕm −u 

thÕ gÇn víi tÇn sè β. 

ViÖc t¨ng α/β lμm ®Èy nhanh sù t¾t dÇn cña hμm t−¬ng quan, cùc ®¹i cña mËt ®é 

phæ trë nªn Ýt râ nÐt h¬n. Víi c¸c gi¸ trÞ α/β lín (®−êng cong III, α/β=4), hμm t−¬ng quan 

trªn thùc tÕ chØ kh¸c 0 t¹i nh÷ng trÞ sè τ kh«ng lín. Trong tr−êng hîp nμy, khi t¨ng tÇn 

sè ω, mËt ®é phæ thay ®æi chËm, gÇn víi gi¸ trÞ ban ®Çu s(0) trªn mét d¶i tÇn sè lín. 

4. ( ) 0,cos
2

>= − αβττ ατer   (3.2.38) 

Thay cosβτ theo (3.2.35), ta cã 

 ( ) ( ) ( )








+= 

∞

∞−

+−−
∞

∞−

+− −

dtedes ii τβωατατ

π
τ

π
ω

τβω 22

2

1

2

1

2

1
                     (3.2.39) 

Sö dông vÝ dô 2, ta nhËn ®−îc 
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 ( )
( ) ( )












+=

+−−−
α
βω

α
βω

πα
ω 44

22

4

1
ees                                   (3.2.40) 

Trªn h×nh 3.6 a,b ®· dÉn ra c¸c ®å thÞ r(τ) vμ s(ω) víi c¸c gi¸ trÞ α vμ β nh− trªn 

h×nh 3.5. 

TÝnh chÊt phô thuéc cña hμm t−¬ng quan vμ mËt ®é phæ vμo c¸c tham sè, vÒ ®Þnh 

tÝnh, gièng nh− ë vÝ dô 3. 

5. ( ) 0,0,sincos >>






 += − βατβ
β
αβττ ταer   (3.2.41) 

Khi thay sinβ τ  b»ng hμm mò theo c«ng thøc Euler 

 ( )τβτβτβ ii ee
i

−−=
2

1
sin                                        (3.2.42) 

ta nhËn ®−îc 

( ) += 
∞

∞−

− τβτ
π

ω τα des cos
2

1
 

 
( ) ( )









−+ 
∞

∞−

−+−
∞

∞−

−−− τ
π

τ
πβ

α ωττβωωττβω dede
i

iiiiii

2

1

2

1

2
                     (3.2.43) 

H¹ng thø nhÊt lμ s(ω) trong vÝ dô 3, c¸c h¹ng trong ngoÆc nhän lμ s(ω) trong vÝ dô 

1, nhËn ®−îc khi thay α t−¬ng øng b»ng α−iβ vμ α+iβ. Tõ ®ã ta ®−îc 

( ) ( ) +
−++

++=
222222

222

4 βωβαω
ωβα

π
αωs  

( ) ( ) =








++
+

−+
+ 22222

4

βαω
α

βαω
α

βπ iii
 

 = ( ) 







+−+
+

22222

22

4

2

ωαβαω
βα

π
α

                                     (3.2.44) 

§å thÞ c¸c hμm r(τ) vμ s(ω) ®−îc dÉn ra trªn h×nh 3.7 a,b ®èi víi c¸c gi¸ trÞ α, β nh− 

trªn h×nh 3.5. 

6. ( )






≥

≤≤−
=

0

0
0

0

01

ττ

ττ
τ
τ

τr   (3.2.45) 

Coi qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn lμ thùc, ta cã thÓ tÝnh mËt ®é phæ theo c«ng thøc (3.2.23). 

 ( )  







−=

0

0 0

cos1
1

τ

τωτ
τ
τ

π
ω ds                                  (3.2.46) 

Sö dông c«ng thøc tÝch ph©n theo tõng phÇn, ta nhËn ®−îc 

 ( ) ( )0
0

2
cos1

1 ωτ
τπω

ω −=s                                    (3.2.47) 

Gi¸ trÞ s(0) cÇn ®−îc xÐt nh− lμ giíi h¹n cña s(ω) khi ω tiÕn dÇn tíi 0. 
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 ( ) ( )
π

τωτ
τπωω 2

cos1
1

lim0 0
0

0
20

=−=
→

s                                  (3.2.48) 

Trªn h×nh 3.8 a,b dÉn ra ®å thÞ c¸c hμm r(τ) vμ s(ω) víi c¸c gi¸ trÞ cña tham sè τ0 = 

1, 2, 3. 

Tõ h×nh 3.8 thÊy r»ng, sù thay ®æi cña mËt ®é phæ theo tÇn sè lμ mét qu¸ tr×nh dao 

®éng: s(ω) nhËn c¸c gi¸ trÞ cùc tiÓu 

s(ω) = 0 víi 2,1,
2

0

== k
k

τ
πω ... 

vμ ®¹t c¸c gi¸ trÞ cùc ®¹i gi¶m theo sù t¨ng cña tÇn sè ω. 

Khi t¨ng tham sè τ0 c¸c gi¸ trÞ cùc 

®¹i t−¬ng ®èi cña mËt ®é phæ còng t¨ng 

vμ thÓ hiÖn −u thÕ râ nÐt h¬n trong phæ 

cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn t¹i c¸c tÇn sè 

rêi r¹c riªng biÖt, nhÊt lμ khi tÇn sè ω = 

0. 

Trong tÊt c¶ c¸c tr−êng hîp ®· xÐt, 

c¸c mËt ®é phæ s(ω) lμ nh÷ng hμm kh«ng 

©m víi mäi gi¸ trÞ tÇn sè ω. Do ®ã, theo 

®Þnh lý Khintrin, hμm r(τ), biÕn ®æi 

ng−îc Fourier cña chóng, thËt sù lμ hμm 

t−¬ng quan cña c¸c qu¸ tr×nh ngÉu 

nhiªn dõng. 

 

H×nh 3.6 

I) α=0,5, β=2; II) α=1, β=1; III) α=2, β=0,5 

7. XÐt hμm: 

 ( )








>

≤−
=

0

02
0

2

0

1

ττ

ττ
τ
τ

τ
khi

khi
r                                   (3.2.49) 

Ta sÏ lμm s¸ng tá xem nã cã thÓ lμ hμm t−¬ng quan cña mét qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn 

dõng nμo ®ã kh«ng. Ta t×m mËt ®é phæ ®èi víi nã theo c«ng thøc (3.2.14). 

 ( )  







−=

0

0
2
0

2

cos1
1

τ

τωτ
τ
τ

π
ω ds                                       (3.2.50) 

Sö dông hai lÇn c«ng thøc tÝch ph©n tõng phÇn, ta ®−îc: 

 ( ) 





 −= 0002

0
2

cossin
11 ωττωτ
ωτπω

ωs                               (3.2.51) 

§å thÞ c¸c hμm r(τ) vμ s(ω) dÉn ra trªn h×nh 3.9 a,b. 
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Trong tr−êng hîp nμy mËt ®é phæ kh«ng ph¶i lμ hμm kh«ng ©m víi mäi ω, do ®ã 

r(τ) kh«ng thÓ lμ hμm t−¬ng quan cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng. 

 

H×nh 3.7 

I) α=0,5, β=2; II) α=1, β=1; III) α=2, β=0,5 

 

 

H×nh 3.8 

 

H×nh 3.9 

3.3. Ph©n tÝch ®iÒu hoμ tr−êng ngÉu nhiªn ®ång nhÊt 

 T−¬ng tù nh− qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng, cã thÓ biÓu diÔn tr−êng ngÉu nhiªn ®ång 

nhÊt U(ρ)=U(x,y,z) d−íi d¹ng tÝch ph©n Fourier-Stiltex 

 U( ρ )=  Φ
→

)()( kde ki


ρ
                                                (3.3.1) 

ë ®©y c¸c sãng ph¼ng 
)(

→
ρkie  ®ãng vai trß dao ®éng ®iÒu hoμ, trong ®ã ρ


.k  lμ tÝch v« h−íng 

cña vect¬ k


 vμ vect¬ ρ . TÝch ph©n ®−îc tr¶i trªn toμn kh«ng gian cña vect¬ sãng k


. 

Gi¶ thiÕt r»ng, kú väng to¸n häc cña tr−êng b»ng kh«ng, cßn hμm t−¬ng quan Ru( l


) 

gi¶m kh¸ nhanh trªn kho¶ng v« h¹n sao cho 
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  ∞<ldlRu


)(                                                      (3.3.2) 

vμ b»ng c¸ch lËp luËn t−¬ng tù nh− ®· xÐt trong môc 3.2 cho tr−êng hîp ba chiÒu, 

ta cã thÓ viÕt hμm t−¬ng quan d−íi d¹ng 

 Ru( l


) = 
→

kdkSe u
kli


)()(

                                               (3.3.3) 

trong ®ã d k


 lμ yÕu tè thÓ tÝch trong kh«ng gian sãng, cßn hμm Su( k


) ®−îc gäi lμ mËt ®é 

phæ ba chiÒu, nã ph¶i lμ mét hμm kh«ng ©m. 

Hμm t−¬ng quan lμ biÕn ®æi ng−îc Fourier ba chiÒu cña mËt ®é phæ. Tõ ®ã, gièng 

nh− phÐp biÕn ®æi Fourier ®èi víi hμm t−¬ng quan, cã thÓ x¸c ®Þnh mËt ®é phæ theo c«ng 

thøc 

 Su( k


) = 
→

− ldlRe u
kli


)(

8

1 )(
3π

                                         (3.3.4) 

Trong tr−êng hîp U( ρ ) lμ tr−êng ®ång nhÊt ®¼ng h−íng, hμm t−¬ng quan lμ hμm 

cña ®èi sè v« h−íng l= 12 ρρ 
− . Khi ®ã dÔ dμng tÝnh ®−îc tÝch ph©n trong c«ng thøc 

(3.3.4) khi chuyÓn vÒ to¹ ®é cÇu. 

Ta biÓu diÔn tÝch v« h−íng lk

.  d−íi d¹ng 

 lk

. = klcos(

^

.lk


)                                                   (3.3.5) 

H−íng hÖ to¹ ®é cÇu sao cho gãc gi÷a c¸c vect¬ k


 vμ l


 trïng víi mét to¹ ®é cÇu − 

gãc θ. Khi ®ã 

Su( k


) = 
→

− ldlRe u
kli


)(

8

1 )(
3π

 =   
∞

−

0

2

0 0

2cos
3

sin)(
8

1 π π
θ ϕθθ

π
dlddllRe u

ikl
             (3.3.6) 

B»ng phÐp thay biÕn cosθ=t trong tÝch ph©n hai líp ta nhËn ®−îc 

  −− =
π

θ
π π

θ θθπϕθθ
0

cos
2

0 0

cos sin2sin dedde iklikl
= )sin(

4
2

1

1

kl
kl

dte iklt ππ =
−

−
.          (3.3.7) 

§Æt (3.3.7) vμo (3.3.6) ta ®−îc 

 
∞

=
0

2
2

)(
)sin(

2

1
)( dlllR

kl

kl
kS uu π


                                       (3.3.8) 

Tõ ®ã thÊy r»ng, mËt ®é phæ cña tr−êng ®ång nhÊt ®¼ng h−íng lμ hμm cña mét ®èi 

sè v« h−íng k. 

 
∞

=
0

2
2

)(
)sin(

2

1
)( dlllR

kl

kl
kS uu π

                                       (3.3.9) 

§èi víi tr−êng ®ång nhÊt ®¼ng h−íng, khi sö dông ph−¬ng ph¸p t−¬ng tù ®Ó tÝnh 

tÝch ph©n (3.3.3), ta nhËn ®−îc  

 
∞

=
0

2)(
)sin(

4)( dkkkS
kl

kl
lR uu π                                     (3.3.10) 

V× mËt ®é phæ ph¶i lμ hμm kh«ng ©m, nªn c¸c hμm t−¬ng quan Ru(l) cña tr−êng 

®ång nhÊt ®¼ng h−íng chØ cã thÓ lμ nh÷ng hμm sao cho tÝch ph©n (3.3.9) kh«ng ©m víi 
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mäi k≥0. 

§èi víi tr−êng ®ång nhÊt ®¼ng h−íng trªn mÆt ph¼ng, c¸c c«ng thøc cho hμm t−¬ng 

quan Ru(l) vμ mËt ®é phæ Su(k) ®−îc biÓu thÞ nh− nh÷ng phÐp biÕn ®æi Fourier lÉn nhau 

theo c¸c c«ng thøc 

 
→

= kdkSelR u
kli

u


)()( )(

                                            (3.3.11) 

 
→

−= ldlRekS u
kli

u


)(

4

1
)( )(

2π
                                        (3.3.12) 

ë ®©y, d k


 vμ d l


 lμ c¸c yÕu tè diÖn tÝch. 

Khi chuyÓn vÒ to¹ ®é cùc vμ h−íng trôc cùc theo vect¬ k


, ta nhËn ®−îc 

 lk

.  = klcosϕ,                                                (3.3.13) 

tõ ®ã 

  
∞

−=
π

ϕ ϕ
π

2

0 0

cos
2

)(
4

1
)( ldldlRekS u

ikl
u                                    (3.3.14) 

V× 

 )(
2

1 2

0

cos klJde o
ikl = −

π
ϕ ϕ

π
                                          (3.3.15) 

lμ hμm Bessel lo¹i I bËc 0, nªn (3.3.14) ®−îc viÕt d−íi d¹ng 

 
∞

=
0

)()(
2

1
)( ldllRklJkS uou π

                                       (3.3.16) 

ë ®©y, ( ) ( )2
12

2
12 yyxxl −+−= . 

T−¬ng tù, ta nhËn d−îc 

 
∞

=
0

)()(2)( kdkkSklJlR uou π .                                      (3.3.17) 

§Ó cho hμm Ru(l) lμ hμm t−¬ng quan cña tr−êng ®ång nhÊt ®¼ng h−íng trªn mÆt 

ph¼ng th× tÝch ph©n (3.3.16) cÇn ph¶i kh«ng ©m víi mäi k≥0. 

Ta h·y xÐt mét vμi vÝ dô tÝnh mËt ®é phæ. 

1. Gi¶ sö hμm t−¬ng quan cña tr−êng ®ång nhÊt ®¼ng h−íng ba chiÒu cã d¹ng 

 R(l) = 0,2 >− ασ α le                                              (3.3.18) 

Khi ®ã mËt ®é phæ ®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc (3.3.9) 

 S(k) = 
∞

−

0
2

2

)sin(
2

dlklle
k

lα

π
σ

.                                        (3.3.19) 

Ta xÐt tÝch ph©n 

 J = 
∞

−

0

)sin( dlklle lα
                                                (3.3.20) 

Sö dông ph−¬ng ph¸p tÝch ph©n tõng phÇn, ta ®−îc 
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 J = 
∞

−
∞

− +
00

)cos()sin(
1

dlklle
k

dlklle ll αα

αα
                            (3.3.21) 

Sö dông ph−¬ng ph¸p t−¬ng tù cho tÝch ph©n 

 J1 = 
∞

−

0

)cos( dlklle lα
                                              (3.3.22) 

ta cã 

 J1 = 
∞

−
∞

− −
00

)sin()cos(
1

dlklle
k

dlklle ll αα

αα
                             (3.3.23) 

§Æt (3.3.23) vμo (3.3.21) ta ®−îc 

 J = J
k

dlkle
k

dlkle ll
2

2

0
2

2

0

)cos()sin(
1

ααα
αα −+ 

∞
−

∞
−

.                      (3.3.24) 

Tõ ®ã 

 J = 
∞

−




 +

+ 0
22

)cos()sin( dlkl
k

kle
k

l

αα
α α

                              (3.3.25) 

Sö dông hai lÇn ph−¬ng ph¸p tÝch ph©n tõng phÇn cho (3.3.25), ta nhËn ®−îc 

 J = ( )222

2

α
π

+k

k
                                                     (3.3.26) 

§Æt (3.3.26) vμo (3.3.19) cuèi cïng ta ®−îc 

 S(k) = ( )222

2

απ
ασ

+k
                                                 (3.3.27) 

MËt ®é phæ (3.3.27) kh«ng ©m víi mäi gi¸ trÞ cña k, do ®ã hμm (3.3.18) cã thÓ lμ 

hμm t−¬ng quan cña tr−êng ngÉu nhiªn ba chiÒu. §å thÞ cña mËt ®é phæ (3.3.27) ®−îc 

dÉn ra trªn h×nh 3.10). 

 

H×nh 3.10 
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2.  R(l) = 0,
22 >− ασ αle .    (3.3.28) 

MËt ®é phæ trong tr−êng hîp nμy ®−îc x¸c ®Þnh d−íi d¹ng 

 S(k) = ( )
αα

πα
σ

π
σ 4

2/3

2

0
2

2
2

2

8
)sin(

2

k
l edlklle

k

−∞
− =                           (3.3.29) 

Hμm (3.3.29) còng lμ hμm kh«ng ©m víi mäi k, do ®ã hμm (3.3.28) cã thÓ lμ hμm 

t−¬ng quan cña tr−êng ngÉu nhiªn ba chiÒu. §å thÞ mËt ®é phæ (3.3.29) ®−îc biÓu diÔn 

trªn h×nh 3.11. 

3. §èi víi hμm R(l) = 0,0,cos2 >>− βαβσ α le l
  (3.3.30) 

mËt ®é phæ b»ng 

S(k) = 
∞

−

0
2

2

)sin(cos
2

ldlklle
k

l β
π
σ α

( )2424

22224

2

2

2

)2(2

bakk

bbabkk

++
−++=

π
ασ

           (3.3.31) 

trong ®ã a=α2-β2, b=α2+β2.  

§å thÞ S(k) ®−îc biÓu diÔn trªn h×nh 3.12. 

 

H×nh 3.11 

 

H×nh 3.12 

I) α=0.5, β=2; II) α=1, β=1; III) α=2, β=0.5 

Trong tr−êng hîp nμy, S(k)≥0 víi mäi k≥0 chØ khi bÊt ®¼ng thøc α2 >3β2 hay α 

> 3 β ®−îc tho¶ m·n, vμ do ®ã, chØ khi α> 3 β th× hμm Ru(l) míi cã thÓ lμ hμm t−¬ng 

quan cña tr−êng ngÉu nhiªn ba chiÒu. 

Nh− ®· nªu trong môc 3.2, hμm R(τ)= βτσ τα cos2 −e  víi mäi α>0 vμ β>0 cã thÓ lμ 

hμm t−¬ng quan cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng (tr−êng ®ång nhÊt). Hμm t−¬ng quan 

cña tr−êng ngÉu nhiªn ®ång nhÊt ®¼ng h−íng ba chiÒu (hoÆc hai chiÒu) R(l) khi thay thÕ 

l=τ lu«n lu«n cã thÓ lμ hμm t−¬ng quan cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng (tr−êng ®ång 

nhÊt mét chiÒu), v× t¹i tÊt c¶ mäi ®iÓm cña ®−êng th¼ng y=z=0 tr−êng ®ång nhÊt ®¼ng 

h−íng ba chiÒu lμ tr−êng ®ång nhÊt mét chiÒu. 

Nh− ®· nªu ë vÝ dô cuèi cïng, ®iÒu ng−îc l¹i sÏ kh«ng x¶y ra, tøc nÕu hμm R(τ) lμ 

hμm t−¬ng quan cña tr−êng ®ång nhÊt mét chiÒu th× kh«ng thÓ suy ra ®−îc r»ng, mét 

hμm lμ hμm cña kho¶ng c¸ch gi÷a c¸c ®iÓm cã thÓ lμ hμm t−¬ng quan cña tr−êng hai 

hoÆc ba chiÒu. 
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Ch−¬ng 4: BiÕn ®æi tuyÕn tÝnh qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng 

4.1. BiÕn ®æi hμm ngÉu nhiªn b»ng to¸n tö tuyÕn tÝnh 

Gi¶ sö hμm ϕ(t) nhËn ®−îc tõ hμm f(t) b»ng c¸ch thùc hiÖn mét sè phÐp to¸n nμo ®ã 

vμ L lμ ký hiÖu qui −íc c¸c phÐp to¸n nμy, tøc L lμ qui t¾c, theo ®ã hμm f(t) biÕn ®æi 

thμnh ϕ(t). Trong to¸n häc, ng−êi ta gäi qui t¾c, theo nã mét tËp hμm ®−îc ¸nh x¹ sang 

mét tËp hîp hμm kh¸c lμ to¸n tö. Ta sÏ nãi r»ng, hμm ϕ(t) lμ kÕt qu¶ t¸c dông to¸n tö L 

lªn hμm f(t), tøc lμ 

 ( ) ( ){ }tfLt =ϕ .                                                     (4.1.1) 

Trong kü thuËt v« tuyÕn vμ c¸c øng dông kü thuËt kh¸c ng−êi ta th−êng gäi hμm 

f(t) lμ t¸c dông lèi vμo, hμm ϕ(t) lμ tÝn hiÖu ra, cßn L to¸n tö cña hÖ lμm biÕn ®æi t¸c dông 

lèi vμo. To¸n tö L ®−îc gäi lμ tuyÕn tÝnh, nÕu nã tho¶ m·n hai ®iÒu kiÖn sau: 

1. ( ){ } ( ){ }xfcLxcfL =     (4.1.2) 

tøc lμ kÕt qu¶ t¸c dông to¸n tö lªn tÝch cña hμm f(t) vμ mét thõa sè kh«ng ®æi c b»ng tÝch 

cña thõa sè ®ã víi kÕt qu¶ t¸c dông to¸n tö ®ã lªn f(t). 

2. ( ) ( ){ } ( ){ } ( ){ }tfLtfLtftfL 2121 +=+   (4.1.3) 

tøc lμ kÕt qu¶ t¸c dông to¸n tö lªn tæng hai hμm b»ng tæng kÕt qu¶ t¸c dông to¸n tö lªn 

mçi hμm riªng biÖt. 

To¸n tö kh«ng tho¶ m·n c¸c ®iÒu kiÖn trªn gäi lμ to¸n tö phi tuyÕn. 

VÝ dô, to¸n tö vi ph©n lμ to¸n tö tuyÕn tÝnh, v× nã tho¶ m·n c¸c ®¼ng thøc 

( ){ } ( ){ }tf
dt

d
ctcf

dt

d
11 =  

vμ 

( ) ( ){ } ( ){ } ( ){ }tf
dt

d
tf

dt

d
tftf

dt

d
2121 +=+ . 

To¸n tö lÊy tÝch ph©n lμ to¸n tö tuyÕn tÝnh. To¸n tö nhËn ®−îc khi t¸c dông liªn 

tiÕp mét vμi to¸n tö tuyÕn tÝnh còng lμ to¸n tö tuyÕn tÝnh. To¸n tö lÊy kú väng to¸n häc 

cña hμm ngÉu nhiªn lμ to¸n tö tuyÕn tÝnh. 

VÝ dô vÒ to¸n tö phi tuyÕn lμ phÐp to¸n n©ng lªn luü thõa, to¸n tö lÊy ph−¬ng sai 

hμm ngÉu nhiªn. 

NÕu hμm ngÉu nhiªn Y(t) lμ kÕt qu¶ t¸c dông cña mét to¸n tö tuyÕn tÝnh L bÊt kú 

lªn hμm ngÉu nhiªn X(t) cã kú väng to¸n häc mx(t) vμ hμm t−¬ng quan Rx(t1,t2), tøc lμ 

 ( ) ( ){ }tXLtY =                                                      (4.1.4) 

th× 

 ( ) ( ){ }tmLtm xy =                                                    (4.1.5) 

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }2121 ,, 21 ttRLLttR x
tt

y =                                           (4.1.6) 

nghÜa lμ my(t) nhËn ®−îc b»ng c¸ch t¸c dông to¸n tö L lªn mx(t), Ry(t1,t2) nhËn ®−îc b»ng 

c¸ch t¸c dông hai lÇn to¸n tö L lªn hμm Rx(t1,t2), ®Çu tiªn theo ®èi sè thø nhÊt t1, sau ®ã 

theo ®èi sè thø hai t2. 
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Thùc vËy, 

 ( ) ( ){ }[ ]tXLMtmy =                                                 (4.1.7) 

To¸n tö L t¸c dông lªn biÕn t, to¸n tö t×m kú väng to¸n häc tiÕn hμnh lÊy trung 

b×nh tung ®é cña hμm ngÉu nhiªn (khi cè ®Þnh t) theo tËp hîp tÊt c¶ c¸c gi¸ trÞ cã thÓ cña 

®¹i l−îng ngÉu nhiªn X(t), còng lμ to¸n tö tuyÕn tÝnh. V× vËy, cã thÓ ®æi chç trËt tù t¸c 

dông cña c¸c to¸n tö M vμ L cho nhau, tøc lμ my(t)= L{M[X(t)]}=L{mx(t)}, vμ ®iÒu ®ã ®· 

chøng minh cho ®¼ng thøc (4.1.5). 

TiÕp theo 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }221121, tmtYtmtYMttR yyy −−= = 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }( )[ ]2211
21211 tmLtXLtmLtXLM x

tt
x

tt −−= = 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }[ 2211
21 tmtXtmtXLLM xx

tt −−= = 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ][ ]{ }2211
21 tmtXtmtXMLL xx

tt −−= ( ) ( ) ( ){ }21,
21 ttRLL x

tt= . 

 C¸c c«ng thøc ®· tr×nh bμy trong ch−¬ng 2 ®èi víi kú väng to¸n häc vμ hμm t−¬ng 

quan cña ®¹o hμm vμ tÝch ph©n cña hμm ngÉu nhiªn lμ c¸c tr−êng hîp riªng cña (4.1.5) 

vμ (4.1.6). 

ViÖc biÕt Dx(t) lμ ch−a ®ñ ®Ó nhËn ®−îc ph−¬ng sai Dy(t) cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn 

Y(t). Tr−íc hÕt cÇn ph¶i t×m hμm t−¬ng quan Ry(t1,t2) theo c«ng thøc (4.1.6), sau ®ã thÕ 

vμo nã t1=t2=t. 

§Ó t×m c¸c ®Æc tr−ng cña hμm ngÉu nhiªn, lμ kÕt qu¶ t¸c dông to¸n tö phi tuyÕn 

lªn hμm ngÉu nhiªn X(t), th× biÕt mx(t) vμ Rx(t1,t2) còng ch−a ®ñ, v× trong tr−êng hîp nμy 

qui luËt ph©n bè cña hμm X(t) ®ãng mét vai trß quan träng. §èi víi c¸c to¸n tö phi tuyÕn 

cã thÓ nhËn ®−îc nh÷ng kÕt qu¶ t−¬ng ®èi ®¬n gi¶n chØ ë trong mét sè tr−êng hîp riªng. 

Trong tr−êng hîp t¸c dông to¸n tö tuyÕn tÝnh lªn hμm X(t) cã qui luËt ph©n bè 

chuÈn, hμm ngÉu nhiªn Y(t) = L{X(t)} còng tu©n theo qui luËt ph©n bè chuÈn, bëi v× do 

tÝnh chÊt tuyÕn tÝnh cña to¸n tö L, hμm Y(t) cã thÓ chØ nhËn ®−îc nhê tæ hîp tuyÕn tÝnh 

cña mét sè h÷u h¹n hoÆc v« h¹n c¸c tung ®é cña hμm X(t). Nh−ng tõ lý thuyÕt x¸c suÊt 

ta biÕt r»ng, tæ hîp tuyÕn tÝnh c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ph©n bè chuÈn phô thuéc hoÆc 

®éc lËp ®Òu tu©n theo qui luËt ph©n bè chuÈn. 

Do vËy, trong tr−êng hîp X(t) lμ hμm ngÉu nhiªn tu©n theo qui luËt ph©n bè chuÈn, 

th× Y(t) còng tu©n theo qui luËt ph©n bè chuÈn vμ c¸c ®Æc tr−ng my(t), Ry(t1,t2) t×m ®−îc 

hoμn toμn x¸c ®Þnh nã. 

NÕu X(t) kh«ng ph¶i lμ hμm ngÉu nhiªn ph©n bè chuÈn, th× Y(t) còng sÏ kh«ng cã 

cïng qui luËt ph©n bè víi X(t). Qui luËt ph©n bè chuÈn còng sÏ kh«ng ®−îc b¶o toμn nÕu 

to¸n tö L kh«ng tuyÕn tÝnh. 

4.2. BiÕn ®æi tuyÕn tÝnh d−íi d¹ng phæ 

Ta h·y biÓu diÔn phÐp biÕn ®æi tuyÕn tÝnh d−íi d¹ng phæ. Muèn vËy, ta sö dông 

kh¸i niÖm hμm delta Dirac, mét hμm ®−îc sö dông réng r·i trong to¸n häc. 

 Hμm delta δ(t) lμ hμm cã c¸c tÝnh chÊt sau: 
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1) ( )




=∞
≠

=
0

00

t

t
tδ     (4.2.1) 

tøc lμ δ(t) b»ng kh«ng víi mäi gi¸ trÞ t kh¸c kh«ng, cßn t¹i ®iÓm t = 0 th× t¨ng lªn v« h¹n. 

2) TÝch ph©n hμm delta trªn toμn miÒn v« h¹n b»ng ®¬n vÞ 

 ( ) 1=
∞

∞−

dttδ                                                          (4.2.2) 

Hμm delta kh«ng ph¶i lμ hμm theo 

nghÜa th«ng th−êng, mμ lμ mét hμm 

t−îng tr−ng nμo ®ã. Theo nghÜa chÝnh 

x¸c, hμm cã c¸c tÝnh chÊt (4.2.1) vμ 

(4.2.2) kh«ng tån t¹i. Tuy nhiªn cã thÓ 

xÐt hμm δ(t) theo mét nghÜa nμo ®ã 

gièng nh− giíi h¹n cña hμm th«ng 

th−êng. 

Ta lÊy hμm Gauss lμm vÝ dô 

H×nh 4.1 

( ) 2

2

2

2

1 σ

σπ

t

etf
−

= , 

®èi víi hμm nμy hÖ thøc (4.2.2) ®−îc tho¶ m·n. 

Ta sÏ gi¶m ®¹i l−îng σ xuèng, khi ®ã ®å thÞ cña hμm sÏ nhän h¬n (trong nguyªn 

b¶n viÕt lμ ®å thÞ gi·n ra −ND) (h×nh 4.1), gi¸ trÞ cùc ®¹i ( )
σπ2

1
0 =f  sÏ t¨ng, cßn miÒn 

gi¸ trÞ kh¸c kh«ng cña hμm thu hÑp l¹i. LÊy giíi h¹n khi σ→0 ta nhËn ®−îc hμm cã tÝnh 

chÊt cña hμm delta. 

Sö dông kh¸i niÖm giíi h¹n nμy, cã thÓ biÓu diÔn hμm delta d−íi d¹ng tÝch ph©n. 

T−¬ng øng víi môc 1.12, mËt ®é ph©n bè cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ph©n bè chuÈn cã thÓ 

®−îc biÓu diÔn nh− lμ phÐp biÕn ®æi ng−îc Fourier hμm ®Æc tr−ng cña nã, theo (1.12.25) 

hμm nμy cã d¹ng ( ) 2

22σω

ω
−

= eg . Do tÝnh ch½n cña hμm nμy nªn ta cã ®¼ng thøc 

 
∞

∞−

−−−
= ω

πσπ

σω
ωσ deee ti

t

22

22

2

2

2

1

2

1
                                      (4.2.3)  

LÊy giíi h¹n hai vÕ ®¼ng thøc (4.2.3) khi σ→0 ta nhËn ®−îc biÓu diÔn tÝch ph©n 

hμm delta  

 
∞

∞−

−= ω
π

δ ω det ti

2

1
)(                                                (4.2.4) 

NÕu xÐt hμm delta cña ®èi sè t−τ, víi τ lμ mét sè x¸c ®Þnh, th× 

 ( )




=∞
≠

=−
τ
τ

τδ
t

t
t

0
                                                (4.2.5) 
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 ( ) 1=−
∞

∞−

dtt τδ                                                    (4.2.6) 

§èi víi mäi hμm f(t) bÊt kú, liªn tôc t¹i t=τ, ta cã ®¼ng thøc 

 ( ) ( ) ( )tfdtf =−
∞

∞−

ττδτ                                              (4.2.7) 

§iÒu nμy ®−îc suy ra mét c¸ch ®¬n gi¶n nh− sau, mÆc dï kh«ng thËt chÆt chÏ. V× 

δ(t−τ) kh¸c 0 chØ khi t=τ, nªn tÝch ph©n (4.2.7) kh¸c 0 chØ trong kho¶ng [t−ε, t+ε], víi ε>0 

bÐ tuú ý. Tõ ®ã 

( ) ( ) ( ) ( )
+

−

∞

∞−

−=−
ε

ε

ττδτττδτ
t

t

dtfdtf ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tfdttfdttf
t

t

=ττ−δ=ττ−δ= 
∞

∞−

ε+

ε−
 

Ký hiÖu g(t,τ) lμ kÕt qu¶ t¸c dông to¸n tö tuyÕn tÝnh L nμo ®ã lªn hμm delta δ(t−τ) 

t¹i ®iÓm τ cè ®Þnh 

 ( ) ( ){ }τδτ −= tLtg , .                                              (4.2.8) 

Nhê hμm g(t,τ) nμy, ta sÏ biÓu thÞ kÕt qu¶ t¸c dông to¸n tö L ®· cho lªn hμm f(t) 

bÊt kú cho trªn ®o¹n [a,b]. 

T¸c dông to¸n tö tuyÕn tÝnh L lªn hai vÕ ®¼ng thøc (4.2.7), ta ®−îc 

 ( ){ } ( ) ( )=
b

a

dftgtfL τττ,                                            (4.2.9) 

Nh− vËy, hμm ϕ(t)=L{f(t)}, kÕt qu¶ t¸c dông to¸n tö tuyÕn tÝnh L lªn hμm f(t), cã 

thÓ ®−îc biÓu diÔn d−íi d¹ng 

 ( ) ( ) ( )=
b

a

dftgt τττϕ ,                                             (4.2.10) 

Hμm g(t,τ), kÕt qu¶ t¸c dông to¸n tö L lªn hμm delta δ(t−τ), ®−îc gäi lμ hμm träng 

l−îng. (Trong kü thuËt v« tuyÕn ng−êi ta gäi nã lμ hμm chuyÓn xung). 

NÕu hμm f(t) ®−îc cho trong kho¶ng v« h¹n (−∞, +∞) th× cã thÓ viÕt 

 ( ) ( ) ( )
∞

∞−

= τττϕ dftgt ,                                           (4.2.11) 

Trong tr−êng hîp riªng, nÕu to¸n tö L lμ dõng th× hμm träng l−îng chØ phô thuéc 

vμo hiÖu t−τ. Khi ®ã cã thÓ viÕt 

 ( ) ( ) ( )
∞

∞−

−= τττϕ dftgt                                         (4.2.12) 

TÝch ph©n (4.2.12) ®−îc gäi lμ tÝch ph©n chËp cña hμm f(t) vμ g(t). 

Ký hiÖu Sf(ω) vμ Sϕ(ω) lμ biÕn ®æi Fourier (mËt ®é phæ) t−¬ng øng cña c¸c hμm f(t) 

vμ ϕ(t). Khi ®ã ta cã: 

 ( ) ( )
∞

∞−

= ωω ω deStf ti
f                                           (4.2.13) 
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 ( ) ( )
∞

∞−

= ωωϕ ω
ϕ deSt ti

                                          (4.2.14) 

§Æt c¸c biÓu thøc trªn vμo (4.2.12), ta nhËn ®−îc 

 ( ) ( ) ( ) 
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−








−= τωωτωω ωτω

ϕ ddeStgdeS i
f

ti
                      (4.2.15) 

Thay ®æi thø tù lÊy tÝch ph©n trong tÝch ph©n hai líp vμ lμm phÐp ®æi biÕn t−τ=τ1, 

ta ®−îc 

 ( ) ( ) ( ) 
∞

∞−

∞

∞−

−
∞

∞−








= ωττωωω ωτωω

ϕ ddegeSdeS iti
f

ti
11

1                        (4.2.16) 

Ký hiÖu G(ω) lμ biÕn ®æi Fourier (mËt ®é phæ ) cña hμm träng l−îng g(t) 

 ( ) ( )
∞

∞−

−= dtetgG tiω

π
ω

2

1
                                          (4.2.17) 

TÝch ph©n trong mãc vu«ng (4.2.16) b»ng 2πG(ω), tõ ®ã cã thÓ viÕt 

 ( ) ( ) ( )[ ]
∞

∞−

=− 02. ωωπωω ω
ϕ deGSS ti

f                                  (4.2.18) 

§iÒu nμy chøng tá r»ng, biÕn ®æi ng−îc Fourier hμm ( ) ( ) ( )ωπωωϕ GSS f 2−  b»ng 

0, vμ do ®ã ®¼ng thøc sau cÇn ®−îc tho¶ m·n  

 ( ) ( ) ( )ωπωωϕ GSS f 2.= .                                          (4.2.19) 

Hμm: 

 ( ) ( ) ( )
∞

∞−

−== dtetgGL tiωωπω 2                                      (4.2.20) 

®−îc gäi lμ hμm truyÒn cña to¸n tö tuyÕn tÝnh L. Tõ ®ã cã thÓ viÕt (4.2.19) d−íi d¹ng 

 ( ) ( ) ( )ωωωϕ LSS f=  (4.2.21) 

Nh− vËy, mËt ®é phæ Sϕ(ω), kÕt qu¶ cña viÖc t¸c dông to¸n tö tuyÕn tÝnh L lªn hμm 

f(t), b»ng tÝch mËt ®é phæ Sf(ω) cña hμm f(t) vμ hμm truyÒn L(ω) cña to¸n tö. 

4.3 MËt ®é phæ cña phÐp biÕn ®æi tuyÕn tÝnh qu¸ tr×nh  

ngÉu nhiªn dõng  

B©y giê ta xÐt qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng X(t) cã kú väng to¸n häc b»ng 0 vμ hμm 

t−¬ng quan Rx(τ) cho tr−íc. Vμ gi¶ sö mét qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn kh¸c Y(t) lμ kÕt qu¶ t¸c 

dông to¸n tö tuyÕn tÝnh dõng L lªn qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t) 

 ( ) ( ){ }tXLtY = .                                                      (4.3.1) 

Khi ®ã ta cã thÓ biÓu diÔn qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn Y(t) d−íi d¹ng 

 ( ) ( ) ( )
∞

∞−

−= τττ dXtgtY                                                (4.3.2) 

víi g(t−τ) lμ hμm träng l−îng. 
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ThËt vËy, mçi thÓ hiÖn yi(t) cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn Y(t), kÕt qu¶ t¸c dông to¸n tö 

L lªn hμm kh«ng ngÉu nhiªn xi(t) lμ thÓ hiÖn t−¬ng øng cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t), 

vμ do ®ã ®èi víi chóng hÖ thøc (4.3.2) lμ ®óng, khi ®ã nã còng ®óng ®èi víi tËp tÊt c¶ c¸c 

thÓ hiÖn. 

Trong tr−êng hîp to¸n tö tuyÕn tÝnh L ®−îc cho d−íi h×nh thøc mét bé biÕn ®æi 

thùc nμo ®ã, th× nguyªn t¾c cÇn tho¶ m·n lμ kh¶ n¨ng thùc hiÖn ®−îc vÒ mÆt vËt lý, mμ 

theo ®ã ph¶n øng cña bé biÕn ®æi lªn t¸c dông lèi vμo kh«ng thÓ xuÊt hiÖn tr−íc khi b¾t 

®Çu cã t¸c ®éng x¶y ra, tøc lμ hμm träng l−îng g(t−τ) cÇn ph¶i ®ång nhÊt b»ng 0 khi t<τ. 

XuÊt ph¸t tõ ®ã, ®èi víi bé biÕn ®æi thùc, c«ng thøc (4.3.2) cÇn ph¶i viÕt d−íi d¹ng 

 ( ) ( ) ( )
∞−

−=
t

dXtgtY τττ                                              (4.3.3) 

Thùc hiÖn phÐp ®æi biÕn t−τ=τ1, ta ®−îc 

 ( ) ( ) ( )
∞

−=
0

τττ dtXgtY                                              (4.3.4) 

g(t)=0       khi t <0 

Ta x¸c ®Þnh hμm t−¬ng quan qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn Y(t). 

( ) ( ) ( )[ ]== 1121y ,R tYtYMtt  

( ) ( ) ( ) ( ) =




















−








−= 

∞∞

2

0

2221

0

111 ττττττ dtXgdtXgM  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] =








−−=  
∞ ∞

0

1

0

2221121 ττττττ ddtXtXMgg  

 ( ) ( ) ( )
∞∞

+−−=
0

212122

0

11 ττττττ dttRgdg x                                 (4.3.5) 

Tõ ®ã thÊy r»ng, hμm t−¬ng quan Ry(t1,t2) chØ phô thuéc vμo hiÖu t2−t1=τ, tøc Y(t) lμ 

qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng theo nghÜa réng. 

 ( ) ( ) ( ) ( )
∞∞

+−=
0

2122

0

11xR ττττττττ dRgdg x                              (4.3.6) 

Ta x¸c ®Þnh mËt ®é phæ cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn Y(t) 

( ) ( ) == 
∞

∞−

− ττ
π

ω ωτ deR i
y2

1
Sy  

 ( ) ( ) ( )
∞∞∞

∞−

− +−=
0

2122

0

112

1 ττττττττ
π

ωτ dRgdgde x
i

                       (4.3.7) 

Thay ®æi  thø  tù  tÝch ph©n trong tÝch ph©n ba líp vμ lμm phÐp ®æi biÕn τ−τ2+τ1=t, 

ta nhËn ®−îc tÝch cña ba tÝch ph©n mét líp 

 ( ) ( ) ( ) ( )
∞

∞−

−
∞

−
∞

= dtetRdegdeg ti
x

ii ωωτωτ ττττ
π

ω
0

22

0

11y
21

2

1
S .                    (4.3.8) 
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Khi ®ã thõa sè ( ) ( )ω
π

ω
x

ti
x SdtetR =

∞

∞−

−

2

1
 lμ mËt ®é phæ qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t). 

TÝch ph©n ( ) ( )ωττ ωτ L=
0

22
2

∞
− deg i

 lμ hμm truyÒn cña to¸n tö L. V× hμm träng l−îng 

chØ nhËn c¸c gi¸ trÞ thùc, nªn tÝch ph©n ( ) ( )ωττ ωτ *L=
0

11
1

∞

deg i
 lμ ®¹i l−îng liªn hîp phøc 

cña hμm truyÒn. Nh− vËy, c«ng thøc (4.3.8) cã thÓ viÕt d−íi d¹ng 

 ( ) ( ) ( ) ( )ωωωω xy S*LL=S                                           (4.3.9) 

hay 

 ( ) ( ) ( )ωωω x

2

y SL=S                                             (4.3.10) 

Do vËy, mËt ®é phæ cña kÕt qu¶ biÕn ®æi qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng X(t) nhê to¸n 

tö tuyÕn tÝnh dõng L b»ng tÝch mËt ®é phæ cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn vμ b×nh ph−¬ng 

modul hμm truyÒn cña to¸n tö. 

4.4. nghiÖm dõng cña ph−¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh  

cã hÖ sè h»ng sè 

§Ó lμm vÝ dô cho to¸n tö tuyÕn tÝnh ta xÐt ph−¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh cã hÖ sè 

h»ng sè 

( ) ( ) ( ) ( ) =++++ −

−

− tya
dt

tdy
a

dt

tyd
a

dt

tyd
a

n

n

nn

n

n 011

1

1 .....  

 
( ) ( ) ( ) ( )txb

dx

tdx
b

dt

txd
b

dt

txd
b

m

m

mm

m

m 011

1

1 ..... ++++= −

−

−                      (4.4.1) 

Nh− ®· biÕt tõ lý thuyÕt ph−¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh cã vÕ ph¶i, nghiÖm tæng 

qu¸t cña ph−¬ng tr×nh (4.4.1) b»ng tæng cña nghiÖm tæng qu¸t )(ty  cña ph−¬ng tr×nh 

thuÇn nhÊt t−¬ng øng vμ mét nghiÖm riªng bÊt kú cña ph−¬ng tr×nh kh«ng thuÇn nhÊt. 

NghiÖm )(ty  x¸c ®Þnh c¸i gäi lμ dao ®éng tù do hay dao ®éng riªng cña qu¸ tr×nh ®ang 

xÐt, kh«ng phô thuéc vμo hμm x(t). Trªn thùc tÕ th−êng gÆp nh÷ng qu¸ tr×nh æn ®Þnh 

trong ®ã dao ®éng tù do t¾t dÇn theo thêi gian. 

NÕu xÐt mét thêi ®iÓm kh¸ xa so víi thêi ®iÓm ban ®Çu, khi mμ c¸c dao ®éng tù do 

trªn thùc tÕ kh«ng cßn tån t¹i, ta cã thÓ ®Æt )(ty  = 0. Khi ®ã, bμi to¸n dÉn tíi viÖc t×m 

dao ®éng c−ìng bøc y(t) g©y nªn bëi x(t). Ng−êi ta gäi qu¸ tr×nh nh− vËy lμ æn ®Þnh ®Ó 

ph©n biÖt víi qu¸ tr×nh chuyÓn tiÕp mμ ë ®ã cßn tån t¹i dao ®éng tù do. 

Ta ký hiÖu to¸n tö vi ph©n b»ng ch÷ c¸i p, tøc lμ 

 
n

n
n

dt

d
p

dt

d
p

dt

d
p === .....,,,

2

2
2

.                                    (4.4.2) 

Khi ®ã cã thÓ viÕt ph−¬ng tr×nh (4.4.1) d−íi d¹ng ký hiÖu 

(anp
n+ an-1p

n-1 +...+a1p+a0)y(t)=(bmpm+ bm-1p
m-1 +...+b1p+b0)x(t)  (4.4.3) 

§Æt 

 anp
n+ an-1p

n-1 +...+a1p+a0=An(p) 
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 bmpm+ bm-1p
m-1 +...+b1p+b0=Bm(p)                                    (4.4.4) 

ta cã thÓ viÕt (4.4.3) d−íi d¹ng ký hiÖu gän h¬n n÷a 

 ( ) ( )
( ) ( )tx
pA

pB
ty

n

m=                                                  (4.4.5) 

BiÓu thøc 
)(

)(

pA

pB

n

m  lμ to¸n tö ph−¬ng tr×nh vi ph©n (4.4.1) ®−îc viÕt d−íi d¹ng ký 

hiÖu. Cã thÓ nãi r»ng hμm y(t) lμ kÕt qu¶ t¸c dông to¸n tö ®ã lªn hμm x(t). V× ph−¬ng 

tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh cã hÖ sè kh«ng ®æi tho¶ m·n nguyªn lý chång chÊt, tøc nÕu x(t) 

lμ tæng cña mét sè hμm th× nghiÖm y(t) b»ng tæng c¸c nghiÖm cña mçi h¹ng tö riªng rÏ, 

nªn to¸n tö ®ang xÐt lμ tuyÕn tÝnh. Vμ khi ®ã, tõ nh÷ng ®iÒu ®· tr×nh bμy ë môc 4.2, cã 

thÓ t×m nghiÖm y(t), kÕt qu¶ cña viÖc t¸c dông to¸n tö tuyÕn tÝnh (4.4.5) lªn hμm x(t), 

theo c«ng thøc (4.2.12) d−íi d¹ng:  

 ( ) ( ) ( )
∞

∞−

−= τττ dxtgty ,                                              (4.4.6) 

nÕu nh− ®· biÕt hμm träng l−îng g(t−τ) lμ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh vi ph©n (4.4.1), trong 

®ã hμm delta δ(t−τ) ®ãng vai trß lμ x(t). 

Nh− vËy, ®Ó t×m nghiÖm y(t) cña ph−¬ng tr×nh (4.4.1) cÇn t×m nghiÖm cña ph−¬ng 

tr×nh 

 ( ) ( )
( ) ( )τδτ −=− t
pA

pB
tg

n

m                                             (4.4.7) 

®èi víi mäi gi¸ trÞ t khi τ cè ®Þnh vμ ®Æt hμm g(t−τ) t×m ®−îc vμo (4.4.6). 

ThuËn tiÖn h¬n sÏ t×m nghiÖm y(t) d−íi d¹ng phæ khi sö dông c«ng thøc liªn hÖ 

(4.2.21) gi÷a mËt ®é phæ cña c¸c hμm x(t) vμ y(t). Khi ®ã cÇn ph¶i t×m hμm truyÒn L(ω) 

cña to¸n tö 
)(

)(

pA

pB

n

m . 

§Ó t×m hμm truyÒn L(ω) ta xem x(t) lμ dao ®éng ®iÒu hoμ 

 x(t)=eiωt                                                         (4.4.8) 

Khi ®ã, theo (4.4.6), nghiÖm y(t) ®−îc viÕt d−íi d¹ng 

( ) ( ) ( ) ( ) ==−= 
∞

∞−

−
∞

∞−

ττττ τωωτ degdetgty tii
 

 ( ) ( )ωττ ωωτω Ledege tiiti == 
∞

∞−

−
                                        (4.4.9) 

Ta thay (4.4.8) vμ (4.4.9) vμo (4.4.1). V× 

 ( ) tikti
k

k

eie
dt

d ωω ω=                                                (4.4.10) 

( )[ ] ( ) ( ) tikti
k

k

eLiLe
dt

d ωω ωωω =                                        (4.4.11) 

nªn ta cã 

[an(iω)n+ an-1(iω)n-1+...+ a1(iω)+a0]L(ω)eiωt= 
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 =[bm(iω)m+ bm-1(iω)m-1+...+ b1(iω)+b0]e
iωt                              (4.4.12) 

Tõ ®ã ta nhËn ®−îc biÓu thøc ®èi víi hμm truyÒn 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 01

1
1

01
1

1

...

...

aiaiaia

bibibib
L n

n
n

n

m
m

m
m

++++
++++= −

−

−
−

ωωω
ωωωω                           (4.4.13) 

Khi sö dông ký hiÖu (4.4.4) cã thÓ viÕt 

 ( ) ( )
( )ω

ωω
iA

iB
L

n

m=                                                     (4.4.14) 

Nh− vËy, ®Ó x¸c ®Þnh hμm truyÒn, thay cho to¸n tö vi ph©n p, cÇn ph¶i ®Æt vμo 

to¸n tö ph−¬ng tr×nh vi ph©n ®¹i l−îng iω. 

Khi thay biÓu thøc t×m ®−îc cña hμm truyÒn vμo (4.2.21), ta nhËn ®−îc biÓu thøc 

®èi víi mËt ®é phæ Sy(ω) cña nghiÖm ph−¬ng tr×nh vi ph©n 

 ( ) ( )
( ) ( )ω

ω
ωω x

n

m
y S

iA

iB
S =                                               (4.4.15) 

trong ®ã Sx(ω) lμ mËt ®é phæ cña hμm x(t). 

B©y giê ta xÐt tr−êng hîp khi mμ x(t) trong ph−¬ng tr×nh (4.1.4) lμ qu¸ tr×nh ngÉu 

nhiªn dõng X(t) cã kú väng to¸n häc b»ng 0 vμ hμm t−¬ng quan lμ Rx(τ). Ta sÏ x¸c ®Þnh 

hμm t−¬ng quan cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn Y(t) lμ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (4.4.1). 

V× Y(t) lμ kÕt qu¶ t¸c dông to¸n tö tuyÕn tÝnh 
)(

)(

pA

pB

n

m  lªn hμm ngÉu nhiªn dõng 

X(t), nªn, tõ nh÷ng ®iÒu ®· tr×nh bμy trong môc 4.3, Y(t) còng lμ hμm ngÉu nhiªn dõng. 

Khi ®ã gi÷a mËt ®é phæ cña c¸c hμm ngÉu nhiªn X(t) vμ Y(t) x¶y ra hÖ thøc (4.3.10). 

§Æt gi¸ trÞ t×m ®−îc cña hμm truyÒn cña ph−¬ng tr×nh vi ph©n (4.4.14) vμo (4.3.10) 

ta ®−îc 

 ( ) ( )
( ) ( )ω

ω
ωω x

n

m
y S

iA

iB
S

2

= .                                         (4.4.16) 

Khi biÕt mËt ®é phæ Sy(ω), ta cã thÓ t×m ®−îc hμm t−¬ng quan Ry(τ) cña hμm ngÉu 

nhiªn Y(t) theo c«ng thøc 

 ( ) ( )
∞

∞−

= ωωτ ωτ deSR i
yy                                            (4.4.17) 

C¸c vÝ dô 

1. Víi nh÷ng gi¶ thiÕt nhÊt ®Þnh, chuyÓn ®éng mét chiÒu (h×nh chiÕu trªn trôc cho 

tr−íc) trong mÆt ph¼ng ngang cña phÇn tö trong dßng khÝ cã thÓ ®−îc m« t¶ bëi ph−¬ng 

tr×nh  

 
( ) ( ) ( )tFtbv

dt

tdv
m =+                                              (4.4.18) 

ë ®©y v(t) lμ h×nh chiÕu cña xung vËn tèc phÇn tö trªn trôc ®· cho, cßn F(t) lμ h×nh chiÕu 

cña lùc t¸c ®éng lªn phÇn tö do ¶nh h−ëng cña rèi khÝ quyÓn, thμnh phÇn bv(t) ®Æc tr−ng 

cho lùc ma s¸t. 

NÕu chia (4.4.18) cho khèi l−îng phÇn tö m, th× ph−¬ng tr×nh ®−îc viÕt d−íi d¹ng 
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( ) ( ) ( )tFtv

dt

tdv
1=+ α                                               (4.4.19) 

Ph−¬ng tr×nh (4.4.19) lμ ph−¬ng tr×nh Lanjeven. 

Ta sÏ cho r»ng lùc F1(t) lμ hμm ngÉu nhiªn dõng cña thêi gian mμ mËt ®é phæ cña 

nã Sf(ω) cã thÓ nhËn gi¸ trÞ h»ng sè, tøc lμ "ån tr¾ng". 

 Sf(ω)=c=const                                                  (4.4.20) 

Nh− ta ®· chØ ra (xem môc 3.2, vÝ dô 1), mËt ®é phæ kh«ng thÓ h»ng sè trªn toμn 

d¶i tÇn sè, v× nÕu vËy ph−¬ng sai cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn trë nªn v« h¹n. Gi¶ thiÕt 

r»ng mËt ®é phæ cã d¹ng ®−êng cong (h×nh 4.2) Ýt thay ®æi trong mét kho¶ng [−T, T] nμo 

®ã vμ mét c¸ch gÇn ®óng cã thÓ xem nã lμ h»ng sè. 

Khi tÇn sè ω tiÕn ®Õn v« h¹n, S(ω) tiÕn ®Õn 0 rÊt nhanh, ®¶m b¶o tÝnh héi tô cña 

tÝch ph©n ( )
∞

∞−

ωω dS . 

 

H×nh 4.2 

Ta t×m hμm t−¬ng quan cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn V(t) lμ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 

(4.4.9) ë chÕ ®é æn ®Þnh. 

Muèn vËy, ta x¸c ®Þnh hμm truyÒn cña ph−¬ng tr×nh (4.4.9) khi viÕt nã d−íi d¹ng 

ký hiÖu 

 ( ) ( )tF
p

tV 1

1

α+
= .                                           (4.4.21) 

§èi víi ph−¬ng tr×nh (4.4.21) hμm truyÒn ®−îc viÕt d−íi d¹ng 

 ( )
αω

ω
+

=
i

L
1

.                                                 (4.4.22) 

Tõ ®ã ta nhËn ®−îc mËt ®é phæ Sv(ω) cña nghiÖm V(t) d−íi d¹ng 

 ( ) ( )ω
αω

ω fv S
i

S
2

1

+
=                                            (4.4.23) 

hay 

 ( )
22 αω

ω
+

= c
Sv .                                               (4.4.24) 

Tõ c«ng thøc (4.4.24) thÊy r»ng, Sv(ω) gi¶m khi ω t¨ng, vμ d¶i tÇn sè lín, ë ®ã trÞ sè 

Sf(ω) kh¸c gi¸ trÞ c mμ ta ®· thõa nhËn, kh«ng quan träng. 

Khi biÕt mËt ®é phæ Sv(ω) ta cã thÓ t×m ®−îc hμm t−¬ng quan Rv(τ). 

Trong vÝ dô 1 môc 3.2 ta ®· thÊy r»ng mËt ®é phæ 
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( ) ( )22

2

αωπ
ασω
+

=S  

t−¬ng øng víi hμm t−¬ng quan  

( ) ταστ −= eR 2
 

So s¸nh víi (4.4.24) ta thÊy c=
π

ασ 2

, tõ ®ã 
α
πσ c=2

, ta nhËn ®−îc hμm t−¬ng 

quan cña nghiÖm ph−¬ng tr×nh (4.4.19) d−íi d¹ng 

 ( ) τα

α
πτ −= e

c
Rv                                                  (4.4.25) 

Trong môc 2.9 ta ®· chøng tá r»ng, qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn cã hμm t−¬ng quan d¹ng 

(4.4.25) lμ kh«ng kh¶ vi. Cho nªn cÇn lμm chÝnh x¸c ý nghÜa cña ph−¬ng tr×nh (4.4.19). 

TÝnh kh«ng kh¶ vi cña qu¸ tr×nh V(t) lμ hÖ qu¶ cña viÖc do ta nhËn F(t) lμ "ån tr¾ng" cã 

mËt ®é phæ kh«ng ®æi. 

Trong tr−êng hîp nμy, c¸ch gi¶i chÝnh x¸c h¬n lμ xÐt nghiÖm ph−¬ng tr×nh (4.4.19) 

nh− giíi h¹n cña mét d·y nghiÖm nμo ®ã cña ph−¬ng tr×nh nμy víi vÕ ph¶i dõng mμ mËt 

®é phæ cña chóng tiÕn ®Õn mét h»ng sè. 

2. Ta xÐt nghiÖm dõng cña ph−¬ng tr×nh vi ph©n  

 
( ) ( ) ( ) ( )tFtyk

dt

tdy

dt

tyd =++ 2
2

2

2α                                      (4.4.26) 

Ph−¬ng tr×nh d¹ng (4.4.26) m« t¶ nhiÒu qu¸ tr×nh dao ®éng vËt lý. §Æc biÖt, ph−¬ng 

tr×nh (4.4.26) m« t¶ chuyÓn ®éng Brown cña c¸c phÇn tö. Trong tr−êng hîp nμy y(t) lμ 

to¹ ®é phÇn tö t¹i thêi ®iÓm t; 
dt

dyα2  lμ ma s¸t nhít, g©y nªn sù c¶n trë chuyÓn ®éng cña 

phÇn tö, α >0; k2y − lùc ®μn håi; F(t) − lùc x¸o trén ®−îc x¸c ®Þnh bëi sù dao ®éng cña sè 

l−îng c¸c va ch¹m ph©n tö. 

Gi¶ sö r»ng, lùc F(t) lμ qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng cã mËt ®é phæ kh«ng ®æi Sf(ω) = 

c. Theo (4.4.14), hμm truyÒn cña ph−¬ng tr×nh (4.4.26) cã d¹ng 

 ( ) ( ) αωωωαω
ω

ikkii
L

2

1

2

1
2222 +−

=
++

=                            (4.4.27) 

Theo (4.4.16), mËt ®é phæ cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng Y(t), nghiÖm cña ph−¬ng 

tr×nh (4.4.26), ®−îc x¸c ®Þnh d−íi d¹ng 

 ( ) ( ) ( )2222

2

22
22

1

αωωαωω
ω

ik

c
c

ik
S y

+−
=

+−
=                      (4.4.28) 

B»ng c¸ch ký hiÖu 

 
π

ασβα
22

222 2
,

k
ck =+=                                          (4.4.29) 

cã thÓ viÕt biÓu thøc (4.4.28) d−íi d¹ng 

 ( ) 222222

222

4

2
)(

ωαβαω
βα

π
ασω

+−−
+=yS                               (4.4.30) 
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MËt ®é phæ nμy (nh− ®· chØ ra trong môc 3.2, vÝ dô 5) t−¬ng øng víi hμm t−¬ng 

quan 

 






 += − τβ
β
αβτστ τα sincos)( 2eRy .                                 (4.4.31) 

Tõ (4.4.29), biÓu diÔn β vμ σ qua c¸c hÖ sè cña ph−¬ng tr×nh 

 β = 
22 α−k ,           σ2 = 

22 k

c

α
π

,                                     (4.4.32) 

ta viÕt hμm t−¬ng quan (4.4.31) d−íi d¹ng 

 Ry(τ) = 
2k2

c

α
π









−

−
+−− τα

α
ατατα 22

22

22 sincos k
k

ke              (4.4.33) 

Qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn Y(t) cã hμm t−¬ng quan d¹ng (4.4.31) lμ kh¶ vi, tuy nhiªn cã 

thÓ chØ ra r»ng nã kh«ng tån t¹i ®¹o hμm bËc hai. V× vËy, cÇn xÐt nghiÖm cña ph−¬ng 

tr×nh (4.4.26) theo nghÜa nh− ®· chØ ra ®èi víi ph−¬ng tr×nh (4.4.19). 

Ch−¬ng 5: Néi ngo¹i suy vμ lμm tr¬n hμm ngÉu nhiªn 

5.1. §Æt bμi to¸n 

Ta h·y xÐt mét vμi bμi to¸n th−êng gÆp trong khÝ t−îng thuû v¨n.  

1. Ngo¹i suy 

Gi¶ sö cã mét thÓ hiÖn x(t) cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t) trªn kho¶ng biÕn ®æi nμo 

®ã cña tham sè [a,t] x¶y ra tr−íc thêi ®iÓm t. Gi¶ thiÕt r»ng c¸c ®Æc tr−ng cña qu¸ tr×nh 

ngÉu nhiªn X(t) − kú väng to¸n häc vμ hμm t−¬ng quan cña nã, ®· biÕt. Yªu cÇu dù b¸o 

gi¸ trÞ x(t+T) cña thÓ hiÖn nμy t¹i thêi ®iÓm tiÕp theo t+T nμo ®ã, T>0. Ng−êi ta gäi ®¹i 

l−îng T lμ l−îng ng¾m ®ãn. 

Bμi to¸n nμy ®−îc gäi lμ bμi to¸n ngo¹i suy qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn. Do gi¶ thiÕt r»ng 

thÓ hiÖn x(t) ®−îc x¸c ®Þnh chÝnh x¸c, kh«ng cã sai sè ®o, nªn bμi to¸n nμy ®−îc gäi lμ bμi 

to¸n ngo¹i suy thuÇn tuý. 

2. Lμm tr¬n  

Gi¶ sö thÓ hiÖn x(t) cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t) ®−îc x¸c ®Þnh nhê kÕt qu¶ thùc 

nghiÖm, trªn kho¶ng biÕn ®æi [a,t] cña tham sè t, víi sai sè y(t) lμ thÓ hiÖn cña qu¸ tr×nh 

ngÉu nhiªn Y(t), tøc lμ do thùc nghiÖm ta nhËn ®−îc thÓ hiÖn z(t) = x(t) + y(t), víi x(t) lμ 

gi¸ trÞ thùc cña thÓ hiÖn, y(t) lμ sai sè ®o. Gi¶ thiÕt r»ng  ®· biÕt c¸c ®Æc tr−ng cña c¸c 

qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t) vμ Y(t), nh− kú väng to¸n häc, hμm t−¬ng quan vμ hμm t−¬ng 

quan quan hÖ. Yªu cÇu x¸c ®Þnh gi¸ trÞ thùc cña thÓ hiÖn x(t) t¹i thêi ®iÓm t nμo ®ã, cã 

nghÜa lμ t¸ch nã ra khái sai sè ®o. 

Bμi to¸n nμy gäi lμ bμi to¸n lμm tr¬n (läc) qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn. Nã xuÊt hiÖn, 

ch¼ng h¹n, khi t¸ch c¸c tÝn hiÖu h÷u Ých trªn nÒn nhiÔu trong kü thuËt v« tuyÕn, trong 

®ã ng−êi ta gäi gi¸ trÞ thùc lμ c¸c tÝn hiÖu h÷u Ých, cßn sai sè lμm mÐo tÝn hiÖu ®−îc gäi lμ 
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nhiÔu hay ån. 

Trong khÝ t−îng thuû v¨n bμi to¸n nμy n¶y sinh vÒ c¬ b¶n gièng nh− bμi to¸n lo¹i 

bá sai sè ®o khi chØnh lý c¸c sè liÖu thùc nghiÖm. Khi ®ã cã sù kh¸c nhau c¬ b¶n gi÷a bμi 

to¸n lμm tr¬n sè liÖu thùc nghiÖm vμ bμi to¸n t¸ch tÝn hiÖu trong kü thuËt v« tuyÕn. 

Trong kü thuËt v« tuyÕn, vμ nãi chung trong lý thuyÕt hÖ ®iÒu khiÓn tù ®éng, ng−êi ta 

gi¶ thiÕt r»ng, nÕu tÝn hiÖu ®i qua mét thiÕt bÞ ®−îc sö dông ®Ó lμm tr¬n tÝn hiÖu th× ë 

thêi ®iÓm t nμo ®ã chØ cã nh÷ng gi¸ trÞ cña tÝn hiÖu tr−íc thêi ®iÓm nμy ®i qua, mμ kh«ng 

thÓ tÝnh ®Õn nh÷ng gi¸ trÞ vÒ sau cña nã. VÊn ®Ò ë chç c¸i gäi lμ nguyªn lý “nh©n qu¶” vÒ 

mÆt vËt lý cña hÖ. Khi ®ã, ®Ó nhËn ®−îc gi¸ trÞ x(t) ph¶i tiÕn hμnh lμm tr¬n thÓ hiÖn z(t) 

trªn kho¶ng [a,t] nμo ®ã x¶y ra tr−íc thêi ®iÓm nμy. 

Khi lμm tr¬n c¸c sè liÖu thùc nghiÖm b»ng c¸ch tiÕn hμnh tÝnh to¸n thuÇn tuý, 

kh«ng sö dông c¸c thiÕt bÞ vËt lý, chóng ta sÏ kh«ng bÞ phô thuéc vμo c¸c ®iÒu kiÖn nμy 

vμ cã thÓ sö dông tÊt c¶ c¸c gi¸ trÞ cña thÓ hiÖn z(t) ®· cã ®Ó lμm tr¬n, tøc lμ gi¸ trÞ cÇn 

t×m x(t) t¹i thêi ®iÓm t cã thÓ ®−îc x¸c ®Þnh b»ng c¸ch lμm tr¬n c¸c gi¸ trÞ cña thÓ hiÖn 

z(t) trªn toμn ®o¹n [a,b]. 

3. Ngo¹i suy cã lμm tr¬n 

Bμi to¸n ngo¹i suy g¾n liÒn chÆt chÏ víi viÖc lμm tr¬n, v× trªn thùc tÕ ta lu«n lu«n 

nhËn ®−îc thÓ hiÖn cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn mμ ta quan t©m cã chøa c¶ sai sè ®o trong 

®ã. Khi ®ã bμi to¸n ngo¹i suy qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn lμ ë chç, víi thÓ hiÖn ®· cã trªn ®o¹n 

[a,t] 

z(t) = x(t) + y(t) 

ph¶i dù b¸o ®−îc gi¸ trÞ cña thÓ hiÖn x(t) t¹i thêi ®iÓm t+T, T>0. Bμi to¸n nμy ®−îc gäi lμ 

bμi to¸n ngo¹i suy cã lμm tr¬n. Khi T<0 th× bμi to¸n gäi lμ néi suy cã lμm tr¬n. 

Trªn thùc tÕ, bμi to¸n néi suy th−êng xuÊt hiÖn trong c¸c tr−êng hîp do thùc 

nghiÖm gi¸ trÞ cña thÓ hiÖn z(t) cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn ®−îc cho t¹i chuçi nh÷ng gi¸ 

trÞ rêi r¹c cña ®èi sè t1, t2,..., tn trong kho¶ng [a,b] nμo ®ã, vμ yªu cÇu x¸c ®Þnh gi¸ trÞ cña 

thÓ hiÖn x(t) t¹i c¸c thêi ®iÓm trong kho¶ng. Khi kh«ng cã sai sè ®o y(t), nã ®−îc gäi lμ 

bμi to¸n néi suy thuÇn tuý, khi cã sai sè ®o − bμi to¸n néi suy cã lμm tr¬n. 

Khi néi suy c¸c sè liÖu thùc nghiÖm b»ng c¸ch tiÕn hμnh tÝnh to¸n thuÇn tuý, ta 

còng cã thÓ sö dông tÊt c¶ c¸c gi¸ trÞ ®· cho cña thÓ hiÖn z(t), c¶ tr−íc vμ sau thêi ®iÓm t. 

Cã thÓ xÐt c¸c bμi to¸n néi, ngo¹i suy vμ lμm tr¬n nh− mét bμi to¸n chung x¸c ®Þnh 

gi¸ trÞ thùc cña thÓ hiÖn x(t) t¹i gi¸ trÞ tham sè to nμo ®ã theo c¸c gi¸ trÞ ®· biÕt cña thÓ 

hiÖn 

z(t) = x(t) + y(t) 

trªn kho¶ng [a,b] nμo ®ã. 

Ph¸t biÓu to¸n häc cña bμi to¸n ngo¹i suy (néi suy) vμ lμm tr¬n nh− sau. Cho biÕt 

thÓ hiÖn 

 z(t) = x(t) + y(t)                                                   (5.1.1) 

trªn kho¶ng biÕn ®æi cña tham sè [a,b] nμo ®ã, x(t) vμ y(t) lμ thÓ hiÖn cña c¸c qu¸ tr×nh 

ngÉu nhiªn X(t) vμ Y(t) cã c¸c kú väng to¸n häc, hμm t−¬ng quan, hμm t−¬ng quan quan 

hÖ cho tr−íc. Ta sÏ cho r»ng, kú väng to¸n häc mx(t) vμ my(t) b»ng 0. (Trong tr−êng hîp 

ng−îc l¹i ta sÏ xÐt c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn qui t©m t−¬ng øng). 
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Yªu cÇu x¸c ®Þnh gi¸ trÞ x(t0) cu¶ thÓ hiÖn x(t) t¹i thêi ®iÓm t0. §èi víi tr−êng hîp 

ngo¹i suy t0 = b + T, víi T >0. 

T−¬ng tù, t0 = b cho tr−êng hîp lμm tr¬n. 

V× ta ®ang xÐt hμm ngÉu nhiªn nªn c¸i mμ ta quan t©m lμ t×m ph−¬ng ph¸p gi¶i 

bμi to¸n sao cho nhËn ®−îc kÕt qu¶ tèt nhÊt tõ tËp hîp tÊt c¶ c¸c thÓ hiÖn theo nghÜa nμo 

®ã, tøc lμ t×m mét to¸n tö sao cho khi t¸c dông lªn tËp c¸c thÓ hiÖn z(t), sÏ cho gi¸ trÞ tèt 

nhÊt cña thÓ hiÖn x(t0), theo nghÜa nμo ®ã. 

NÕu ký hiÖu to¸n tö cÇn t×m lμ L, ta cã thÓ viÕt 

 X(t0) = L{Z(t)}                                                      (5.1.2) 

hay 

 X(t0) = L{X(t) + Y(t)}                                                (5.1.3) 

Tr−íc hÕt cÇn x¸c ®Þnh tiªu chuÈn chÊt l−îng cña nghiÖm bμi to¸n ®Æt ra lμ g×. 

Trong khu«n khæ lý thuyÕt x¸c suÊt chØ cã thÓ ®¸nh gi¸ chÊt l−îng cña to¸n tö trªn 

ph−¬ng diÖn thèng kª − trung b×nh theo toμn bé tËp thÓ hiÖn cã thÓ cña hμm ngÉu nhiªn. 

Ký hiÖu δ lμ hiÖu gi÷a gi¸ trÞ thùc X(t0) vμ gi¸ trÞ nhËn ®−îc theo c«ng thøc (5.1.2), 

 δ = X(t0) − L{Z(t)}                                                  (5.1.4) 

Cã thÓ gäi to¸n tö L lμ tèt nhÊt nÕu nã lμm cho gi¸ trÞ trung b×nh cña mét hμm ®−îc 

chän nμo ®ã cña hiÖu δ trë nªn cùc tiÓu, vÝ dô nh− kú väng to¸n häc cña modul hiÖu. 

ThuËn tiÖn h¬n, tõ quan ®iÓm to¸n häc, tiªu chuÈn chÊt l−îng lμ lμm cùc tiÓu kú 

väng to¸n häc cña b×nh ph−¬ng hiÖu 

 M[δ 2] = M{[ X(t0) − L{Z(t)}]2}                                       (5.1.5) 

Ta sÏ gäi to¸n tö L lμ tèi −u nÕu nã lμm cho biÓu thøc (5.1.5) trë thμnh cùc tiÓu, vμ 

c«ng thøc (5.1.2) t−¬ng øng víi nã lμ c«ng thøc ngo¹i suy (néi suy) hoÆc lμm tr¬n tèi −u. 

Trªn thùc tÕ hiÖn nay, ta thõa nhËn lêi gi¶i cña bμi to¸n ®· nªu khi cã nh÷ng giíi 

h¹n sau mμ chóng ta sÏ cßn tiÕp tôc xÐt sau nμy: 

1) To¸n tö L lμ tuyÕn tÝnh vμ dõng, tøc kh«ng phô thuéc vμo ®èi sè t; 

2) C¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t) vμ Y(t) lμ dõng vμ liªn hÖ dõng; 

Víi c¸c gi¶ thiÕt ®· nªu, bμi to¸n ®ang xÐt ®−îc gäi lμ bμi to¸n néi, ngo¹i suy vμ 

lμm tr¬n tuyÕn tÝnh tèi −u qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng. LÇn ®Çu tiªn bμi to¸n nμy ®−îc A. 

N. Komogorov [10] ®Ò xuÊt vμ gi¶i quyÕt. T− t−ëng ®ã ®−îc ph¸t triÓn tiÕp trong c«ng 

tr×nh cña N. Viner [32]. 

Ph−¬ng ph¸p gi¶i bμi to¸n ®· nªu phô thuéc vμo kho¶ng mμ trªn ®ã thÓ hiÖn z(t) 

®−îc cho lμ v« h¹n hay h÷u h¹n. 

Ta sÏ xÐt tõng tr−êng hîp riªng biÖt. Trong ®ã, ®èi víi tr−êng hîp kho¶ng h÷u h¹n, 

ta sÏ xem r»ng thÓ hiÖn ®−îc cho t¹i mét sè h÷u h¹n c¸c gi¸ trÞ rêi r¹c cña tham sè t, 

®iÒu mμ th−êng xuyªn x¶y ra trong thùc tÕ ®o ®¹c khÝ t−îng thuû v¨n. 

5.2. Néi, ngo¹i suy tuyÕn tÝnh tèi −u vμ lμm tr¬n hμm ngÉu nhiªn cho trªn 

mét sè ®iÓm h÷u h¹n 

Ta b¾t ®Çu xÐt tõ tr−êng hîp khi ®· biÕt chØ mét sè h÷u h¹n gi¸ trÞ cña thÓ hiÖn 

cu¶ qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng, tøc lμ biÕt c¸c gi¸ trÞ cña thÓ hiÖn z(t) t¹i c¸c thêi ®iÓm 
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t1, t2,..., tn (t1<t2<...<tn). 

NÕu xem c¸c gi¸ trÞ nμy lμ kÕt qu¶ ®o ®¹c cã chøa sai sè, ta cã thÓ viÕt 

 z(tk) = x(tk) + y(tk), k = 1, 2, ..., n,                                     (5.2.1) 

ë ®©y x(tk) lμ gi¸ trÞ thùc cña thÓ hiÖn t¹i thêi ®iÓm tk, cßn y(tk) lμ sai sè ®o. Ta sÏ 

xem c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t) vμ Y(t) lμ dõng vμ liªn hÖ dõng, cßn c¸c ®Æc tr−ng cña 

chóng, nh− kú väng to¸n häc, hμm t−¬ng quan vμ hμm t−¬ng quan quan hÖ, ®· biÕt. 

Kh«ng lμm mÊt tÝnh tæng qu¸t, cã thÓ cho kú väng to¸n häc b»ng 0 khi chuyÓn vÒ 

xÐt c¸c hμm qui t©m t−¬ng øng. 

Cã thÓ viÕt gi¸ trÞ cÇn t×m x(t0), kÕt qu¶ cña viÖc t¸c dông to¸n tö tuyÕn tÝnh lªn tÊt 

c¶ c¸c gi¸ trÞ z(tk), d−íi d¹ng tæ hîp tuyÕn tÝnh 
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k
kk tztx
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0 α                                                 (5.2.2) 

trong ®ã αk lμ c¸c hÖ sè h»ng sè. 

Bμi to¸n dÉn ®Õn viÖc t×m gi¸ trÞ cña c¸c hÖ sè α1, α2,..., αn sao cho ®¹i l−îng 
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nhËn gi¸ trÞ nhá nhÊt. 

Nh− ®· biÕt, ®iÒu kiÖn cÇn ®Ó cùc tiÓu hμm n biÕn lμ c¸c ®¹o hμm riªng theo tõng 

biÕn ph¶i b»ng kh«ng. 

Tõ ®ã suy ra r»ng α1, α2,..., αn ph¶i lμ nghiÖm cña hÖ ph−¬ng tr×nh 
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Ta biÕn ®æi biÓu thøc (5.2.3) 
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 ( ) ( )]kjyxkjxy ttRttR −+−+                                            (5.2.5) 

LÊy ®¹o hμm riªng vÕ ph¶i (5.2.5) theo αk vμ ®ång nhÊt b»ng 0, ta nhËn ®−îc hÖ 

ph−¬ng tr×nh: 

( ) ( )[ ]+−+−− koxykox ttRttR  
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.,...,2,1 nk =  

§æi dÊu, cuèi cïng ta nhËn ®−îc hÖ ®Ó x¸c ®Þnh c¸c hÖ sè αk 

( ) ( )−−+− koxykox ttRttR  
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=
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j
kjyxkjxykjykjxj ttRttRttRttRα ,               (5.2.7) 

.,...,2,1 nk =  

§iÒu kiÖn (5.2.7) lμ ®iÒu kiÖn cÇn ®Ó hμm ),...,,( 21
2

nn ααασ   ®¹t cùc trÞ. Cã thÓ chøng 

minh r»ng víi c¸c gi¸ trÞ α1, α2,...,αn lμ nghiÖm cña hÖ (5.2.7), hμm (5.2.3) thËt sù ®¹t gi¸ 

trÞ nhá nhÊt, cã nghÜa lμ ®iÒu kiÖn (5.2.7) còng lμ ®iÒu kiÖn ®ñ. 

Nh− vËy, vÒ nguyªn t¾c bμi to¸n néi, ngo¹i suy tuyÕn tÝnh hoÆc lμm tr¬n trong 

tr−êng hîp ®ang xÐt ®−îc ®−a vÒ viÖc gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh (5.2.7) ®Ó t×m c¸c gi¸ trÞ α1, 

α2,...,αn vμ ®Æt vμo c«ng thøc (5.2.2). 

§Ó tÝnh ®−îc sai sè b×nh ph−¬ng trung b×nh ),...,,( 21
2

nn ααασ  cña phÐp néi, ngo¹i 

suy tèi −u hay lμm tr¬n, khi ®· t×m ®−îc c¸c gi¸ trÞ α1, α2,..., αn, ta nh©n tõng h¹ng tö cña 

(5.2.7) víi αk vμ céng c¸c kÕt qu¶ l¹i, ta ®−îc 
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ThÕ vμo (5.2.5) ta nhËn ®−îc 
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Khi sè gi¸ trÞ quan tr¾c cña thÓ hiÖn z(t) lín, tøc lμ khi sè ®iÓm n lín, bμi to¸n dÉn 

®Õn viÖc gi¶i hÖ (5.2.7) víi sè ph−¬ng tr×nh lín, ®iÒu ®ã trë nªn rÊt khã kh¨n thËm chÝ 

ngay c¶ khi sö dông m¸y tÝnh ®iÖn tö. Trong tr−êng hîp nμy, th«ng th−êng ®Ó thuËn tiÖn 

h¬n, mét c¸ch gÇn ®óng xem r»ng thÓ hiÖn z(t) ®−îc cho t¹i mäi gi¸ trÞ cña ®èi sè t x¶y ra 

tr−íc thêi ®iÓm t0 vμ sö dông ph−¬ng ph¸p ®−îc tr×nh bμy trong môc 5.3. 

Ta xÐt c¸c tr−êng hîp riªng cña bμi to¸n tæng qu¸t ®· nªu. 

1. Kh«ng cã sai sè ®o. Néi ngo¹i suy thuÇn tuý. 

Trong tr−êng hîp riªng, khi z(tk) = x(tk) lμ c¸c gi¸ trÞ chÝnh x¸c cña thÓ hiÖn x(t) 

®−îc x¸c ®Þnh kh«ng chøa sai sè, tøc lμ khi y(tk) ≡ 0, vμ do ®ã 

 0)()( ≡≡ ττ xyy RR                                                 (5.2.10)  

hÖ (5.2.7) ®−îc viÕt d−íi d¹ng 
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V× hμm t−¬ng quan lμ x¸c ®Þnh d−¬ng nªn ®Þnh thøc cña hÖ (5.2.11) kh¸c kh«ng, vμ 

do ®ã hÖ lu«n lu«n cã nghiÖm. Sai sè b×nh ph−¬ng trung b×nh cña phÐp ngo¹i suy tèi −u 

trong tr−êng hîp nμy ®−îc x¸c ®Þnh b»ng c¸ch ®Æt c¸c gi¸ trÞ α1, α2,...,αn t×m ®−îc vμo 

c«ng thøc 
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C«ng thøc nμy nhËn ®−îc tõ (5.2.9) khi cho Rxy(τ) ≡ 0. 

Sö dông (5.2.8) vμ ®iÒu kiÖn (5.2.10), ta cã thÓ nhËn ®−îc biÓu thøc sai sè b×nh 

ph−¬ng trung b×nh d−íi d¹ng kh¸c 
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ααααασ                         (5.2.13)  

V× hμm t−¬ng quan Rx(τ) lμ x¸c ®Þnh d−¬ng, nªn d¹ng toμn ph−¬ng trong biÓu thøc 

(5.2.13) kh«ng ©m 
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k ttRαα                                           (5.2.14)  

Do ®ã, sai sè b×nh ph−¬ng trung b×nh cña phÐp ngo¹i suy tèi −u kh«ng v−ît qu¸ 

ph−¬ng sai cña hμm ngÉu nhiªn X(t). 

§Ó lμm th−íc ®o sai sè néi, ngo¹i suy, thuËn tiÖn h¬n lμ sö dông ®¹i l−îng v« thø 

nguyªn εn, b»ng tû sè cña sai sè trung b×nh b×nh ph−¬ng 
2
nσ  vμ ph−¬ng sai cña hμm ngÉu 

nhiªn Dx = Rx(0), 
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ασε                                         (5.2.15)  

trong ®ã rx(τ) lμ hμm t−¬ng quan chuÈn ho¸ cña hμm ngÉu nhiªn X(t). C¸c hÖ sè αk nhËn 

®−îc theo ph−¬ng ph¸p néi, ngo¹i suy tèi −u lμ träng sè mμ c¸c gi¸ trÞ x(tk) trong tæng 

(5.2.2) ®−îc tÝnh ®Õn theo chóng. 

C¸c träng sè nμy phô thuéc vμo møc ®é quan hÖ gi÷a c¸c gi¸ trÞ x(tk) víi nhau vμ 

møc ®é quan hÖ cña chóng víi gi¸ trÞ ®−îc xÊp xØ x(t0). 

Ta xÐt mét vμi tr−êng hîp giíi h¹n. 

a) Gi¶ sö l¸t c¾t X(t0) cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn, trªn thùc tÕ, kh«ng liªn hÖ víi c¸c 

l¸t c¾t cña nã t¹i c¸c thêi ®iÓm tk, tøc lμ cã thÓ xem 

 .0)( 0 =− kx ttR                                                    (5.2.16)  

Khi ngo¹i suy, ®iÒu ®ã sÏ x¶y ra trong tr−êng hîp nÕu l−îng ng¾m ®ãn T ®−îc chän 

lín ®Õn møc sao cho l¸t c¾t cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn t¹i thêi ®iÓm t0=tn+T kh«ng liªn hÖ 

víi c¸c l¸t c¾t cña nã t¹i c¸c thêi ®iÓm tk. Trong tr−êng hîp nμy hÖ (5.2.11) ®−îc viÕt d−íi 

d¹ng 
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nkttR kj
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xj ==−

=
α                                      (5.2.17)  

V× ®Þnh thøc cña hÖ thuÇn nhÊt nμy kh¸c 0, nªn nã chØ cã nghiÖm b»ng 0 lμ 

α1=α2=...=αn=0, tøc trong tr−êng hîp nμy ph−¬ng ph¸p ngo¹i suy tèi −u cho gi¸ trÞ b»ng 

kú väng to¸n häc cña hμm ngÉu nhiªn mx=0. Khi ®ã, theo (5.2.13), sai sè b×nh ph−¬ng 

trung b×nh cña phÐp ngo¹i suy 
2
nσ  b»ng ph−¬ng sai hμm ngÉu nhiªn. 

b) Gi¶ sö l¸t c¾t cña hμm ngÉu nhiªn t¹i c¸c thêi ®iÓm tk vμ tj kh«ng quan hÖ víi 

nhau, nh−ng cã quan hÖ víi l¸t c¾t t¹i thêi ®iÓm t0. 
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Khi néi suy, tr−êng hîp nμy cã thÓ t−¬ng øng víi tr−êng hîp c¸c l¸t c¾t liÒn kÒ 

nhau X(tk−1) vμ X(tk) cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn khi hiÖu tk−tk−1 lín, trªn thùc tÕ kh«ng 

quan hÖ víi nhau, nh−ng cã quan hÖ víi gi¸ trÞ néi suy X(t0), ë ®©y tk−1<t0<tk. Khi ®ã hÖ 

(5.2.11) ®−îc viÕt d−íi d¹ng 

 .,....2,1),()0( 0 nkttRR kxkk =−=α                                   (5.2.18)  

Tõ ®ã 
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ttR −=−=α                                         (5.2.19)  

tøc lμ c¸c träng sè αk b»ng hÖ sè t−¬ng quan gi÷a c¸c l¸t c¾t cña hμm ngÉu nhiªn 

t¹i c¸c thêi ®iÓm to vμ tk. Träng sè cña gi¸ trÞ x(tk) cμng lín th× x(tk) cμng liªn hÖ chÆt chÏ 

víi gi¸ trÞ x(to). 

2. Cã sai sè ®o, nh−ng sai sè kh«ng t−¬ng quan víi nhau vμ kh«ng quan hÖ víi gi¸ 

trÞ thùc cña ®¹i l−îng ®−îc ®o. 

Ta xÐt mét tr−êng hîp quan träng trong thùc tÕ, khi sai sè ®o Y(t) t¹i c¸c gi¸ trÞ 

kh¸c nhau cña ®èi sè t kh«ng t−¬ng quan víi nhau, tøc Ry(τ)≡0 khi τ≠0, vμ c¸c sai sè nμy 

kh«ng t−¬ng quan víi c¸c gi¸ trÞ thùc cña ®¹i l−îng ®−îc ®o, tøc hμm t−¬ng quan quan 

hÖ Rxy(τ) ≡ 0 víi mäi τ. Trong tr−êng hîp nμy c«ng thøc (5.2.5) ®èi víi sai sè b×nh ph−¬ng 

trung b×nh cña phÐp ngo¹i suy 
2
nσ  ®−îc viÕt d−íi d¹ng 
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Khi ®ã hÖ (5.2.7) ®Ó x¸c ®Þnh c¸c hÖ sè αk cã d¹ng 
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xjkx RttRttR αα  k=1,2,...,n                 (5.2.21)  

Nh©n c¸c h¹ng tö cña (5.1.21) víi αk vμ céng c¸c kÕt qu¶ l¹i, ta ®−îc 
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 ThÕ (5.2.22) vμo (5.2.20), ta nhËn ®−îc c«ng thøc ®èi víi sai sè b×nh ph−¬ng trung 

b×nh cña phÐp néi, ngo¹i suy tèi −u 
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hay 
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jkxnn RttRR αααααασ               (5.2.24) 

C«ng thøc (5.2.23) trïng víi d¹ng c«ng thøc (5.2.12) cho tr−êng hîp kh«ng cã sai sè 

®o. Nã kh«ng chØ râ ¶nh h−ëng cña sai sè ®o ®Õn ®¹i l−îng sai sè 
2
nσ , tuy nhiªn ¶nh 

h−ëng nμy lμ cã, v× c¸c hÖ sè αk x¸c ®Þnh tõ hÖ (5.2.21) phô thuéc vμo ph−¬ng sai cña sai 

sè ®o Dy=Ry(0). 
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Trong c«ng thøc (5.2.24) ¶nh h−ëng cña sai sè ®o ®−îc thÓ hiÖn qua c¶ ¶nh h−ëng 

cña nã ®Õn c¸c hÖ sè αk còng nh− biÓu hiÖn mét c¸ch trùc tiÕp qua c¸c h¹ng tö cuèi cïng. 

Cã thÓ chøng minh r»ng, sai sè b×nh ph−¬ng trung b×nh cña phÐp ngo¹i suy 
2
nσ  

t¨ng lªn khi ph−¬ng sai sai sè Dy t¨ng, cßn c¸c träng sè αk thay ®æi sao cho tæng b×nh 

ph−¬ng cña chóng gi¶m, tøc lμ sai sè ®o sÏ lμm gi¶m ®é chÝnh x¸c cña phÐp néi, ngo¹i 

suy tèi −u. 

Tuy nhiªn khi néi, ngo¹i suy tèi −u cã lμm tr¬n, tøc lμ khi x¸c ®Þnh c¸c träng sè αk 

cã tÝnh ®Õn sai sè ®o theo c«ng thøc (5.2.21), ®¹i l−îng sai sè 
2
nσ  nhËn ®−îc sÏ bÐ h¬n so 

víi khi ta tiÕn hμnh néi ngo¹i suy thuÇn tuý theo c«ng thøc (5.2.11) vμ bá qua viÖc tÝnh 

®Õn sai sè ®o. 

5.3. Ngo¹i suy tuyÕn tÝnh tèi −u vμ lμm tr¬n qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn cho 

trªn kho¶ng v« h¹n 

Gi¶ sö c¸c gi¸ trÞ thÓ hiÖn z(t) cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t), ®−îc x¸c ®Þnh víi sai 

sè ngÉu nhiªn y(t) còng lμ thÓ hiÖn cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn Y(t), ®· ®−îc biÕt tr−íc trªn 

kho¶ng v« h¹n x¶y ra tr−íc gi¸ trÞ ®· cho cña ®èi sè, tøc lμ thÓ hiÖn z(t) = x(t) + y(t) cho 

tr−íc trªn kho¶ng (−∞, t). 

Trªn thùc tÕ ®iÒu nμy cã nghÜa lμ thÓ hiÖn z(t) ®−îc cho trªn mét kho¶ng biÕn ®æi 

®ñ lín cña ®èi sè, lín h¬n kho¶ng mμ trªn ®ã mèi liªn hÖ t−¬ng quan gi÷a c¸c l¸t c¾t cña 

qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn ®· hoμn toμn lôi t¾t. 

Gièng nh− tr−íc ®©y, ta xem c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t) vμ Y(t) lμ dõng vμ liªn 

hÖ dõng cã kú väng to¸n häc b»ng 0, vμ cho tr−íc c¸c hμm t−¬ng quan Rx(τ), Ry(τ), c¸c 

hμm t−¬ng quan quan hÖ Rxy(τ), Ryx(τ). 

Yªu cÇu x¸c ®Þnh gi¸ trÞ x(t+T) sao cho kú väng to¸n häc cña b×nh ph−¬ng hiÖu σ2 

gi÷a c¸c gi¸ trÞ thùc vμ gi¸ trÞ dù b¸o trë nªn cùc tiÓu. 

T−¬ng øng víi nh÷ng ®iÒu ®· tr×nh bμy trong môc 4.2, cã thÓ biÓu diÔn gi¸ trÞ cÇn 

t×m x(t+T) lμ kÕt qu¶ t¸c dông to¸n tö tuyÕn tÝnh lªn hμm z(t) (5.1.2), d−íi d¹ng 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
∞∞

−+−=−=+
00

τττττττ dtytxgdtzgTtx                    (5.3.1) 

Bμi to¸n dÉn ®Õn viÖc lùa chän hμm träng l−îng g(t) ®Ó cho ®¹i l−îng 

 ( ) ( ) ( )




















−−+= 

∞ 2
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2 τττσ dtZgTtXM                               (5.3.2) 

®¹t cùc tiÓu. 

Trong ®ã, hμm träng l−îng phô thuéc l−îng ng¾m ®ãn T. 

Ta biÕn ®æi (5.3.2) 

( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] +−+−+= 
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22 2 τττσ dtZTtXMgTtXM  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] =−−+ 
∞∞
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2212
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11 ττττττ dtZtZMgdg  
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
∞∞∞

−++−=
0

2122

0

11

0

20 τττττττττ dRgdgdTRgR zxzx              (5.3.3) 

Trong ®ã 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]{ }=++=+= tYtXTXMtZTtXMRxz ττ  

 ( ) ( )ττ xyx RR +=                                                   (5.3.4) 

( ) ( ) ( )[ ] =τ+=τ tZtZMR z  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ }=++++= tYtXtYtXM ττ  

 ( ) ( ) ( ) ( )ττττ yyxxyx RRRR +++=                                        (5.3.5) 

Ta h·y x¸c lËp ®iÒu kiÖn cÇn vμ ®ñ mμ hμm träng l−îng g(t) ph¶i tho¶ m·n ®Ó cho 

σ2 ®¹t cùc tiÓu. 

Gi¶ sö hμm g(t) lμm cho σ2 ®¹t cùc tiÓu, khi ®ã nÕu trong (5.3.3) thay cho g(t) lμ 

hμm 

 g1(t) = g(t) + aα(t)                                                (5.3.6) 

trong ®ã a lμ mét sè thùc bÊt kú, cßn α(t) lμ mét hμm tuú ý, th× ®¹i l−îng σ2 chØ cã thÓ chØ 

cã thÓ t¨ng lªn. 

Do vËy, khi ®ã σ2 ®−îc xÐt nh− lμ hμm cña ®èi sè a, ®¹t cùc tiÓu khi a=0, tøc ®¹o 

hμm cña nã theo a ph¶i b»ng 0 khi a=0. 

Thay (5.3.6) vμo (5.3.3) ta ®−îc 
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1 ττττατατταττατττ dRagagaggd z      (5.3.7) 

Khi lÊy vi ph©n d−íi dÊu tÝch ph©n (5.3.7) theo tham sè a, ta nhËn ®−îc 
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=−+ ττττττα dRgd z                                   (5.3.8) 

Thay τ1 b»ng τ2, cßn τ2 b»ng τ1 vμo tÝch ph©n cuèi cïng, do tÝnh ch½n cña hμm t−¬ng 

quan nªn ®¼ng thøc (5.3.8) ®−îc viÕt d−íi d¹ng 
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hay 
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=







−−+ 
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dtdtRgTR zxz τττττα                          (5.3.10) 

V× ®¼ng thøc (5.3.10) ®óng víi mäi hμm α(t), nªn ®¼ng thøc sau cÇn tho¶ m·n  

 ( ) ( ) ( ) 0
0

=−−+ 
∞

ττττ dtRgTR zxz ,   víi mäi t≥0                      (5.3.11) 

Nh− vËy ®iÒu kiÖn (5.3.11) lμ ®iÒu kiÖn cÇn ®Ó cho σ2 ®¹t cùc tiÓu. Ta chøng minh 

r»ng ®iÒu kiÖn nμy còng lμ ®ñ. Muèn vËy ta viÕt (5.3.7) d−íi d¹ng 
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2 +−

∞ ∞

  2112

0

2

0

1 )()()( ττττττ ddRgg z  

+







−++−+  

∞ ∞

dtdtRgTRta zxz

0 0

)()()()(2 ττττα .)()()( 2112

0

2

0

1
2 τττττατα ddRa z −
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    (5.3.12) 

Theo (5.3.3), ba h¹ng tö ®Çu tiªn trong (5.3.12) lμ gi¸ trÞ σ2(0), h¹ng thø t− sÏ b»ng 

0 khi ®iÒu kiÖn (5.3.11) ®−îc thùc hiÖn, tÝch ph©n hai líp cuèi cïng cã thÓ viÕt d−íi d¹ng 
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 −=  

∞
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τττατττττατα dtZMaddRa z             (5.3.13) 

Tõ ®ã thÊy r»ng, vÕ ph¶i (5.3.13) lμ mét sè kh«ng ©m, cã thÓ ký hiÖu b»ng A2. Do 

®ã, khi ®iÒu kiÖn (5.3.11) ®−îc thùc hiÖn, ®¼ng thøc (5.3.12) ®−îc viÕt d−íi d¹ng 

 
222 )0()( Aa += σσ                                                   (5.3.14)  

tøc lμ kú väng to¸n häc cña b×nh ph−¬ng sai sè σ2 chØ cã thÓ t¨ng lªn khi thay hμm träng 

l−îng g(t), tho¶ m·n ®iÒu kiÖn (5.3.11), bëi mét hμm bÊt kú kh¸c. Do vËy, nÕu hμm träng 

l−îng g(t) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn (5.3.11), th× σ2 thùc sù ®¹t cùc tiÓu. 

Nh− vËy, bμi to¸n t×m hμm träng l−îng g(t) ®¶m b¶o σ2 cùc tiÓu t−¬ng ®−¬ng víi bμi 

to¸n t×m hμm träng l−îng g(t) lμ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh tÝch ph©n (5.3.11). Ph−¬ng 

tr×nh tÝch ph©n nμy ®−îc gäi lμ ph−¬ng tr×nh Winer-Hopf, c¸c t¸c gi¶ lÇn ®Çu tiªn kh¶o 

s¸t ph−¬ng tr×nh d¹ng nμy.  

Hμm träng l−îng g(t), nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh Winer−Hopf, ®−îc gäi lμ hμm träng 

l−îng tèi −u, cßn c«ng thøc (5.3.1) khi thÕ vμo nã hμm träng l−îng tèi −u g(t) gäi lμ c«ng 

thøc ngo¹i suy tèi −u cã lμm tr¬n. 

Khi T =0 ta nhËn ®−îc c«ng thøc lμm tr¬n tèi −u. Ta sÏ x¸c ®Þnh sai sè b×nh ph−¬ng 

trung b×nh σ2 cña phÐp ngo¹i suy tèi −u. 

ViÕt (5.3.3) d−íi d¹ng 

×
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2 )()()(2)0( ττττσ dtRgTRR zxzx  
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1221 )()()()( ττττττ ddRggdttg z 
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−−×                              (5.3.15)  

§èi víi hμm träng l−îng tèi −u, do (5.3.11), h¹ng thø hai triÖt tiªu, tõ ®ã 
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2 ττττττσ ddRggRx  
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−−=                           (5.3.16)  

Ta biÕn ®æi tÝch ph©n hai líp trong (5.3.16), muèn vËy ta ký hiÖu mËt ®é phæ cña 

qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn Z(t) lμ Sz(ω), khi ®ã hμm t−¬ng quan Rz(τ2−τ1) cã thÓ viÕt d−íi d¹ng 
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Khi ®ã 
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=                         (5.3.18)  

Theo (4.2.22), tÝch ph©n 

 )()(
0

ωττ ωτ Ldeg i =−
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                                               (5.3.19)  

lμ hμm truyÒn t−¬ng øng víi hμm träng l−îng g(t), ta sÏ gäi nã lμ hμm truyÒn tèi −u. 

T−¬ng tù, tÝch ph©n 

 )(*)(
0

ωττ ωτ Ldeg i =
∞

                                             (5.3.20)  

lμ liªn hîp phøc cña hμm truyÒn tèi −u. Tõ ®ã, (5.3.18) ®−îc viÕt d−íi d¹ng 

 .)()()()()(
2

211221 ωωωττττττ dSLddRgg zz  
∞
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∞
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=−                       (5.3.21)  

ThÕ (5.3.21) vμo (5.3.16) ta nhËn ®−îc c«ng thøc ®èi víi sai sè b×nh ph−¬ng trung 

b×nh cña phÐp ngo¹i suy tèi −u 

 ωωωσ dSLR zx )()()0(
22 
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−=  = [ ] ,)()()(
2 ωωωω dSLS zx

∞
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−              (5.3.22)  

trong ®ã Sx(ω) lμ mËt ®é phæ qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t). Theo (5.3.5) vμ do tÝnh chÊt 

tuyÕn tÝnh cña phÐp biÕn ®æi Fourier, mËt ®é phæ Sz(ω) ®−îc biÓu diÔn qua c¸c mËt ®é 

phæ Sx(ω), Sy(ω) cña c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t), Y(t) vμ mËt ®é phæ quan hÖ Sxy(ω) cña 

chóng d−íi d¹ng 

 )()()()()( ωωωωω yyxxyxz SSSSS +++=                             (5.3.23) 

T−¬ng tù, theo (5.3.4), mËt ®é phæ quan hÖ Sxz ®−îc biÓu diÔn d−íi d¹ng 

 )()( ωω xyxxz SSS +=                                             (5.3.24)  

C¸c ph−¬ng ph¸p gi¶i ph−¬ng tr×nh Winer−Hopf (5.3.11) ®−îc tr×nh bμy trong c¸c 

môc 5.4, 5.5, 5.6. 
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§¬n gi¶n nhÊt, ph−¬ng tr×nh nμy ®−îc gi¶i cho tr−êng hîp thÓ hiÖn cña qu¸ tr×nh 

ngÉu nhiªn z(t) ®−îc cho t¹i mäi gi¸ trÞ t, tøc lμ cho trªn toμn kho¶ng v« h¹n (−∞, +∞). 

NghiÖm ph−¬ng tr×nh (5.3.11) ®èi víi tr−êng hîp nμy ®−îc dÉn ra trong môc 5.4. 

Tr−êng hîp ngo¹i suy hay lμm tr¬n thÓ hiÖn z(t) chØ víi c¸c gi¸ trÞ cña ®èi sè t x¶y 

ra tr−íc thêi ®iÓm t dÉn tíi ph−¬ng tr×nh (5.3.11) chØ ®−îc tho¶ m·n víi c¸c gi¸ trÞ kh«ng 

©m cña ®èi sè, khi t<0 hμm träng l−îng g(t) nhÊt thiÕt ph¶i b»ng 0. 

Ta xÐt hai ph−¬ng ph¸p gi¶i ph−¬ng tr×nh (5.3.11) ®èi víi tr−êng hîp th−êng gÆp 

nhÊt trong thùc tÕ, khi c¸c hμm t−¬ng quan Rx(τ), Ry(τ) vμ hμm t−¬ng quan quan hÖ Rxy(τ) 

cã mËt ®é phæ h÷u tû. 

Ph−¬ng ph¸p thø nhÊt dùa trªn c¬ së sö dông lý thuyÕt hμm biÕn phøc ®−îc tr×nh 

bμy ë môc 5.5. Ph−¬ng ph¸p gi¶i thø hai (xem 5.6) dùa trªn c¬ së biÓu diÔn hμm t−¬ng 

quan cã phæ h÷u tû d−íi d¹ng tæng c¸c sè mò. 

Trong tr−êng hîp tæng qu¸t, khi mμ mËt ®é phæ kh«ng ph¶i lμ c¸c hμm h÷u tû cña 

tÇn sè ω, lêi gi¶i sÏ rÊt phøc t¹p vμ ta sÏ kh«ng xÐt nã. 

Trªn thùc tÕ, ng−êi ta xÊp xØ hμm t−¬ng quan nhËn ®−îc theo c¸c sè liÖu thùc 

nghiÖm b»ng c¸c biÓu thøc gi¶i tÝch. Khi ®ã, nÕu sö dông chóng vμo môc ®Ých ngo¹i suy 

tèi −u hay lμm tr¬n th× nªn chän biÓu thøc xÊp xØ hμm cã phæ h÷u tû hoÆc hμm t−¬ng 

quan ®−îc xÊp xØ gÇn ®óng víi hμm cã phæ h÷u tû, ch¼ng h¹n, biÓu diÔn chóng d−íi d¹ng 

tæng c¸c sè mò. 

5.4. Lμm tr¬n qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn cho trªn kho¶ng  

v« h¹n (−∞,+∞) 

Khi lμm tr¬n qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn mμ thÓ hiÖn cña nã ®−îc cho trªn kho¶ng 

(−∞,+∞), th× gi¸ trÞ lμm tr¬n ®−îc t×m d−íi d¹ng 

 x(t) = 
+∞

∞−

− τττ dtzg )()( .                                               (5.4.1) 

Trong tr−êng hîp nμy, tÝch ph©n ë biÓu thøc d−íi dÊu tÝch ph©n trong (5.3.10) ®−îc 

lÊy trªn toμn kho¶ng (−∞,+∞), vμ do ®ã, ph−¬ng tr×nh (5.3.11) cÇn tho¶ m·n víi mäi gi¸ 

trÞ cña ®èi sè t. Khi ®ã T=0 vμ ph−¬ng tr×nh (5.3.11) ®−îc viÕt d−íi d¹ng 

 )()()( tRdtRg xzz =−
+∞

∞−

τττ                                              (5.4.2) 

Ta biÓu diÔn Rz(t−τ) vμ Rxz(t) qua mËt ®é phæ Sz(ω) vμ mËt ®é phæ quan hÖ Sxz(ω): 

 )( τ−tRz  = 
+∞

∞−

− ωωτω dSe z
ti )()(

                                          (5.4.3) 

 )(tRxz  = 
+∞

∞−

ωωω dSe xz
ti )(                                               (5.4.4) 

Thay (5.4.3) vμ (5.4.4) vμo (5.4.2) ta nhËn ®−îc 

  
+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

− =







ωωτωωτ ωτω dSeddSeg xz

ti
z

ti )()()( )(
                           (5.4.5) 
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Khi thay ®æi thø tù tÝch ph©n trong tÝch ph©n hai líp ta viÕt l¹i (5.4.5) d−íi d¹ng 

 0)()()( =







− 

+∞

∞−

+∞

∞−

− ωττωω ωτω ddgeSSe i
zxz

ti
                             (5.4.6) 

§Ó ý ®Õn biÓu thøc (4.2.20) ®èi víi hμm truyÒn L(ω), ta ®−îc 

 [ ] 0)()()( =−
+∞

∞−

ωωωωω dLSSe zxz
ti

                                     (5.4.7) 

§iÒu ®ã chøng tá r»ng, phÐp biÕn ®æi Fourier hμm )()()( ωωω LSS zxz −  ®ång nhÊt 

b»ng kh«ng, do ®ã ®¼ng thøc sau ®−îc tho¶ m·n 

 )()()( ωωω LSS zxz −  = 0                                          (5.4.8) 

Nh− vËy, hμm truyÒn tèi −u L(ω) ®−îc x¸c ®Þnh d−íi d¹ng 

 
)(

)(
)(

ω
ωω

z

xz

S

S
L =                                                  (5.4.9) 

BiÓu diÔn Sxz(ω) vμ Sz(ω) qua mËt ®é phæ cña c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t), Y(t) vμ 

mËt ®é phæ quan hÖ cña chóng theo (5.3.24) vμ (5.3.23) ta viÕt (5.4.9) d−íi d¹ng 

 
)()()()(

)()(
)(

ωωωω
ωω

ω
yyxxyx

xyx

SSSS

SS
L

+++
+

=                            (5.4.10) 

Khi biÕt hμm truyÒn tèi −u L(ω), theo 4.2.20), ta sÏ t×m ®−îc hμm träng l−îng tèi −u 

g(t) nh− lμ biÕn ®æi Fourier cña L(ω) chia cho 2π 

 g(t) = 
+∞

∞−

ωω
π

ω dLe ti )(
2

1
                                          (5.4.11) 

§Æt hμm träng l−îng tèi −u t×m ®−îc vμo (5.4.1) ta nhËn ®−îc c«ng thøc lμm tr¬n 

tèi −u. 

Trªn thùc tÕ th−êng gÆp nh÷ng tr−êng hîp cã thÓ xem sai sè ®o kh«ng t−¬ng quan 

víi gi¸ trÞ thùc cña ®¹i l−îng ®−îc ®o. Trong tr−êng hîp nμy Rxy(τ)=Ryx(τ)≡0, do ®ã 

Sxy(ω)=Syx(ω)≡0, vμ c¸c c«ng thøc (5.3.23), (5.3.24) ®−îc viÕt d−íi d¹ng 

 Sxy(ω) = Sx(ω)                                                (5.4.12) 

 Sz(ω) = Sx(ω) + Sy(ω)                                         (5.4.13) 

Khi ®ã c«ng thøc (5.4.10) ®Ó x¸c ®Þnh hμm truyÒn ®−îc viÕt nh− sau 

 
)()(

)(
)(

ωω
ωω

yx

x

SS

S
L

+
=                                         (5.4.14) 

Trong tr−êng hîp nμy, khi thay (5.4.13) vμ (5.4.14) vμo (5.3.22), ta nhËn ®−îc sai sè 

b×nh ph−¬ng trung b×nh cña phÐp lμm tr¬n tèi −u lμ 

 
+∞

∞− +
= ω

ωω
ωω

σ d
SS

SS

yx

yx

)()(

)()(2
                                         (5.4.15) 

Tõ ®ã thÊy r»ng, chØ cã thÓ t¸ch hoμn toμn hμm ngÉu nhiªn X(t) ra khái sai sè ®o 

Y(t) khi Sx(ω)Sy(ω)=0, tøc lμ khi phæ cña chóng kh«ng bÞ phñ lªn nhau. 



 128

5.5. Ngo¹i suy vμ lμm tr¬n hμm ngÉu nhiªn cho trªn kho¶ng (−∞,t) nhê sö 

dông ph−¬ng ph¸p cña lý thuyÕt hμm biÕn phøc 

Ta biÓu diÔn hμm t−¬ng quan Rxz(t+τ) vμ Rz(t−τ) qua c¸c mËt ®é phæ t−¬ng øng khi 

®−a vμo ph−¬ng tr×nh (5.3.11) 

 
+∞

∞−

+=+ ωωτ τω dSetR xz
ti

xz )()( )(
                                        (5.5.1) 

 
+∞

∞−

−=− ωωτ τω dSetR z
ti

z )()( )(
                                         (5.5.2) 

Ta biÓu diÔn hμm träng l−îng g(τ) qua hμm truyÒn L(ω) 

 g(τ) = 
+∞

∞−

ωω
π

ωτ dLei )(
2

1
.                                           (5.5.3) 

§Æt (5.5.1), (5.5.2), (5.5.3) vμo (5.3.11) ta ®−îc 

 −







 
∞ +∞

∞−

−
+∞

∞−0

)( )()(
2

1 τωωωω
π

τωωτ ddSedLe z
tii

 

 0,0)()( ≥=− 
+∞

∞−

+ tkhidSe xz
Tti ωωω

                                     (5.5.4) 

Khi thay ®æi thø tù tÝch ph©n ta viÕt (5.5.4) d−íi d¹ng 

 −














  
∞

∞−

+∞

∞−

∞
−

1

0

)(
1

11 )()(
2

1 ωτωω
π

τωωω ddeSLe i
z

ti
 

 } 0,0)()( ≥=− + tkhidSe xz
Tti ωωω

                                      (5.5.5) 

Theo tÝnh chÊt cña hμm Delta (4.2.4) ta cã 

 )(
2

1
1

0

)( 1 ωωδτ
π

τωω −=
∞

− dei
                                          (5.5.6) 

Khi ®ã, theo tÝnh chÊt cña hμm Delta (4.2.7), tÝch ph©n bªn trong cña (5.5.5) b»ng 

 )()()()()( 111
1 ωωωωωδωω ωω

z
ti

z
ti SLedSLe =−

+∞

∞−

                          (5.5.7) 

Nh− vËy, (5.5.5) cã d¹ng 

 [ ] 0,0)()()( ≥=−
+∞

∞−

tkhidSeSLe xz
Ti

z
ti ωωωω ωω

                           (5.5.8) 

Ta sÏ xÐt vÕ tr¸i cña (5.5.8) nh− mét hμm f(t) nμo ®ã 

 f(t) = [ ]
+∞

∞−

− ωωωω ωω dSeSLe xz
Ti

z
ti )()()(                                  (5.5.9) 

Hμm nμy lμ biÕn ®æi ng−îc Fourier cña hμm  

 F(ω) = L(ω) )(Se)(S xz
Ti

z ω−ω ω
                                     (5.5.10) 
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Do ®ã, F(ω) lμ biÕn ®æi Fourier cña hμm f(t), theo (5.5.8), hμm f(t) nμy ®ång nhÊt 

b»ng kh«ng khi t≥0. 

Trong lý thuyÕt biÕn ®æi Fourier, ®Þnh lý sau ®©y ®· ®−îc chøng minh: 

Gi¶ sö f(t) lμ mét hμm kh¶ tÝch, ®ång nhÊt b»ng kh«ng trªn kho¶ng (0,+∞) vμ cã 

biÕn ®æi Fourier 

F(ω) = 
∞

∞−

− dttfe ti )(
2

1 ω

π
. 

Khi ®ã F(ω) lμ gi¸ trÞ trªn trôc thùc cña hμm gi¶i tÝch biÕn phøc bÞ chÆn F(ζ) trong 

nöa mÆt ph¼ng phÝa trªn, víi  

ζ = ω + iλ 

NÕu hμm F(ζ) lμ hμm gi¶i tÝch biÕn phøc bÞ chÆn ë nöa mÆt ph¼ng phÝa trªn th× 

biÕn ®æi ng−îc Fourier gi¸ trÞ F(ω) cña nã trªn trôc thùc b»ng kh«ng trªn kho¶ng (0,∞), 

f(t) = 0. 

NÕu thay kho¶ng (0,∞) b»ng kho¶ng (-∞,0) vμ thay nöa mÆt ph¼ng phÝa trªn b»ng 

nöa mÆt ph¼ng phÝa d−íi ta sÏ nhËn ®−îc mét ®Þnh lý t−¬ng tù. 

Theo ®Þnh lý nμy hμm (5.5.10) lμ gi¸ trÞ trªn trôc thùc cña hμm gi¶i tÝch F(ζ) bÞ 

chÆn ë nöa mÆt ph¼ng phÝa trªn. 

Trong ®a sè c¸c bμi to¸n øng dông, c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn lμ nh÷ng qu¸ tr×nh cã 

phæ h÷u tû, tøc mËt ®é phæ cña chóng lμ hμm ph©n thøc h÷u tû cña tÇn sè ω. Hμm ph©n 

thøc h÷u tû ch½n biÕn thùc ω cã thÓ biÓu diÔn d−íi d¹ng tÝch cña hai hμm S1(ω) vμ S2(ω), 

trong ®ã hμm thø nhÊt S1(ω) lμ gi¸ trÞ trªn trôc thùc cña hμm biÕn phøc gi¶i tÝch, bÞ chÆn 

kh«ng cã kh«ng ®iÓm ë nöa mÆt ph¼ng phÝa trªn ζ = ω + iλ, cßn S2(ω) lμ gi¸ trÞ trªn trôc 

thùc cña hμm biÕn phøc gi¶i tÝch, bÞ chÆn vμ kh«ng cã kh«ng ®iÓm ë nöa mÆt ph¼ng d−íi. 

Thùc vËy, gi¶ sö 

S(ω) = 
)(

)(

ω
ω

Q

P
 

trong ®ã P(ω) vμ Q(ω) lμ c¸c ®a thøc cã hÖ sè thùc cña ω. 

 Ta khai triÓn tö thøc vμ mÉu thøc thμnh c¸c nh©n tö tuyÕn tÝnh. Ta gép c¸c nh©n 

tö cña tö thøc vμ mÉu thøc mμ chóng sÏ b»ng kh«ng ë nöa mÆt ph¼ng d−íi vμo mét hμm 

S1(ω), vμ gép tÊt c¶ c¸c nh©n tö cßn l¹i cña tö thøc vμ mÉu thøc thμnh S2(ω) vμ do S(ω) lμ 

hμm ch½n, cßn c¸c hÖ sè cña ®a thøc P(ω) vμ Q(ω) lμ thùc nªn c¸c nh©n tö t¹o thμnh S2(ω) 

lμ c¸c ®¹i l−îng liªn hîp phøc cña c¸c nh©n tö trong S1(ω), tøc lμ chóng chØ biÕn thμnh 

kh«ng ë nöa mÆt ph¼ng trªn. T−¬ng øng víi ®iÒu ®ã ta biÓu diÔn hμm phæ d−íi d¹ng 

 Sz(ω) = S1(ω)S2(ω), (5.5.11) 

trong ®ã S1(ω) kh«ng cã kh«ng ®iÓm vμ cùc ®iÓm ë nöa mÆt ph¼ng trªn, S2(ω) kh«ng cã 

kh«ng ®iÓm vμ cùc ®iÓm ë nöa mÆt ph¼ng d−íi. §Æt (5.5.11) vμo (5.5.10) 

 F(ω) = L(ω)S1(ω)S2(ω) )(ωω
xz

Ti Se−                                 (5.5.12) 

vμ chia cho S1(ω) ta ®−îc 

 
)(

)(
)()(

)(

)(

1
2

1 ω
ωωω

ω
ω ω

S

S
eSL

S

F xzTi−=                                  (5.5.13) 
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Hμm 
)(

)(

1 ω
ω

S

F
 lμ gi¶i tÝch vμ bÞ chÆn ë nöa mÆt ph¼ng phÝa trªn, v× trªn ®ã hμm F(ω) 

lμ gi¶i tÝch vμ bÞ chÆn, cßn S1(ω) kh«ng cã kh«ng ®iÓm vμ cùc ®iÓm. 

Do ®ã, theo phÇn hai cña ®Þnh lý, biÕn ®æi ng−îc Fourier cña hμm nμy b»ng kh«ng 

trªn kho¶ng (0,∞), tøc lμ do (5.5.13) ta cã 

 0khi,0
)(

)(
)()(

)(

)(

1
2

1

≥=







−= 

∞

∞−

∞

∞−

tde
S

S
eSLde

S

F tixzTiti ω
ω
ωωωω

ω
ω ωωω

           (5.5.14) 

Tõ ®ã ta nhËn ®−îc 

 0khi,
)(

)(
)()( )(

1
2 ≥= 

∞

∞−

+
∞

∞−

tde
S

S
deSL Ttixzti ω

ω
ωωωω ωω

                      (5.5.15) 

Hμm L(ω) gièng nh− hμm truyÒn cña hÖ kh¶ dÜ thùc, mμ ta gi¶ thiÕt nã æn ®Þnh, cã 

thÓ cã nghiÖm cña mÉu thøc chØ trong nöa mÆt ph¼ng trªn, do ®ã nã kh«ng cã cùc ®iÓm 

trong nöa mÆt ph¼ng d−íi. 

Nh− vËy, hμm L(ω)S2(ω) lμ gi¶i tÝch, bÞ chÆn ë nöa mÆt ph¼ng d−íi, do ®ã nhê ®Þnh 

lý ®· dÉn, biÕn ®æi ng−îc Fourier cña nã b»ng kh«ng 

 0khi,0)()()( 2 <== 
∞

∞−

tdeSLt ti ωωωϕ ω
                              (5.5.16) 

Khi ®ã nÕu lÊy biÕn ®æi Fourier cña hμm ϕ(t) ta nhËn ®−îc 

L(ω)S2(ω) = 
∞

∞−

− dtet tiωϕ
π

)(
2

1
 =  

∞

∞−

∞

∞−

− dtdeSLe titi
1121

1)()(
2

1 ωωω
π

ωω
            (5.5.17) 

Nh−ng theo c«ng thøc (5.5.15), khi t≥0 tÝch ph©n bªn trong cña (5.5.17) cã thÓ thay 

thÕ bëi vÕ ph¶i cña (5.5.15) 

 2πL(ω)S2(ω) =  
∞

∞−

+
∞

∞−

− dtde
S

S
e Ttixzti

1
)(

11

1 1

)(

)( ω
ω
ω ωω

                           (5.5.18) 

Tõ ®ã ta nhËn ®−îc c«ng thøc ®èi víi hμm truyÒn tèi −u 

 L(ω) =  
∞

∞−

+
∞

∞−

− dtde
S

S
e

S
Ttixzti

1
)(

11

1

2

1

)(

)(

)(2

1 ω
ω
ω

ωπ
ωω

                          (5.5.19) 

Khi biÕt hμm truyÒn L(ω) ta t×m ®−îc hμm träng l−îng g(t) nh− lμ biÕn ®æi ng−îc 

Fourier cña L(ω) theo (5.4.12) chia cho 2π. 

T−¬ng øng víi nh÷ng ®iÒu ®· tr×nh bμy, ®Ó x¸c ®Þnh hμm truyÒn tèi −u L(ω) trong 

tr−êng hîp mËt ®é phæ h÷u tû cÇn ph¶i lμm nh− sau 

1. X¸c ®Þnh c¸c mËt ®é phæ Sxz(ω) vμ Sz(ω). 

2. BiÓu diÔn Sz(ω) d−íi d¹ng tÝch cña hai hμm Sz(ω) = S1(ω)S2(ω), trong ®ã S1(ω) 

kh«ng cã kh«ng ®iÓm vμ ®iÓm kú dÞ trong nöa mÆt ph¼ng trªn, cßn S2(ω)kh«ng cã kh«ng 

®iÓm vμ ®iÓm kú dÞ trong nöa mÆt ph¼ng d−íi. 

Muèn vËy, trong mËt ®é phæ Sz(ω) = 
)(

)(

ω
ω

Q

P
 cÇn ph¶i khai triÓn tö thøc vμ mÉu thøc 

thμnh c¸c nh©n tö tuyÕn tÝnh. Gép vμo hμm S1(ω) c¸c nh©n tö cña tö thøc vμ mÉu thøc 
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mμ chóng biÕn thμnh kh«ng ë nöa mÆt ph¼ng d−íi, cßn nh÷ng nh©n tö cßn l¹i gép vμo 

S2(ω). 

3. X¸c ®Þnh hμm truyÒn theo c«ng thøc (5.5.19). Khi tÝnh theo c«ng thøc (5.5.19) ®Ó 

thuËn tiÖn ta sö dông c¸c c«ng thøc: 

NÕu b >0 th× 
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                 (5.5.20) 

 NÕu b <0 th× 
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                  (5.5.21) 

A.M. Iaglom [28], ®· chøng minh ®−îc r»ng, trong nhiÒu tr−êng hîp cã thÓ t×m hμm 

truyÒn tèi −u L(ω) kh«ng cÇn tiÕn hμnh tÝnh theo c«ng thøc (5.5.19) mμ sö dông tÝnh chÊt 

dõng cña hμm ®−a vμo ®¼ng thøc (5.5.10). 

Trªn ®©y ta ®· x¸c ®Þnh r»ng 

1. Hμm F(ω) lμ hμm gi¶i tÝch, bÞ chÆn trong nöa mÆt ph¼ng trªn, 

2. Hμm L(ω) kh«ng cã kh«ng ®iÓm vμ cùc ®iÓm ë nöa mÆt ph¼ng d−íi, 

3. Nh− ®· thÊy tõ c«ng thøc (5.3.22), tÝch ph©n kh«ng kú dÞ sau ph¶i héi tô 

 
∞

∞−

ωωω dSL z )()(
2

                                               (5.5.22) 

Nh− ta sÏ chØ ra trong c¸c vÝ dô, khi sö dông ®iÒu kiÖn thø ba nμy cã thÓ t×m ®−îc 

hμm truyÒn tèi −u. 

C¸c vÝ dô 

1. Ta xÐt tr−êng hîp ngo¹i suy thuÇn tuý khi trªn kho¶ng (−∞,t) cã mét thÓ hiÖn 

cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t) mμ hμm t−¬ng quan cã d¹ng 

 Rx(τ) = D
τα−e                                                   (5.5.23) 

Trong tr−êng hîp nμy kh«ng cã sai sè ®o vμ theo (5.3.4) 

 Rz(τ) = Rxz(τ) = Rx(τ). 

MËt ®é phæ Sx(ω) t−¬ng øng víi hμm t−¬ng quan (5.5.23), nh− ®· chØ ra trong môc 

3.2, vÝ dô 1, cã d¹ng 

 
)(

)(
22 αωπ

αω
+

= D
Sx                                            (5.5.24) 

Do ®ã, 

 Sz(ω) = Sxz(ω) = 
)(

)(
22 αωπ

αω
+

= D
Sx                                (5.5.25) 

C«ng thøc (5.5.10) ®−îc viÕt l¹i d−íi d¹ng 
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 F(ω) = [ ]TieL ωω −)(
)(

D
22 α+ωπ

α
 = 

π
αD

))((

)(

αωαω
ω ω

ii

eL Ti

+−
−

               (5.5.26) 

Theo ®iÒu kiÖn 1 hμm F(ω) ph¶i gi¶i tÝch trong nöa mÆt ph¼ng trªn. Nh−ng mÉu 

thøc vÕ ph¶i (5.5.26) cã kh«ng ®iÓm t¹i ω=iα ë nöa mÆt ph¼ng trªn, do ®ã tö thøc vÕ ph¶i 

còng ph¶i cã kh«ng ®iÓm t¹i ω=iα, kh«ng ®iÓm nμy ®−îc rót gän víi kh«ng ®iÓm cña mÉu 

thøc. 

Nh− vËy, cÇn tho¶ m·n ®iÒu kiÖn 

  
TiieiL )()( αα −  = 0,                                           (5.5.27) 

Tõ ®ã 

 
TeL αω −=)(                                                 (5.5.28) 

Tõ ®iÒu kiÖn 1 vμ 2 suy ra r»ng hμm L(ω) nãi chung kh«ng thÓ cã ®iÓm kú dÞ h÷u 

h¹n. Thùc vËy, hμm F(ω) gi¶i tÝch trong nöa mÆt ph¼ng trªn, vμ cã nghÜa lμ vÕ ph¶i cña 

(5.5.26), tøc lμ c¶ hμm L(ω), ph¶i gi¶i tÝch ë nöa mÆt ph¼ng trªn. Cßn tõ ®iÒu kiÖn 2 suy 

ra r»ng, L(ω) còng kh«ng cã ®iÓm kú dÞ ë nöa mÆt ph¼ng d−íi. 

§Ó thùc hiÖn ®iÒu kiÖn 3 cÇn ®Æt hμm L(ω) b»ng ®¹i l−îng h»ng sè. Khi ®ã tÝch 

ph©n kh«ng kú dÞ (5.5.22) héi tô 

 
∞

∞−

ωωω dSL z )()(
2

 = 
∞

∞−

ωωω dSL z )()(
2

 = 
2

)(ωL D                   (5.5.29) 

Nh− vËy, cã thÓ lÊy hμm truyÒn tèi −u lμ 

 L(ω) = 
Te α−

 = const.                                        (5.5.30) 

Theo (5.4.12), hμm träng l−îng g(t) t−¬ng øng víi hμm truyÒn nμy ®−îc x¸c ®Þnh 

d−íi d¹ng 

 g(t) = 
∞

∞−

ωω
π

ω dLe ti )(
2

1
 = e T−α 

∞

∞−

ω
π

ω de ti

2

1
 = 

Te α− δ(t).                 (5.5.31) 

Khi ®ã, theo tÝnh chÊt cña hμm Delta (4.2.7), c«ng thøc ngo¹i suy tèi −u (5.3.1) ®−îc 

viÕt d−íi d¹ng 

 x(t+T) = 
Te α− 

∞

−
0

)()( ττδτ dtx  = 
Te α−

 x(t).                          (5.5.32) 

Tõ ®ã thÊy r»ng, trong tr−êng hîp ngo¹i suy thuÇn tuý qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn cã 

hμm t−¬ng quan d¹ng (5.5.23), ®Ó dù b¸o tèi −u thÓ hiÖn t¹i thêi ®iÓm t+T chØ cÇn biÕt 

gi¸ trÞ cña nã t¹i thêi ®iÓm t. ViÖc biÕt gi¸ trÞ cña thÓ hiÖn ë tÊt c¶ c¸c thêi ®iÓm tr−íc 

kh«ng thÓ lμm cho dù b¸o tèt h¬n. NÕu t¨ng gi¸ trÞ cña l−îng ng¾m ®ãn T th× ®¹i l−îng 
Te α−

 bÞ gi¶m ®i vμ sÏ dÇn tíi kh«ng khi T→∞. 

Nh− vËy, khi T→∞ gi¸ trÞ ®o¸n tr−íc tèi −u x(t+T) sÏ tiÕn tíi kú väng to¸n häc cña 

qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn vμ b»ng kh«ng. 

Theo (5.3.22), sai sè b×nh ph−¬ng trung b×nh cña dù b¸o σ2 ®−îc x¸c ®Þnh d−íi d¹ng 

 σ2 = D )1()( 22 T
x

T eDdSe αα ωω −
∞

∞−

− −=−                                 (5.5.33) 
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Tõ ®ã thÊy r»ng sai sè dù b¸o t¨ng lªn khi t¨ng l−îng ng¾m ®ãn T. 

Khi sö dông c«ng thøc (5.5.19) ta nhËn ®−îc chÝnh gi¸ trÞ cña hμm truyÒn tèi −u. 

Trong tr−êng hîp nμy, khi ph©n tÝch mËt ®é phæ Sz(ω) = Sx(ω) thμnh c¸c nh©n tö 

tuyÕn tÝnh ta ®−îc 

 Sz(ω) = 
))((

1

αωαωπ
α

ii

D

+−
                                     (5.5.34) 

Nh©n tö cña mÉu thøc ω+iα cã nghiÖm ω=−iα n»m ë nöa mÆt ph¼ng phÝa d−íi, 

nh©n tö ω−iα cã nghiÖm ω=iα n»m ë nöa mÆt ph¼ng phÝa trªn. V× vËy, ta lÊy hμm S1(ω) 

lμ 

 S1(ω) = 
)(

1

αω i+
,                                                (5.5.35) 

vμ lÊy S2(ω) lμ 

 S2(ω) = 
)( αωπ

α
i

D

−
                                               (5.5.36) 

Thay c¸c hμm S1(ω) vμ S2(ω) ®· chän vμo (5.5.19) ta nhËn ®−îc 

 L(ω) =  
∞ ∞

∞−

+−

−
−

0

1
)(

1
2

1
1

2
dtde

i
e

i Ttiti ω
αωπ

αω ωω
.                         (5.5.37) 

Theo (5.5.20), ta cã 
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                (5.5.38) 

Tõ ®ã 

 L(ω) = (α+iω) e T−α 
∞

+−

0

)( dte tiωα
 = 

Te α−
.                               (5.5.39) 

2. Ta xÐt tr−êng hîp ngo¹i suy thuÇn tuý thÓ hiÖn x(t) cho trªn kho¶ng (−∞,t), khi 

qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t) cã hμm t−¬ng quan 

 Rx(τ) = D βττα cos−e                                                (5.5.40) 

Hμm t−¬ng quan nμy, nh− ®· chØ ra trong môc 3.2, vÝ dô 3, t−¬ng øng víi mËt ®é 

phæ 

Sx(ω) = 
222222

222

4)( ωαβαω
ωβα

π
α

+−−
++D

= 

 = [ ][ ][ ][ ])()()()(

222

αβωαβωαβωαβω
ωβα

π
α

iiii

D

−−−++−++
++

            (5.5.41) 

C«ng thøc (5.5.10) ®−îc viÕt l¹i d−íi d¹ng 

 F(ω)=
[ ]

[ ][ ][ ][ ])()()()(

)()( 222

αβωαβωαβωαβω
ωβαω

π
α ω

iiii

eLD Ti

−−−++−++
++−

          (5.5.42) 

MÉu thøc vÕ ph¶i (5.5.42) cã kh«ng ®iÓm ë nöa mÆt ph¼ng trªn t¹i ω=β+iα vμ 

ω=−β+iα. V× biÓu thøc ω2+α2+β2 t¹i c¸c kh«ng ®iÓm nμy kh«ng b»ng kh«ng, nªn t¹i c¸c 
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gi¸ trÞ nμy cña ω hμm L(ω)
Tie ω− cÇn ph¶i b»ng kh«ng. Tõ ®ã ta ®−îc 

 L(β+iα) = 
TiTii ee )()( βααβ −−+ = ,                                  (5.5.43) 

 L(−β+iα) = 
TiTii ee )()( βααβ +−+− = .                                (5.5.44) 

Hμm F(ω) cã kh«ng ®iÓm t¹i 
22 βα +± i , trong ®ã ®iÓm 

22 βα +i  n»m ë nöa mÆt 

ph¼ng trªn, do ®ã hμm L(ω) chØ cã thÓ cã cùc ®iÓm ®¬n t¹i ω=
22 βα +i , cã nghÜa lμ hμm 

L(ω)(ω− 22 βα +i ) cÇn ph¶i nguyªn, tøc lμ nã kh«ng thÓ cã ®iÓm kú dÞ h÷u h¹n. 

§Ó thùc hiÖn ®iÒu kiÖn 3 cÇn ph¶i cho hμm nμy lμ hμm tuyÕn tÝnh, tøc ®Æt 

 L(ω)(ω− 22 βα +i ) = Aω + B.                                     (5.5.45) 

Tõ ®ã 

 L(ω) = 
22 βαω

ω
+−

+
i

BA
.                                           (5.5.46) 

Khi sö dông ®iÒu kiÖn (5.5.43) vμ (5.5.44) ta nhËn ®−îc hÖ ®Ó x¸c ®Þnh c¸c hÖ sè A 

vμ B: 

 ( )[ ] ( ) BiAeie TiT ++=+−+− αββααβ βα 22
 

 ( )[ ] ( ) BiAeie TiT ++−=+−+− −− αββααβ βα 22
                      (5.5.47) 

Khi gi¶i hÖ nμy ta ®−îc: 

 A = (cosβT + 
β

βα 22 +
sinβT)

Te α−
, (5.5.48) 

 B = i
22 βα + (

β
αβα −+ 22

sinβT - cosβT) 
Te α−

.                     (5.5.49) 

Khi ®· t×m ®−îc c¸c gi¸ trÞ A vμ B, hîp lý h¬n ta biÓu diÔn hμm truyÒn tèi −u 

(5.5.46) d−íi d¹ng 

L(ω) = A 
22

22

βαω
βα

++
−+−

i

iBA
= (cosβT +

β
αβα −+ 22

sinβT) 
Te α− − 

 
β

βααβα
βαω

2222

22

2 +−+

++
−

i
sinβT.

Te α−
                      (5.5.50) 

Theo (5.4.12) ta t×m ®−îc hμm träng l−îng tèi −u 

g(t) = (cosβT +
β

αβα −+ 22

sinβT) e T−α −
∞

∞−

ω
π

ω de ti

2

1
 

 
∞

∞−
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+−+
−

22

2222

2

1
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)(2

βαω
ω

π
β

β
βααβα ωα

i

d
eeT tiT

             (5.5.51) 

Theo tÝnh chÊt cña hμm Delta (4.2.4) 
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)(
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tde ti δω
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                                              (5.5.52) 

TÝch ph©n trong h¹ng thø hai cña (5.5.51) b»ng 
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π
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α β2 2
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0 0
                                        (5.5.53) 

Khi thÕ (5.5.52) vμ (5.5.53) vμo (5.5.51) ta nhËn ®−îc hμm träng l−îng tèi −u víi t≥0 

g(t) = (cosβT +
β

αβα −+ 22

sinβT) 
Te α− δ(t) − 

 
tT eeT

22

.sin
)(2 2222

βααβ
β

βααβα +−−+−+
−                           (5.5.54) 

Khi ®ã, t−¬ng øng víi (5.3.1), c«ng thøc ngo¹i suy tèi −u ®−îc viÕt d−íi d¹ng 

x(t+T) = (cosβT +
β

αβα −+ 22

sinβT) 
Te α−

x(t) − 

 
∞

+−− −
+−+

−
0

2222
22

)(.sin
)(2 ττβ

β
βααβα τβαα detxeT T

               (5.5.55) 

C«ng thøc (5.5.55) chøng tá r»ng, gi¸ trÞ dù b¸o x(t+T) kh«ng chØ phô thuéc vμo c¸c 

gi¸ trÞ cuèi cïng cña thÓ hiÖn x(t) ®· biÕt, mμ cßn phô thuéc vμo gi¸ trÞ cña nã t¹i tÊt c¶ 

c¸c trÞ sè cho tr−íc cña ®èi sè theo ®ã tiÕn hμnh lÊy tÝch ph©n. 

Theo (5.3.22), sai sè b×nh ph−¬ng trung b×nh trong tr−êng hîp ®· xÐt ®−îc x¸c ®Þnh 

d−íi d¹ng 

 σ2 = 


























 −+
−− −

2
22

2 sincos1
2

TTe
D T β

β
αβαβα

                     (5.5.56) 

3. Ta xÐt tr−êng hîp ngo¹i suy thuÇn tuý, khi mμ qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t) cã hμm 

t−¬ng quan 

 Rx(τ) = D 






 +− τβ
β
αβττα sincose                                  (5.5.57) 

T−¬ng øng víi hμm t−¬ng quan nμy lμ hμm mËt ®é phæ 

Sx(ω) = ( ) 222222

22

4

2

ωαβαω
βα

π
α

+−+
+D

                             (5.5.58) 

Trong tr−êng hîp nμy c«ng thøc (5.5.10) ®−îc viÕt d−íi d¹ng 

 F(ω) = 
[ ]

[ ][ ][ ][ ])()()()(

)()(2 22

αβωαβωαβωαβω
βαω

π
α ω

iiii

eLD Ti
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         (5.5.59) 
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TiÕn hμnh lËp luËn nh− trong vÝ dô 2 ta nhËn ®−îc hμm truyÒn tèi −u d−íi d¹ng 

TT e
Ti

eTTL αα

β
βωβ

β
αβω −− +







 += sin
sincos)(                        (5.5.60) 

Theo (5.4.12) ta t×m ®−îc hμm träng l−îng tèi −u 

g(t) = (cosβT + 
α
β

sinβT) 
∞

∞−

−∞

∞−

− + ωω
πβ

βω
π

ω
α

ωα dei
eT

dee ti
T

tiT

2

1.sin

2

1
       (5.5.61) 

TÝch ph©n 

 
∞

∞−

ωω
π

ω dei ti

2

1
 = δ’(t)                                           (5.5.62) 

lμ ®¹o hμm cña hμm Delta. Tõ ®ã ta cã thÓ viÕt hμm träng l−îng tèi −u d−íi d¹ng 

 g(t) = (cosβT + 
β
α

sinβT) )(
.sin

)( t
eT

te
T

T δ
β

βδ
α

α ′+
−

−
                      (5.5.63) 

Khi thay hμm träng l−îng t×m ®−îc vμo (5.3.1) ta nhËn ®−îc c«ng thøc ngo¹i suy tèi 

−u 

 x(t+T) = (cosβT + 
β
α

sinβT) )(
.sin

)( tx
eT

txe
T

T ′+
−

−

β
β α

α
                   (5.5.64) 

V×  

 )()()(
0

txdtx ′=′−
∞

ττδτ                                          (5.5.65) 

Tõ c«ng thøc (5.5.64) thÊy r»ng gi¸ trÞ ngo¹i suy x(t+T) phô thuéc vμo chÝnh gi¸ trÞ 

cña thÓ hiÖn x(t) t¹i thêi ®iÓm t còng nh− phô thuéc c¶ vμo ®¹o hμm x’(t) cña nã t¹i thêi 

®iÓm nμy. 

Sai sè b×nh ph−¬ng trung b×nh cña phÐp ngo¹i suy trong tr−êng hîp võa xÐt ®−îc 

x¸c ®Þnh d−íi d¹ng 

 σ2 = D


















 +− −
2

2 sincos1 TTe T β
β
αβα

.                             (5.5.66) 

4. XÐt tr−êng hîp ngo¹i suy cã lμm tr¬n khi cho thÓ hiÖn z(t)=x(t)+y(t) trªn kho¶ng 

(−∞,t) víi y(t) lμ sai sè ®o. 

Ta sÏ xem r»ng c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t) vμ Y(t) kh«ng t−¬ng quan lÉn nhau 

vμ cã c¸c hμm t−¬ng quan 

 Rx(τ) = 
τα1

1
−eD                                               (5.5.67) 

 Ry(τ) = 
τα 2

2
−eD                                              (5.5.68) 

C¸c mËt ®é phæ t−¬ng øng víi chóng ®−îc m« t¶ bëi c¸c c«ng thøc 

 Sx(ω) = ( ) 2
1

2
1

2
1

2
11 cD

α+ω
=

α+ωπ
α

                                   (5.5.69) 
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 Sy(ω) = ( ) 2
2

2
2

2
2

2
22

αωαωπ
α

+
=

+
cD

                                     (5.5.70) 

T−¬ng øng víi (5.3.23) vμ (5.3.24) ta t×m ®−îc mËt ®é phæ Sz(ω) vμ mËt ®é phæ quan 

hÖ Sxz(ω): 

 Sxz(ω) = Sx(ω)                                                 (5.5.71) 

 Sz(ω) =Sx(ω) + Sy(ω) = 
( )

( )( )2
2

22
1

2

22
3

αωαω
βω

++
+c

                         (5.5.72) 

trong ®ã 

 c3 = 
π
1

(D1α1 + D2α2), 21
2211

12212 αα
αα
ααβ

DD

DD

+
+=                        (5.5.73) 

C«ng thøc (5.5.10) ®−îc viÕt d−íi d¹ng 

 F(ω) = 
))()()((

))(()()(

2211

221
22

3

αωαωαωαω
αωαωβωω ω

iiii

iicecL Ti
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                       (5.5.74) 

MÉu thøc vÕ ph¶i (5.5.74) cã kh«ng ®iÓm ë nöa mÆt ph¼ng trªn t¹i ω=iα1 vμ ω=iα2. 

V× hμm F(ω) lμ gi¶i tÝch ë nöa mÆt ph¼ng trªn, nªn tö thøc còng ph¶i cã kh«ng ®iÓm t¹i 

c¸c ®iÓm nμy ®Ó chóng cã thÓ ®−îc rót gän víi c¸c kh«ng ®iÓm cña mÉu thøc. 

Do ®ã, cÇn tho¶ m·n c¸c ®¼ng thøc  

 )())(( 2
1

2
21

2
1

2
13

1 αααβα α −=− − TeciLc , 

 0))(( 2
2

2
2 =− αβαiL                                               (5.5.75) 

Tõ ®ã ta ®−îc 
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c
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2
1

2

2
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2
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3

1
1)( α

αβ
ααα −

−
−=                                            (5.5.76) 

 L(iα2) = 0, khi β ≠ α2. (5.5.77) 

Hμm L(ω) gi¶i tÝch ë nöa mÆt ph¼ng d−íi, cßn ë nöa mÆt ph¼ng trªn nã chØ cã thÓ 

cã c¸c cùc ®iÓm mμ chóng kh«ng ph¶i lμ cùc ®iÓm cña hμm F(ω), tøc lμ víi chóng hμm 

L(ω)(ω2+β2) kh«ng thÓ cã cùc ®iÓm. §iÓm ω=iβ lμ ®iÓm duy nhÊt nh− vËy, tøc L(ω) cã thÓ 

cã cùc ®iÓm ω=iβ, do ®ã hμm L(ω)(ω−iβ) lμ nguyªn. §Ó tho¶ m·n ®iÒu kiÖn 3 ta gi¶ thiÕt 

nã lμ hμm tuyÕn tÝnh 

 L(ω)(ω−iβ) = Aω + B,                                         (5.5.78) 

tõ ®ã 

 L(ω) =
βω

ω
i

BA

−
+

                                             (5.5.79) 

Thay (5.5.76) vμ (5.5.77) vμo (5.5.78) ta x¸c ®Þnh ®−îc c¸c hÖ sè A vμ B tõ hÖ 

ph−¬ng tr×nh 

 Aiα2 + B = 0 

 
Te

c

c
1

2
1

2

2
1

2
2

3

1 α

αβ
αα −

−
−

 = 
)( 1

1

βα
α

−
+

i

BAi
                                   (5.5.80) 

tõ ®ã 
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A = 
Te
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+−                                          (5.5.81) 

Thay (5.5.81) vμo (5.5.79) ta nhËn ®−îc hμm truyÒn tèi −u 
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                                    (5.5.82) 

Theo (5.4.12) ta t×m ®−îc hμm träng l−îng tèi −u d−íi d¹ng 

g(t) = =
+
+

+
+
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C«ng thøc ngo¹i suy tèi −u cã lμm tr¬n sÏ cã d¹ng 

 x(t+T) = 
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Sai sè b×nh ph−¬ng trung b×nh cña phÐp ngo¹i suy cã lμm tr¬n trong tr−êng hîp 

trªn ®−îc x¸c ®Þnh nh− sau: 
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5.6. Ngo¹i suy vμ lμm tr¬n qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn khi biÓu diÔn hμm t−¬ng 

quan d−íi d¹ng tæng c¸c hμm mò 

§èi víi c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn mμ hμm tù t−¬ng quan vμ hμm t−¬ng quan quan 

hÖ cña chóng cã thÓ biÓu diÔn d−íi d¹ng tæng c¸c hμm mò th× ph−¬ng ph¸p gi¶i ph−¬ng 

tr×nh Viner−Hopf [17] cã thÓ kh«ng ®ßi hái ph¶i sö dông lý thuyÕt hμm biÕn phøc. 

C¸c hμm ngÉu nhiªn, mμ hμm t−¬ng quan cña chóng ®−îc biÓu diÔn d−íi d¹ng tæng 

c¸c hμm mò, lμ nh÷ng hμm cã mËt ®é phæ h÷u tû. 

Thùc vËy, nÕu 

 Rx(τ) =  −

k
k

keD τα
,                                                (5.6.1) 

th× mËt ®é phæ cã d¹ng 
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           (5.6.2) 

Cã thÓ chØ ra r»ng, mäi hμm t−¬ng quan cã thÓ ®−îc xÊp xØ, víi ®é chÝnh x¸c tuú ý, 

bëi chuçi mμ c¸c thμnh phÇn cña nã lμ c¸c hμm mò. 

Cô thÓ, hμm t−¬ng quan ®−îc biÓu diÔn qua c¸c hμm mò lμ tæng cã d¹ng 

R(τ) =  −

k
k

keD τα
cosβkτ = [ ] −−+− +

k

iik kkkk ee
D τβατβα )()(

2
.                  (5.6.3) 
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Gi¶ sö tÊt c¶ c¸c hμm t−¬ng quan ®−a vμo ph−¬ng tr×nh Viner-Hopf ®−îc biÓu diÔn 

d−íi d¹ng tæng c¸c hμm mò: 

  −=
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ieSR τατ )( ,                                                (5.6.4) 
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Thay (5.6.4)-(5.6.7) vμo c«ng thøc (5.3.4), (5.3.5) ta ®−îc 
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ii eNeSR τβτατ )( ,                                     (5.6.8) 
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iiii eNeHeGeSR τβτδτγτατ )( .                  (5.6.9) 

Trong c«ng thøc (5.6.8) ta chØ xÐt τ≥0, v× ph−¬ng tr×nh Viner-Hopf chØ ®−îc xÐt ®èi 

víi c¸c gi¸ trÞ kh«ng ©m cña t. 

Cã thÓ viÕt l¹i c¸c c«ng thøc (5.6.8) vμ (5.6.9) khi hîp hai tæng vμo mét 
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ë ®©y p vμ m lμ sè c¸c h¹ng chung trong tæng kÕt hîp t−¬ng øng. 

Ta sÏ t×m hμm träng l−îng g(t) d−íi d¹ng 
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trong ®ã δ(t) lμ hμm Delta. 

Sè N vμ c¶ c¸c hÖ sè sA  vμ sa  ®−îc x¸c ®Þnh tõ ph−¬ng tr×nh Viner-Hopf (5.3.11). 

Thay (5.6.10), (5.6.11) vμ (5.6.12) vμo ph−¬ng tr×nh (5.3.11) vμ yªu cÇu sao cho nã 

tho¶ m·n ®ång nhÊt t¹i mäi gi¸ trÞ kh«ng ©m cña ®èi sè t: 
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 + 4321
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B»ng c¸ch t−¬ng tù khi tÝnh J2 ta ®−îc 
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 Ta tÝnh J3 
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TÝch ph©n thø hai trong (5.6.16) b»ng kh«ng v× δ(t)=0 khi τ≠0. Trong tÝch ph©n thø 

nhÊt, thùc hiÖn phÐp ®æi biÕn t−τ = z, trªn c¬ së tÝnh chÊt cña hμm Delta (4.2.7), ta ®−îc 
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B»ng c¸ch tÝnh t−¬ng tù víi J4, ta ®−îc 
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§Æt (5.6.14)−(5.6.18) vμo (5.6.13) ta nhËn ®−îc 
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§¼ng thøc (5.6.19) cÇn ph¶i ®−îc tho¶ m·n ®ång nhÊt víi mäi gi¸ trÞ t d−¬ng. Muèn 

vËy, c¸c ®iÒu kiÖn sau ®©y ph¶i ®−îc thùc hiÖn 

1. C¸c hÖ sè trong 
tase−
 ë vÕ ph¶i cÇn ph¶i b»ng kh«ng. Tõ ®ã 
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= 0,      s = 1,2,..., N.                      (5.6.20) 

Ta ®· nhËn ®−îc hÖ N ph−¬ng tr×nh ®Ó x¸c ®Þnh a1, a2,..., aN. Do ®ã, cã thÓ t×m c¸c 

chØ sè mò ®−a vμo trong ®¼ng thøc (5.6.12) nh− lμ nghiÖm cña hμm 
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 P(z) = 
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                                        (5.6.21) 

Trong ®ã chØ lÊy c¸c nghiÖm cã phÇn thùc d−¬ng. Trong tr−êng hîp tæng qu¸t sè c¸c 

nghiÖm nh− vËy sÏ lμ m+p−1, do ®ã N trong c«ng thøc (5.6.12) cã thÓ lÊy b»ng m+p−1. 

2. C¸c hÖ sè trong 
tb je−
 ë vÕ ph¶i cÇn ph¶i b»ng kh«ng, cßn c¸c hÖ sè trong 

tcke−
 ë vÕ 

ph¶i ph¶i b»ng Ck
Tcke−

. Tõ ®ã, sau khi x¸c ®Þnh as theo c«ng thøc (5.6.21) ta nhËn ®−îc 

hÖ ph−¬ng tr×nh ®Ó x¸c ®Þnh A1, A2,...,Am+p-1. 
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TÊt c¶ nh÷ng ®iÒu ®· tr×nh bμy cã thÓ dïng ®−îc khi mμ hμm P(z) kh«ng cã nghiÖm 

béi. Trong tr−êng hîp cã nghiÖm béi, cÇn ph¶i biÕn ®æi biÓu thøc (5.6.12), v× trong tr−êng 

hîp ng−îc l¹i hÖ (5.6.22) sÏ kh«ng t−¬ng thÝch. Ch¼ng h¹n, nÕu al lμ nghiÖm béi hai cña 

hμm (5.6.21), tøc lμ al=al+1, th× hai thμnh phÇn t−¬ng øng víi nã trong biÓu thøc (5.6.12) 

cÇn thay b»ng (Alτ+Al+1τ)
τlae−

. 

Khi ®ã ph−¬ng tr×nh thø l cña (5.6.20) ®−îc viÕt d−íi d¹ng 
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cßn nh÷ng ph−¬ng tr×nh cßn l¹i ®−îc gi÷ nguyªn kh«ng thay ®æi. Khi ®ã, thμnh phÇn cña 

tæng cã hÖ sè Al trong c¸c ph−¬ng tr×nh (5.6.22) ®−îc viÕt d−íi d¹ng 
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ca
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ba
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−
. 

Ph−¬ng ph¸p ®· xÐt ë ®©y bao gåm nh− sau: 

1) C¸c hμm t−¬ng quan ®−îc xÊp xØ bëi c¸c c«ng thøc (5.6.10) vμ (5.6.11), 

2) Thμnh lËp hμm P(z) theo c«ng thøc (5.6.21) vμ t×m nghiÖm cã phÇn thùc d−¬ng 

as cña nã, 

3) LËp hÖ ph−¬ng tr×nh (5.6.22), gi¶i nã, ta nhËn ®−îc c¸c hÖ sè As vμ A, 

4) T×m hμm träng l−îng g(t) theo c«ng thøc (5.6.12), 

5) Theo c«ng thøc (5.3.1) t×m gi¸ trÞ ch−a biÕt x(t+T). 

Ph−¬ng sai sai sè cña phÐp xÊp xØ, khi ®ã, ®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc (5.3.3) mμ 

sau khi thay thÕ (5.6.10), (5.6.11), (5.6.12) vμ thùc hiÖn viÖc tÝnh tÝch ph©n nã ®−îc viÕt 

d−íi d¹ng 
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                        (5.6.24) 

C¸c vÝ dô 

1. Ta xÐt tr−êng hîp ng¾m ®ãn thuÇn tuý khi cã thÓ hiÖn x(t) trªn kho¶ng (−∞,t) 

cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t) cã hμm t−¬ng quan 
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 Rx(τ) = D
τα−e .                                                   (5.6.25) 

Trong tr−êng hîp nμy, theo (5.3.4) vμ (5.3.5), 

 Rxz(τ) = Rz(τ) = Rx(τ) = D
τα−e .                                     (5.6.26) 

Khi ®ã ph−¬ng tr×nh Viner−Hopf ®−îc viÕt d−íi d¹ng 

 Rx(t+T) = 0,)()(
0

≥−
∞

tdtRg x τττ                               (5.6.27) 

Theo (5.6.12), hμm träng l−îng g(t) sÏ ®−îc t×m d−íi d¹ng 

 g(t) = )(
1

tAeA
N

s

ta
s

s δ+
=

−
                                          (5.6.28) 

V× tæng trong c¸c ®¼ng thøc (5.6.10) vμ (5.6.11) chØ cã mét h¹ng tö, tøc lμ p = 1, m = 

0, nªn hμm (5.6.21), mμ nã cã thÓ cã sè nghiÖm kh«ng lín h¬n p+m−1, sÏ kh«ng cã 

nghiÖm, tøc N=0. Khi ®ã hμm träng l−îng ®−îc viÕt d−íi d¹ng 

 g(t) = Aδ(t).                                                      (5.6.29) 

Tõ ®»ng thøc (5.6.22) ta ®−îc 

 A = 
Te α−

                                                        (5.6.30) 

Tõ ®ã hμm träng l−îng tèi −u cã d¹ng 

 g(t) = 
Te α− δ(t)                                                   (5.6.31) 

Khi ®ã ph−¬ng sai sai sè cña dù b¸o, theo (5.6.24), ®−îc x¸c ®Þnh d−íi d¹ng 

 σ2 = Rx(0)− Te α−
D

Te α−
= D(1

Te α2−− )                                 (5.6.32) 

Ta nhËn ®−îc chÝnh kÕt qu¶ nh− trong vÝ dô 1 môc 5.5. 

2. XÐt tr−êng hîp ng¾m ®ãn thuÇn tuý khi qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn X(t) cã hμm t−¬ng 

quan 

 Rx(τ) = D
τα−e cosβτ.                                          (5.6.33) 

Ta viÕt Rx(τ) d−íi d¹ng 

 Rx(τ) = [ ]τβ+α−τβ−α− + )i()i( ee
2

D
                                  (5.6.34) 

Trong tr−êng hîp nμy 

 Rxz(τ) = Rz(τ) = [ ]τβ+α−τβ−α− + )i()i( ee
2

D
                            (5.6.35) 

lμ tæng cña hai h¹ng tö, tøc p=2, m=0. Khi ®ã N=p+m−1=1, cßn hμm träng l−îng sÏ 

cã d¹ng 

 g(t) = )(1
1 tAeA ta δ+−

                                         (5.6.36) 

Hμm (5.6.21) ®−îc viÕt d−íi d¹ng 

P(z) = ( ) ( ) 
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Hμm nμy cã nghiÖm d−¬ng duy nhÊt z =
22 βα +  mμ nã cho phÐp t×m a1 trong 

hμm träng l−îng. 

§Ó x¸c ®Þnh c¸c hÖ sè A1 vμ A ta sö dông hÖ (5.6.22) d−íi d¹ng 
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Gi¶i hÖ nμy ta ®−îc 
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Cuèi cïng hμm träng l−îng cã d¹ng 

g(t) = 
( )
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KÕt qu¶ nhËn ®−îc nμy chÝnh lμ kÕt qu¶ trong vÝ dô 2 môc 5.5. 

Ch−¬ng  6: X¸c ®Þnh c¸c ®Æc tr−ng cña hμm ngÉu nhiªn theo sè 

liÖu thùc nghiÖm 

6.1. C¸c ®Æc tr−ng thèng kª cña hμm ngÉu nhiªn 

ë ch−¬ng 2 chóng ta ®· thÊy r»ng, trong lý thuyÕt t−¬ng quan, ng−êi ta lÊy kú väng 

to¸n häc vμ hμm t−¬ng quan lμm ®Æc tr−ng cña hμm ngÉu nhiªn. Ta xÐt ph−¬ng ph¸p 

x¸c ®Þnh c¸c ®Æc tr−ng nμy theo sè liÖu thùc nghiÖm. Trong ®ã cÇn nhí r»ng, khi sö dông 

c¸c sè liÖu thùc nghiÖm ta kh«ng bao giê gi¶ thiÕt cã tËp hîp tÊt c¶ c¸c thÓ hiÖn cã thÓ 

cña hμm ngÉu nhiªn, mμ chØ cã mét sè h÷u h¹n c¸c thÓ hiÖn, lμ mét phÇn nμo ®ã trong 

tËp tæng thÓ. 

V× vËy, c¸c ®Æc tr−ng cña hμm ngÉu nhiªn ®−îc x¸c ®Þnh theo tËp mÉu nμy mang 

tÝnh chÊt ngÉu nhiªn vμ cã thÓ kh¸c víi nh÷ng ®Æc tr−ng thùc x¸c ®Þnh theo toμn bé tËp 

tæng thÓ c¸c thÓ hiÖn. Nh÷ng ®Æc tr−ng nhËn ®−îc theo sè liÖu thùc nghiÖm gäi lμ nh÷ng 

®Æc tr−ng thèng kª hay −íc l−îng thèng kª. Kh¸c víi gi¸ trÞ thùc cña kú väng to¸n häc 
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)(tm  vμ hμm t−¬ng quan ),( 21 ttR , ta sÏ ký hiÖu c¸c ®Æc tr−ng thèng kª t−¬ng øng d−íi 

d¹ng ),(
~

 ),(~
21 ttRtm . 

Cã thÓ xÐt hμm ngÉu nhiªn nh− tËp hîp tÊt c¶ c¸c l¸t c¾t cña nã. XuÊt ph¸t tõ ®ã, 

cã thÓ ®−a viÖc x¸c ®Þnh c¸c ®Æc tr−ng thèng kª cña hμm ngÉu nhiªn vÒ viÖc x¸c ®Þnh c¸c 

®Æc tr−ng t−¬ng øng cña hÖ c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn. 

Gi¶ sö do kÕt qu¶ thùc nghiÖm ta nhËn ®−îc n thÓ hiÖn ),,()( nitX i  ..., 2 1  =  cña qu¸ 

tr×nh ngÉu nhiªn )(tX  trªn kho¶ng Tttt +≤≤ 00  (h×nh 6.1). 

Ta sÏ chia kho¶ng nμy thμnh m phÇn b»ng nhau bëi c¸c ®iÓm Ttttt m +− 0110   ...,  ,,, . §èi 

víi mçi gi¸ trÞ cña ®èi sè jt  ),,( mj  ..., 2 1=  ta nhËn ®−îc mét l¸t c¾t cña qu¸ tr×nh ngÉu 

nhiªn )( jj tXX =  lμ mét ®¹i l−îng ngÉu nhiªn, tøc lμ ta nhËn ®−îc hÖ m ®¹i l−îng ngÉu 

nhiªn. Vμ thay cho c¸c ®Æc tr−ng thèng kª cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn ta sÏ xÐt nh÷ng ®Æc 

tr−ng t−¬ng øng cña hÖ c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn nμy. 

 

H×nh 6.1 

Theo môc 1.8, nh÷ng ®Æc tr−ng ®ã lμ: kú väng to¸n häc cña c¸c ®¹i l−îng ngÉu 

nhiªn 

[ ] )(~~
jxj tmXm =                                                      (6.1.1) 

lμ nh÷ng gi¸ trÞ thèng kª cña kú väng to¸n häc cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn t¹i c¸c gi¸ trÞ 

rêi r¹c cña ®èi sè tj, vμ ma trËn t−¬ng quan 
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.                                           (6.1.2) 

C¸c phÇn tö cña ma trËn t−¬ng quan (6.1.2) lμ m«men t−¬ng quan thèng kª gi÷a c¸c 

l¸t c¾t cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn, øng víi c¸c gi¸ trÞ cña ®èi sè jt  vμ lt , tøc lμ c¸c gi¸ trÞ 

thèng kª cña hμm t−¬ng quan cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn t¹i nh÷ng gi¸ trÞ rêi r¹c cña ®èi sè 

jt  vμ lt  

),(
~~

, ljxlj ttRR = . 

Theo luËn ®iÓm cña thèng kª to¸n häc (ch¼ng h¹n, xem [8]), ng−êi ta xem trung 

b×nh sè häc cña n gi¸ trÞ hiÖn cã cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn lμ gi¸ trÞ thèng kª cña kú väng 

to¸n häc 

mjtx
n

tm j

n

i
ijx  ..., 2 1   

1

1

,,),()(~ == 
=

.                                       (6.1.3) 
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T−¬ng tù, c¸c gi¸ trÞ thèng kª cña m«men t−¬ng quan ®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc 

[ ][ ])(~)()(~)(),(
~

lxli

n

i
jxjiljx tmtxtmtx

n
ttR −−

−
= 

=

 
1

1

1

                              (6.1.4) 

§Æc biÖt, khi lj =  m«men t−¬ng quan lμ gi¸ trÞ thèng kª cña ph−¬ng sai t¹i l¸t c¾t 

t−¬ng øng 

[ ]
=

−
−

==
n

i
jxjijjxjx tmtx

n
ttRtD

1

2 

1

1
)(~)(),(

~
)(

~
.                               (6.1.5) 

C¸c gi¸ trÞ thèng kª cña hÖ sè t−¬ng quan ),(~~
, ljxlj ttrr  =  lμ nh÷ng gi¸ trÞ thèng kª 

cña hμm t−¬ng quan chuÈn ho¸ ),(~
ljx ttr   t¹i nh÷ng gi¸ trÞ ®èi sè jt , lt , ®−îc x¸c ®Þnh theo 

c«ng thøc 

)(~)(~
),(

~

),(~

lxjx

ljx

ljx tt

ttR
ttr

σσ
=

 

 
 ,                                            (6.1.6) 

trong ®ã )(
~

)(~ tDt xx =σ . 

Ph−¬ng ph¸p võa xÐt trªn ®©y, lÊy trÞ sè trung b×nh sè häc theo tÊt c¶ c¸c thÓ hiÖn 

cã ®−îc lμm gi¸ trÞ thèng kª cña kú väng to¸n häc cña ®¹i l−îng ngÉu nhiªn, dùa trªn c¬ 

së sö dông quy luËt sè lín. Quy luËt nμy ph¸t biÓu r»ng, khi sè l−îng c¸c thÝ nghiÖm lμ 

lín, víi x¸c suÊt gÇn b»ng ®¬n vÞ, cã thÓ cho r»ng ®é lÖch cña gi¸ trÞ trung b×nh so víi kú 

väng to¸n häc lμ nhá. ë ®©y gi¶ thiÕt r»ng, c¸c thÝ nghiÖm lμ ®éc lËp vμ ®−îc tiÕn hμnh 

trong nh÷ng ®iÒu kiÖn nh− nhau. C¸c thÝ nghiÖm ®−îc coi lμ tiÕn hμnh trong nh÷ng ®iÒu 

kiÖn nh− nhau nÕu khi thùc hiÖn chóng, tËp hîp tÊt c¶ nh÷ng t¸c ®éng ®−îc tÝnh tíi, 

®iÒu kiÖn ban ®Çu vμ nh÷ng mèi liªn hÖ ®−îc gi÷ nguyªn kh«ng ®æi. C¸c thÝ nghiÖm ®−îc 

coi lμ ®éc lËp nÕu kÕt qu¶ cña mçi thÝ nghiÖm kh«ng phô thuéc vμo kÕt qu¶ cña nh÷ng 

lÇn thÝ nghiÖm kh¸c. D−íi gãc ®é to¸n häc, tÝnh ®éc lËp cña c¸c lÇn thÝ nghiÖm kh¸c nhau 

t−¬ng ®−¬ng víi sù ®éc lËp cña luËt ph©n bè cña hμm ngÉu nhiªn trong c¸c thÝ nghiÖm 

®ã, cßn sù tån t¹i nh÷ng ®iÒu kiÖn bªn ngoμi gièng nhau khi tiÕn hμnh thÝ nghiÖm t−¬ng 

®−¬ng víi viÖc c¸c quy luËt ph©n bè cña hμm ngÉu nhiªn nh− nhau trong tÊt c¶ c¸c lÇn 

thÝ nghiÖm. 

HÖ ph−¬ng ph¸p võa xÐt còng ®−îc øng dông ®Ó x¸c ®Þnh c¸c ®Æc tr−ng thèng kª 

cña tr−êng ngÉu nhiªn. 

Gi¶ sö cã n thÓ hiÖn ) ..., 2, ,1(  )( niui =ρ  cña tr−êng ngÉu nhiªn )(ρU  trong miÒn 

kh«ng gian D  nμo ®ã. Ta chia miÒn D  thμnh m phÇn bëi mét tËp hîp c¸c mÆt ph¼ng 

song song víi c¸c mÆt ph¼ng to¹ ®é vμ ph©n bè c¸ch ®Òu nhau. Ký hiÖu jρ  lμ b¸n kÝnh 

vect¬ cña ®iÓm jN , ®Ønh cña c¸c khèi lËp ph−¬ng mμ miÒn D  ®· ®−îc chia thμnh. Khi ®ã 

øng víi mçi gi¸ trÞ cña ®èi sè jρ  lμ mét ®¹i l−îng ngÉu nhiªn )( jU ρ  − l¸t c¾t cña tr−êng 

ngÉu nhiªn t¹i ®iÓm jN . TÊt c¶ c¸c c«ng thøc ®Ó x¸c ®Þnh c¸c ®Æc tr−ng thèng kª cña 

tr−êng ngÉu nhiªn )(ρU  ®−îc nhËn tõ c¸c c«ng thøc t−¬ng øng cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn 

)(tX  (6.1.3)−(6.1.6) b»ng c¸ch thay thÕ chØ sè x  thμnh chØ sè u , cßn ®èi sè v« h−íng t  ®−îc 

thay b»ng ®èi sè vect¬ ρ . Ph−¬ng ph¸p xö lý theo tËp hîp c¸c thÓ hiÖn cña hμm ngÉu 

nhiªn võa xÐt ®ßi hái sè l−îng lín c¸c thÓ hiÖn, v×, nh− ®· biÕt tõ thèng kª to¸n häc, ®é 

chÝnh x¸c cña c¸c ®Æc tr−ng thèng kª nhËn ®−îc gi¶m nhanh khi gi¶m sè l−îng thÓ hiÖn. 

Víi sè l−îng thÓ hiÖn lín, viÖc tÝnh to¸n theo c«ng thøc (6.1.3) vμ ®Æc biÖt theo c«ng 
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thøc (6.1.4) rÊt khã kh¨n. C«ng viÖc nμy cã thÓ ®−îc thùc hiÖn mét c¸ch hiÖu qu¶ nhê 

m¸y tÝnh ®iÖn tö. Ngμy nay ng−êi ta ®· lËp c¸c ch−¬ng tr×nh x¸c ®Þnh kú väng to¸n häc 

vμ ma trËn t−¬ng quan cho nhiÒu lo¹i m¸y tÝnh kh¸c nhau, nhê ®ã viÖc xö lý c¸c th«ng 

tin khÝ t−îng thñy v¨n ®−îc thùc hiÖn. 

Th«ng th−êng trong thùc tÕ viÖc ®o ®¹c c¸c yÕu tè khÝ t−îng thñy v¨n ®−îc tiÕn 

hμnh kh«ng liªn tôc ®èi víi tÊt c¶ c¸c gi¸ trÞ cña ®èi sè, mμ chØ t¹i nh÷ng gi¸ trÞ rêi r¹c 

cña nã. Nh− vËy, khi x¸c ®Þnh c¸c ®Æc tr−ng cña hμm ngÉu nhiªn theo sè liÖu thùc 

nghiÖm quan tr¾c khÝ t−îng thñy v¨n, chóng ta cã mét hÖ c¸c l¸t c¾t ®èi víi nh÷ng gi¸ trÞ 

cô thÓ ®· cho cña ®èi sè, vμ chóng ta chØ cã thÓ thao t¸c víi hÖ ®ã. 

Trong tr−êng hîp qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng hay tr−êng ®ång nhÊt ®¼ng h−íng, kú 

väng to¸n häc kh«ng phô thuéc vμo ®èi sè cña hμm ngÉu nhiªn, cßn hμm t−¬ng quan lμ 

hμm chØ cña mét ®èi sè v« h−íng − modul cña hiÖu c¸c ®èi sè. Khi ®ã viÖc tÝnh to¸n ®¬n 

gi¶n h¬n nhiÒu, thay v× ma trËn t−¬ng quan (6.1.2) chØ cÇn tÝnh nh÷ng phÇn tö ë hμng 

®Çu tiªn cña nã, ®ã chÝnh lμ c¸c m«men t−¬ng quan gi÷a c¸c l¸t c¾t n»m c¸ch nhau 

nh÷ng kho¶ng kh¸c nhau cña hμm ngÉu nhiªn. 

6.2. C¸c ®Æc tr−ng thèng kª cña c¸c hμm ngÉu nhiªn cã tÝnh Ego®ic 

§èi víi qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng hay tr−êng ®ång nhÊt ®¼ng h−íng cã tÝnh ego®ic 

viÖc lÊy trung b×nh theo tËp c¸c thÓ hiÖn (xem ch−¬ng 2) cã thÓ thay b»ng lÊy trung b×nh 

theo mét thÓ hiÖn cho trªn kho¶ng biÕn thiªn ®ñ lín cña ®èi sè.  

Ta xÐt c¸c ph−¬ng ph¸p x¸c ®Þnh c¸c ®Æc tr−ng thèng kª cña hμm ngÉu nhiªn trong 

tr−êng hîp nμy. 

Gi¶ sö cã thÓ hiÖn )(tx  cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng ego®ic )(tX  cho trªn kho¶ng 

],[ T 0 . 

Nh− ®· tr×nh bμy trong môc 2.6, c¸c gi¸ trÞ cña kú väng to¸n häc vμ hμm t−¬ng 

quan cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn ®−îc x¸c ®Þnh theo c¸c c«ng thøc (2.6.1) vμ (2.6.2). 

Trong c«ng thøc (2.6.2) cã mÆt gi¸ trÞ thùc cña kú väng to¸n häc xm  cña qu¸ tr×nh 

ngÉu nhiªn. Song trong ®a sè tr−êng hîp gi¸ trÞ nμy ch−a ®−îc biÕt, vμ do ®ã thay cho gi¸ 

trÞ thùc buéc ph¶i sö dông gi¸ trÞ thèng kª cña kú väng to¸n häc xm~ . 

Trªn thùc tÕ chóng ta th−êng kh«ng cã biÓu thøc gi¶i tÝch cña thÓ hiÖn )(tx , mμ chØ 

lμ biÓu diÔn ®å thÞ cña nã, nhËn ®−îc b»ng c¸c dông cô tù ghi, hoÆc th«ng th−êng nhÊt lμ 

b¶ng c¸c gi¸ trÞ cña nã t¹i nh÷ng trÞ sè rêi r¹c cña ®èi sè t . 

v

t1 t2 tj-1 tj
 

H×nh 6.2 

Khi ®ã, trong c¸c c«ng thøc (2.6.1) vμ (2.6.2) c¸c tÝch ph©n ®−îc thay thÕ gÇn ®óng 

b»ng c¸c tæng tÝch ph©n. 
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Gi¶ sö cã b¨ng ghi liªn tôc cña thÓ hiÖn )(tx  (h×nh 6.2), ta chia kho¶ng ],[ T 0  thμnh 

n phÇn b»ng nhau ®é dμi tΔ  vμ ký hiÖu ®iÓm cuèi cña tõng ®o¹n lμ ),,( njtjt j  ..., 2 1 =Δ= . 

V× tnT Δ= , nªn c¸c c«ng thøc (2.6.1) vμ (2.6.2) cã thÓ viÕt d−íi d¹ng 


=

Δ=
n

j
x tjx

n
m

1

1
)(~ ,                                                  (6.2.1) 

[ ][ ]x

kn

j
xkx mtkjxmtjx

kn
R ~])[(~)()(
~ −Δ+−Δ

−
=τ 

−

=

 
1

1

,                             (6.2.2) 

trong ®ã ),,( mktkk  ..., 2 1  =Δ=τ . 

NÕu b¨ng ghi thÓ hiÖn kh«ng liªn tôc mμ lμ rêi r¹c, th× jt  lÊy b»ng nh÷ng gi¸ trÞ 

cña ®èi sè t¹i ®ã ghi gi¸ trÞ cña thÓ hiÖn )(tx . 

ViÖc x¸c ®Þnh gi¸ trÞ thèng kª cña kú väng to¸n häc um~  vμ hμm t−¬ng quan )(
~

lRu  

cña tr−êng ®ång nhÊt ®¼ng h−íng )(ρ


U  theo mét thÓ hiÖn cho trong miÒn kh«ng gian D  

còng ®−îc tiÕn hμnh b»ng c¸ch t−¬ng tù. 

HÖ ph−¬ng ph¸p võa xÐt còng hoμn toμn ®−îc ¸p dông ®Ó x¸c ®Þnh hμm cÊu tróc 

cña qu¸ tr×nh dõng ego®ic hay tr−êng ngÉu nhiªn ®ång nhÊt ®¼ng h−íng. C«ng thøc ®Ó 
x¸c ®Þnh gi¸ trÞ thèng kª cña hμm cÊu tróc theo mét thÓ hiÖn cña hμm ngÉu nhiªn )(tX  

cho trªn ®o¹n ],[ T 0  cã d¹ng 

[ ]
τ−

−τ+
τ−

=τ
T

x dttxtx
T

B
0

21
)()()( .                       (6.2.3) 

Khi thay thÕ tÝch ph©n trong (6.2.3) b»ng tæng tÝch ph©n, gièng nh− ®èi víi hμm 

t−¬ng quan, ta cã c«ng thøc 

[ ]
−

=

−τ+
−

=τ
kn

j
jkjkx txtx

kn
B

1

21
)()()(

~
.                                         (6.2.4) 

NÕu kh«ng chØ cã mét thÓ hiÖn, mμ lμ mét sè c¸c thÓ hiÖn cña nã nhËn ®−îc trong 

nh÷ng ®iÒu kiÖn nh− nhau, th× viÖc xö lý ®−îc tiÕn hμnh theo ph−¬ng ph¸p trªn ®èi víi 

tõng thÓ hiÖn, sau ®ã lÊy trung b×nh c¸c ®Æc tr−ng tÝnh ®−îc. Trong tr−êng hîp nμy cÇn 

nhí r»ng gi¸ trÞ trung b×nh cña hμm cÊu tróc nhËn ®−îc b»ng c¸ch lÊy trung b×nh theo 

mét bé n thÓ hiÖn ®é dμi h÷u h¹n T , sÏ tiÕn tíi gi¸ trÞ thùc khi lÊy giíi h¹n ∞→n . 

Cßn ®èi víi hμm t−¬ng quan, do khi tÝnh nã kh«ng sö dông gi¸ trÞ thùc mμ dïng 

gi¸ trÞ thèng kª cña kú väng to¸n häc cña hμm ngÉu nhiªn, nªn gi¸ trÞ trung b×nh cña 

nã, thËm chÝ c¶ khi ∞→n , vÉn bÞ sai lÖch. 

Thùc vËy, ®èi víi hμm cÊu tróc ta cã 

[ ] [ ] =
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x BdtB
T
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1
,                        (6.2.5) 

tøc lμ kú väng to¸n häc cña hμm cÊu tróc thèng kª b»ng gi¸ trÞ thùc cña nã. 

NÕu c¸c gi¸ trÞ thèng kª cña hμm t−¬ng quan ®−îc x¸c ®Þnh theo tõng thÓ hiÖn ®é 

dμi T  cã sö dông gi¸ trÞ thèng kª cña kú väng to¸n häc cña hμm ngÉu nhiªn, th× 
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H¹ng thø nhÊt trong (6.2.6) b»ng gi¸ trÞ thùc cña hμm t−¬ng quan )(τxR . ThÕ c¸c 

gi¸ trÞ thèng kª xm~  vμo nh÷ng h¹ng cßn l¹i cña (6.2.6), sau mét lo¹t biÕn ®æi ta nhËn 

®−îc biÓu thøc 

[ ] [ ] +ττ−τ+ττ
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                            (6.2.7) 

Tõ ®ã thÊy r»ng, kú väng to¸n häc cña gi¸ trÞ thèng kª cña hμm t−¬ng quan, mμ gi¸ 

trÞ trung b×nh cña nã lÊy theo tÊt c¶ c¸c thÓ hiÖn sÏ tiÕn tíi ®ã khi ∞→n , kh«ng trïng 

víi gi¸ trÞ thùc cña hμm t−¬ng quan. Khi 0→τ , tõ (6.2.7) ta nhËn ®−îc c«ng thøc cho kú 

väng to¸n häc cña ph−¬ng sai thèng kª cña hμm ngÉu nhiªn khi tÝnh gi¸ trÞ cña nã b»ng 

c¸ch lÊy trung b×nh theo tõng thÓ hiÖn ®é dμi T  cã sö dông gi¸ trÞ thèng kª cña kú väng 

to¸n häc 

[ ] [ ]  τττ−−==
T

xxxx dRT
T

DDMRM
0

2
 

2
0 )()(

~
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~
.                           (6.2.8) 

Tõ (6.2.8) thÊy r»ng, thËm chÝ khi sè thÓ hiÖn ®Ó lÊy trung b×nh c¸c gi¸ trÞ thèng kª 

cña ph−¬ng sai tiÕn tíi v« h¹n vμ khi kho¶ng ghi thÓ hiÖn T  h÷u h¹n th× ph−¬ng sai 

trung b×nh vÉn sÏ kh¸c biÖt víi gi¸ trÞ thùc cña ph−¬ng sai mét ®¹i l−îng, phô thuéc vμo 

T  vμ b»ng 

 τττ−=α
T

x dRT
T

0

2

2
)()( .                                            (6.2.9) 

B»ng viÖc xö lý sè liÖu thùc nghiÖm nh− trªn, ta nhËn ®−îc c¸c gi¸ trÞ thèng kª cña 

hμm t−¬ng quan t¹i nh÷ng trÞ sè rêi r¹c cña ®èi sè. §Ó cã thÓ sö dông tiÕp hμm t−¬ng 

quan khi nghiªn cøu thèng kª c¸c qu¸ tr×nh vμ c¸c tr−êng khÝ t−îng thñy v¨n, thuËn tiÖn 

h¬n nªn sö dông biÓu thøc gi¶i tÝch cña hμm t−¬ng quan nh− lμ hμm cña ®èi sè liªn tôc. 

Cã thÓ nhËn ®−îc hμm nh− vËy b»ng c¸ch xÊp xØ c¸c gi¸ trÞ tÝnh ®−îc bëi c¸c biÓu thøc 

gi¶i tÝch khi sö dông c¸c ph−¬ng ph¸p to¸n häc quen thuéc. Khi chän biÓu thøc gi¶i tÝch 

®Ó xÊp xØ hμm t−¬ng quan cÇn nhí r»ng ®iÒu kiÖn cÇn vÒ tÝnh dõng cña qu¸ tr×nh ngÉu 

nhiªn hay tÝnh ®ång nhÊt cña tr−êng ngÉu nhiªn lμ ®iÒu kiÖn kh«ng ©m cña phæ. V× vËy 

chØ cã thÓ chän nh÷ng hμm nμo cã phæ kh«ng ©m lμm hμm xÊp xØ. 

Trong ch−¬ng 3 ®· xÐt chi tiÕt mét sè hμm vμ ®· chØ ra nh÷ng hμm nμo cã thÓ dïng 

lμm hμm t−¬ng quan cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng hay tr−êng ngÉu nhiªn ®ång nhÊt. 

DÜ nhiªn nh÷ng hμm nμy ch−a bao qu¸t ®−îc tÊt c¶ c¸c hμm cã phæ kh«ng ©m mμ chóng 

cã thÓ lμ hμm t−¬ng quan, song nh− nhiÒu nghiªn cøu ®· chØ ra, nh÷ng hμm ®ã th−êng 

cho kÕt qu¶ kh¸ phï hîp víi sè liÖu thùc nghiÖm khi xÊp xØ gi¸ trÞ thèng kª cña hμm 

t−¬ng quan cña c¸c qu¸ tr×nh vμ tr−êng khÝ t−îng thñy v¨n. 
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Khi chän c¸c biÓu thøc xÊp xØ nªn dùng ®å thÞ c¸c m«men t−¬ng quan nhËn ®−îc vμ 

xem xÐt tÝnh chÊt phô thuéc cña nã vμo ®èi sè, so s¸nh ®å thÞ nμy víi ®å thÞ c¸c hμm 

t−¬ng quan ®· xÐt ë ch−¬ng 3. Nh÷ng chØ dÉn tØ mØ vÒ c¸c ph−¬ng ph¸p xÊp xØ vμ ®é 

chÝnh x¸c cña chóng ®· ®−îc xÐt trong c¸c s¸ch chuyªn kh¶o vμ chóng ta sÏ dõng l¹i vÊn 

®Ò nμy ë ®©y. 

6.3 §é chÝnh x¸c x¸c ®Þnh c¸c ®Æc tr−ng thèng kª cña hμm ngÉu nhiªn 

Do nhiÒu nguyªn nh©n lμm ¶nh h−ëng tíi ®é chÝnh x¸c, c¸c ®Æc tr−ng thèng kª cña 

hμm ngÉu nhiªn x¸c ®Þnh theo sè liÖu thùc nghiÖm lμ nh÷ng ®Æc tr−ng gÇn ®óng vμ cã 

thÓ kh¸c nhiÒu so víi gi¸ trÞ thùc cña kú väng to¸n häc vμ hμm t−¬ng quan. Ta sÏ xÐt ¶nh 

h−ëng cña nh÷ng nh©n tè kh¸c nhau tíi ®é chÝnh x¸c cña viÖc x¸c ®Þnh c¸c ®Æc tr−ng 

thèng kª. 

§Ó ®¬n gi¶n cho viÖc tÝnh to¸n ta sÏ tiÕn hμnh nghiªn cøu ®é chÝnh x¸c ®èi víi qu¸ 

tr×nh ngÉu nhiªn. Víi tr−êng ngÉu nhiªn, tÝnh chÊt nghiªn cøu vμ c¸c kÕt luËn sÏ t−¬ng 

tù. 

1. ¶nh h−ëng cña sai sè trong sè liÖu ban ®Çu 

C¸c sè liÖu thùc nghiÖm ®−îc sö dông khi xö lý kh«ng tr¸nh khái cã chøa nh÷ng 

sai sè phô thuéc vμo ®é chÝnh x¸c cña ph−¬ng ph¸p quan tr¾c vμ c¸c dông cô ®o. 

Ta sÏ cho r»ng sai sè ®o lμ mét qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn )(tY  cã kú väng to¸n häc )(tmy  

vμ hμm t−¬ng quan ),( 21 ttRy . 

Khi ®ã mçi thÓ hiÖn )(tzi  cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn )(tX  nhËn ®−îc do thÝ nghiÖm 

sÏ lμ tæng cña gi¸ trÞ thùc cña thÓ hiÖn )(txi  vμ sai sè ®o )(tyi  

)()()( tytxtz iii += .                                                   (6.3.1) 

Trong tr−êng hîp nμy, t−¬ng øng víi (6.1.3), gi¸ trÞ thèng kª cña kú väng to¸n häc 

)(~ tmz  sÏ b»ng 

[ ] )(~)(~)()()(~
jyjx

n

i
jijijz tmtmtytx

n
tm +=+= 

=1

1
.                              (6.3.2) 

V× trong tr−êng hîp ®ang xÐt ta chØ quan t©m tíi ¶nh h−ëng cña sai sè ®o, nªn ta sÏ 

coi sè thÓ hiÖn ®ñ lín sao cho c¸c ®Æc tr−ng thèng kª cña qu¸ tr×nh ®−îc xÐt kh«ng kh¸c 

biÖt so víi gi¸ trÞ thùc t−¬ng øng. Khi ®ã cã thÓ viÕt (6.3.2) d−íi d¹ng 

)()()(~
jyjxjz tmtmtm += ,                                              (6.3.3) 

tøc lμ sai sè cña gi¸ trÞ thèng kª cña kú väng to¸n häc b»ng kú väng to¸n häc cña sai sè 

®o. 

Theo (6.1.4), ta sÏ x¸c ®Þnh gi¸ trÞ thèng kª cña hμm t−¬ng quan d−íi d¹ng 

[ ][ ]
=

=−−
−

=
n

i
lzlijzjiljz tmtztmtz

n
ttR

1

 
1

1
)(~)()(~)(),(

~
 

+
−

= 
=

n

i
ji tx

n 11

1
)([ −+−− )()([)]()()( lilijyjxji tytxtmtmty  

 

=−− )]()( lylx tmtm = ),(),( ljyljx ttRttR + + ),(),( ljyxljxy ttRttR +                   (6.3.4) 

Trong thùc tÕ quan tr¾c khÝ t−îng thñy v¨n, th«ng th−êng ng−êi ta thõa nhËn 

r»ng, sai sè ®o kh«ng liªn quan víi gi¸ trÞ thùc cña ®¹i l−îng ®−îc ®o, vμ c¸c sai sè øng 
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víi nh÷ng gi¸ trÞ kh¸c nhau cña ®èi sè kh«ng liªn hÖ víi nhau, tøc lμ 

,),(),( 0== ljyxljxy ttRttR                                           (6.3.5) 
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≠

=
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,
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ljt

lj
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ljy

  khi             

  khi                     0
2

                                (6.3.6) 

Khi ®ã c«ng thøc (6.3.5) ®−îc viÕt d−íi d¹ng 







=σ+σ

≠
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.)()(
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),(

~

ljtt

ljttR
ttR

jyjx

ljx

ljz
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  khi                  )(

22
                            (6.3.7) 

Tõ c«ng thøc (6.3.7) suy ra r»ng, trong tr−êng hîp ®ang xÐt sai sè ®o kh«ng ¶nh 

h−ëng tíi gi¸ trÞ thèng kª cña hμm t−¬ng quan cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn khi lj tt ≠ , 

nh−ng lμm t¨ng gi¸ trÞ thèng kª cña ph−¬ng sai )(~
jz tσ , nhËn ®−îc tõ (6.3.7) khi lj tt = , 

lªn mét l−îng b»ng ph−¬ng sai cña sai sè ®o )( jy tσ . 

Khi ®ã, theo (6.1.6), gi¸ trÞ thèng kª cña hμm t−¬ng quan chuÈn ho¸ ®−îc x¸c ®Þnh 

nh− sau 

)(~)(~
),(

~

),(~

lzjz

ljz

ljz tt

ttR
ttr

σσ
= .

)()()()(

),(

lylxjyjx

ljx

tttt

ttR
2222 σ+σσ+σ

=                      (6.3.8) 

Tõ (6.3.8) thÊy r»ng, sai sè ®o lμm gi¶m gi¸ trÞ thèng kª cña hμm t−¬ng quan chuÈn 

ho¸. 

§èi víi c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng )(),( tYtX   th× hμm t−¬ng quan phô thuéc vμo 

mét tham sè jl tt −=τ  , cßn c¸c ph−¬ng sai 22  yx σσ ,   lμ nh÷ng ®¹i l−îng kh«ng ®æi, khi ®ã 

(6.3.8) ®−îc viÕt thμnh d¹ng 

22

yx

x
z

R
r

σ+σ
τ

=τ
)(

)(~ .                                                  (6.3.9) 

Chia tö thøc vμ mÉu thøc cña (6.3.9) cho 2

xσ , ta cã 

  1 

1

δ+
τ=τ )()(~

xz rr ,                            (6.3.10) 

trong ®ã )(τxr  lμ gi¸ trÞ thùc cña hμm t−¬ng quan chuÈn ho¸, cßn 
2

2

x

y

σ
σ

=δ . 

Khi 0→τ  hμm t−¬ng quan chuÈn ho¸ tiÕn tíi ®¬n vÞ, do ®ã 
  1 

1

δ+
→τ)(~

zr , vμ ®iÒu 

nμy cho phÐp x¸c ®Þnh ®¹i l−îng δ . 

Ta sÏ dùng ®å thÞ hμm )(~ τzr , b¾t ®Çu tõ gi¸ trÞ 0τ=τ  vμ ngo¹i suy nã ®Õn ®iÓm 

0=τ . NÕu 0τ  nhá th× cã thÓ tiÕn hμnh ngo¹i suy b»ng ph−¬ng ph¸p ®å thÞ. Ngoμi ra, 

còng cã thÓ thùc hiÖn ®iÒu ®ã b»ng c¸ch xÊp xØ hμm )(~ τzr  b»ng biÓu thøc gi¶i tÝch, sau ®ã 

tÝnh gi¸ trÞ cña biÓu thøc nμy víi 0=τ . Sö dông ®¼ng thøc (6.3.10), ta x¸c ®Þnh ®−îc ®¹i 

l−îng 

)(~ 0

1
1

zr
=δ+ .                                                    (6.3.11) 

B©y giê nh÷ng gi¸ trÞ bÞ h¹ thÊp cña hμm t−¬ng quan chuÈn ho¸ thèng kª cã thÓ 

®−îc hiÖu chØnh l¹i khi nh©n chóng víi ®¹i l−îng δ+1  võa t×m ®−îc. 
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§Ó hiÖu chØnh gi¸ trÞ bÞ t¨ng cña ph−¬ng sai thèng kª, cÇn ph¶i lÊy gi¸ trÞ nhËn 

®−îc cña 2

zσ~  chia cho δ+1  theo c«ng thøc 

δ+
σ=σ

1

2
2 z
x

~
.                                                      (6.3.12) 

Gi¸ trÞ thèng kª cña hμm cÊu tróc )(τzB  ®−îc x¸c ®Þnh d−íi d¹ng 

[ ] =τ−τ+
−

=τ 
=

n

i
iiz ztz

n
B

1

2

1

1
)()()(

~

 

[ ] =−−τ++τ+
−

= 
=

n

i
iiii tytxtytx

n 1

2

1

1
)()()()(  

[ ].)()()()()()( τ−τ−++τ+τ= yxxyxyxyyx RRRRBB 002                         (6.3.13) 

Còng dùa trªn gi¶ thiÕt vÒ tÝnh kh«ng t−¬ng quan gi÷a sai sè ®o vμ c¸c ®¹i l−îng 

®−îc ®o vμ tÝnh kh«ng t−¬ng quan víi nhau gi÷a sai sè t¹i nh÷ng thêi ®iÓm t  kh¸c nhau, 

ta nhËn ®−îc 

22 yxz BB σ+τ=τ )()(
~

.                                              (6.3.14) 

Nh− vËy gi¸ trÞ thèng kª cña hμm cÊu tróc bÞ t¨ng lªn mét l−îng b»ng hai lÇn 

ph−¬ng sai cña sai sè. 

V× 00 =)(xB  nªn 220 yzB σ=)(
~

. Tõ ®©y cã thÓ t×m ®−îc ®¹i l−îng 22 yσ  b»ng c¸ch ngo¹i 

suy ®å thÞ hμm cÊu tróc )(
~ τzB  ®Õn ®iÓm 0=τ . Sau khi x¸c ®Þnh ®−îc 2

yσ , cã thÓ hiÖu 

chØnh c¸c gi¸ trÞ nhËn ®−îc cña hμm cÊu tróc b»ng c¸ch trõ chóng cho 22 yσ . 

Hμm cÊu tróc chuÈn ho¸ ®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc 
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02 z

z

z

z
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τ=
∞
τ=τ .                                            (6.3.15) 

Do ®ã, gi¸ trÞ thèng kª cña hμm cÊu tróc chuÈn ho¸ ®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc 

δ+
δ+τ=

σ+σ
σ+τσ
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σ+σ
σ+τ

=τ
122

22

22
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22
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2
)()()(

)(
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b .                        (6.3.16) 

C«ng thøc nμy ®Æc tr−ng cho sù sai lÖch cña hμm cÊu tróc g©y nªn bëi sai sè ®o. 

Chóng ta ®· xÐt ¶nh h−ëng cña sai sè ®o trong sè liÖu ban ®Çu ®Õn ®é chÝnh x¸c cña 

c¸c ®Æc tr−ng thèng kª tÝnh ®−îc b»ng ph−¬ng ph¸p lÊy trung b×nh theo tËp hîp c¸c thÓ 

hiÖn. C¸c sai sè ®o còng ¶nh h−ëng ®óng nh− vËy ®Õn ®é chÝnh x¸c cña c¸c ®Æc tr−ng 

thèng kª cña hμm ngÉu nhiªn dõng ego®ic, khi nh÷ng ®Æc tr−ng nμy ®−îc x¸c ®Þnh b»ng 

c¸ch lÊy trung b×nh theo mét thÓ hiÖn víi ®é dμi ®ñ lín. 

2. ¶nh h−ëng cña sù h¹n chÕ sè l−îng c¸c thÓ hiÖn  

Khi x¸c ®Þnh c¸c ®Æc tr−ng thèng kª cña hμm ngÉu nhiªn b»ng c¸ch lÊy trung b×nh 

theo tËp c¸c thÓ hiÖn, chóng ta chØ cã mét sè l−îng h¹n chÕ c¸c thÓ hiÖn, th−êng lμ kh«ng 

lín. 

Nh− ®· biÕt trong thèng kª to¸n häc, ®é chÝnh x¸c cña viÖc x¸c ®Þnh c¸c ®¹i l−îng 

nμy phô thuéc vμo sè l−îng thÓ hiÖn. §èi víi nh÷ng ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ph©n bè gÇn 

chuÈn, sai sè b×nh ph−¬ng trung b×nh rσ  cña hÖ sè t−¬ng quan ®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng 

thøc 
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1

1 2
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−=σ
n

r
r ,                                                       (6.3.17) 

trong ®ã r  lμ gi¸ trÞ thùc cña hÖ sè t−¬ng quan, n  lμ sè l−îng c¸c quan tr¾c ®éc lËp. 

Tõ c«ng thøc (6.3.17) thÊy r»ng, ®¹i l−îng rσ  phô thuéc ®¸ng kÓ vμo gi¸ trÞ cña hÖ 

sè t−¬ng quan. Ký hiÖu 
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1 2
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−=σ=γ
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r

r
r ,                                                  (6.3.18) 

ta nhËn ®−îc:  

víi 
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§iÒu nμy cho thÊy, gi¸ trÞ thèng kª cña c¸c hÖ sè t−¬ng quan ®èi víi c¸c cÆp l¸t c¾t 

cña hμm ngÉu nhiªn liªn hÖ chÆt chÏ víi nhau tin cËy h¬n so víi tr−êng hîp c¸c l¸t c¾t 

liªn hÖ yÕu. 

§èi víi nh÷ng qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn gÆp trong khÝ t−îng thñy v¨n, mèi liªn hÖ t−¬ng 

quan th−êng gi¶m kh¸ nhanh khi tham sè τ  t¨ng. 

Nh− vËy, c¸c gi¸ trÞ )(τR  nhËn ®−îc theo sè liÖu thùc nghiÖm sÏ chÝnh x¸c h¬n víi 

nh÷ng trÞ sè τ nhá vμ Ýt tin cËy khi τ lín. XuÊt ph¸t tõ ®ã, khi xÊp xØ c¸c gi¸ trÞ nhËn 
®−îc cña hμm t−¬ng quan )(τR  b»ng biÓu thøc gi¶i tÝch cÇn ph¶i ®¹t ®−îc sù phï hîp tèt 

gi÷a c¸c gi¸ trÞ thùc nghiÖm vμ gi¸ trÞ lμm tr¬n t¹i nh÷ng τ  kh«ng lín, nÕu cho r»ng sù 

sai lÖch t¹i nh÷ng trÞ sè τ lín chñ yÕu lμ do ngÉu nhiªn. 

§èi víi nh÷ng hμm ngÉu nhiªn dõng, c¸c gi¸ trÞ cña hμm t−¬ng quan cã thÓ ®−îc 

chÝnh x¸c ho¸ b»ng c¸ch tÝnh chóng cho nh÷ng trÞ sè τ gièng nhau lÊy trªn nh÷ng ®o¹n 

kh¸c nhau cña kho¶ng biÕn thiªn cña ®èi sè t , vμ sau ®ã lÊy trung b×nh chóng. Trong 

tr−êng hîp nμy sai sè b×nh ph−¬ng trung b×nh cña chóng sÏ gi¶m. Møc ®é gi¶m cña sai 

sè nμy cμng ®¸ng kÓ nÕu c¸c l¸t c¾t cña hμm ngÉu nhiªn trªn nh÷ng ®o¹n cña kho¶ng 
biÕn thiªn t , mμ t¹i ®ã ta tÝnh c¸c trÞ sè )(τr  ®Ó lÊy trung b×nh, cμng Ýt liªn hÖ víi nhau. 

Khi ®Ó ý ®Õn ®iÒu ®ã, cÇn lÆp l¹i viÖc tÝnh to¸n )(τr  qua c¸c kho¶ng biÕn thiªn ®ñ 

lín cña tham sè t , sao cho mèi liªn hÖ t−¬ng quan gi÷a c¸c l¸t c¾t trong nh÷ng kho¶ng 

®ã trë nªn kh«ng ®¸ng kÓ. 

NÕu c¸c hÖ sè t−¬ng quan tham gia vμo phÐp lÊy trung b×nh ®−îc tÝnh trªn nh÷ng 

®o¹n thùc tÕ ®éc lËp víi nhau, th× nh− ®· biÕt, sai sè b×nh ph−¬ng trung b×nh rσ  sÏ gi¶m 

®i k  lÇn, víi k lμ sè gi¸ trÞ )(τr  ®em lÊy trung b×nh. B©y giê ta sÏ xÐt sai sè xuÊt hiÖn 

khi x¸c ®Þnh c¸c ®Æc tr−ng thèng kª b»ng c¸ch lÊy trung b×nh theo mét thÓ hiÖn. 

3. ¶nh h−ëng cña sù h¹n chÕ kho¶ng ghi thÓ hiÖn 

Khi x¸c ®Þnh c¸c ®Æc tr−ng thèng kª cña hμm ngÉu nhiªn dõng cã tÝnh ego®ic b»ng 

c¸ch lÊy trung b×nh theo mét thÓ hiÖn sÏ xuÊt hiÖn sai sè do chóng ta chØ cã mét b¶n ghi 

thÓ hiÖn trªn mét kho¶ng biÕn thiªn h÷u h¹n nμo ®ã cña ®èi sè mμ kh«ng ph¶i trªn 

toμn bé kho¶ng v« h¹n. 

Khi ®ã mçi ®Æc tr−ng thèng kª sÏ lμ mét ®¹i l−îng ngÉu nhiªn, vμ ta quan t©m tíi 

møc ®é sai lÖch cã thÓ cña ®¹i l−îng nμy khái gi¸ trÞ thùc cña nã. V× vËy, ®−¬ng nhiªn ta 

sÏ lÊy b×nh ph−¬ng trung b×nh ®é lÖch cña c¸c gi¸ trÞ cã thÓ cña ®Æc tr−ng thèng kª so víi 

gi¸ trÞ thùc lμm th−íc ®o ®é chÝnh x¸c cña ®Æc tr−ng thèng kª nμy. 
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Gi¶ sö gi¸ trÞ thùc cña ®Æc tr−ng lμ a, cßn gi¸ trÞ thèng kª cña nã nhËn ®−îc b»ng 

viÖc lÊy trung b×nh theo mét thÓ hiÖn lμ mét trong nh÷ng gi¸ trÞ cã thÓ cña ®¹i l−îng 

ngÉu nhiªn A
~

, khi ®ã ®Ó lμm th−íc ®o ®é chÝnh x¸c ng−êi ta dïng ®¹i l−îng 

( ) 
 −=σ

2

aAM
~

.                                                   (6.3.19) 

Khi x¸c ®Þnh gi¸ trÞ thèng kª cña kú väng to¸n häc xm~ b»ng c¸ch lÊy trung b×nh theo 

mét thÓ hiÖn cña hμm ngÉu nhiªn )(tX  cho trªn kho¶ng ],[ T 0 , theo (2.6.1) th× ®¹i l−îng 

(6.3.19) sÏ ®−îc x¸c ®Þnh d−íi d¹ng 
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trong ®ã xm  lμ gi¸ trÞ thùc cña kú väng to¸n häc cña hμm ngÉu nhiªn )(tX , cßn 

)()( τ=− xx RttR 12  lμ hμm t−¬ng quan cña nã. Ta biÕn ®æi tÝch ph©n hai líp trong (6.3.20) 

.)()(    







−=−=

T T

x

T T

x dtdtttRdtdtttRJ
0

1

0

212

0 0

2112                                (6.3.21) 

Thay biÕn τ=− 12 tt  ë tÝch ph©n bªn trong 
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vμ lÊy tÝch ph©n tõng phÇn, ta ®−îc 
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)()()( .                                 (6.3.23) 

Sau khi thay τ=− tT  trong tÝch ph©n cuèi cïng cña (6.3.23) 

 τττ−=
T

x dRTJ
0

2 )()( .                                                (6.3.24) 

ThÕ (6.3.24) vμo (6.3.20), cuèi cïng ta cã 

ττ





 τ−=σ  dR

TT
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xm )(
0

2 1
2

.                                              (6.3.25) 

Tõ (6.3.25) thÊy r»ng ®é lÖch b×nh ph−¬ng trung b×nh mσ , ®Æc tr−ng cho ®é chÝnh 

x¸c cña viÖc x¸c ®Þnh gi¸ trÞ thèng kª cña kú väng to¸n häc, phô thuéc vμo kho¶ng lÊy 

trung b×nh T  vμ phô thuéc vμo d¹ng cña hμm t−¬ng quan )(τxR . 

VÝ dô, ®èi víi hμm ngÉu nhiªn )(tX  cã hμm t−¬ng quan 

  τα−=τ eDR xx )( ,                                                 (6.3.26) 

 ( )



 −

α
−

α
=τ






 τ−

α
=σ α−ατ− Tx

T
x

m e
TT

D
de

TT

D
1

1
1

2
 1

2

0

2 .                     (6.3.27) 

Tõ ®ã thÊy r»ng, ®¹i l−îng 2

mσ  phô thuéc vμo tÝch Tα . Víi nh÷ng gi¸ trÞ αT lín 

c«ng thøc xÊp xØ sau ®©y sÏ ®óng 
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T

Dx
m α

≈σ 22                                                      (6.3.28) 

hay 

TDx

m

α
≈

σ 2
.                                                   (6.3.29) 

C«ng thøc (6.3.29) cho thÊy r»ng, tû träng t−¬ng ®èi cña ®é lÖch b×nh ph−¬ng trung 
b×nh cña sai sè x¸c ®Þnh gi¸ trÞ thèng kª cña kú väng to¸n häc cña hμm ngÉu nhiªn )(tX  so 

víi ®é lÖch b×nh ph−¬ng trung b×nh cña nã xx D=σ  tû lÖ nghÞch víi c¨n bËc hai cña 

kho¶ng lÊy trung b×nh T . Tõ (6.3.29), víi trÞ sè α  ®· cho, cã thÓ t×m ®−îc ®é dμi cÇn thiÕt 

cña kho¶ng T  khi cho tr−íc sai sè t−¬ng ®èi cho phÐp 
x

m

σ
σ

. 

Khi x¸c ®Þnh gi¸ trÞ thèng kª cña hμm t−−¬ng quan )(
~ τxR  b»ng c¸ch lÊy trung b×nh 

theo mét thÓ hiÖn cña hμm ngÉu nhiªn )(tX  cho trªn kho¶ng ],[ T 0 , theo (2.6.2), ®¹i 

l−îng (6.3.19) sÏ ®−îc x¸c ®Þnh d−íi d¹ng 

[ ]{ }=τ−τ=τσ
2 2  )()(

~
)( xxR RRM  

[ ][ ]
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τ− 2 
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1
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x RdtmtXmtX
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M .                      (6.3.30) 

§èi víi tr−êng hîp hμm ngÉu nhiªn dõng ph©n phèi chuÈn, b»ng c¸ch biÕn ®æi biÓu 

thøc (6.3.30), vÝ dô nh− trong [16] ®· thùc hiÖn, cã thÓ nhËn ®−îc c«ng thøc gÇn ®óng ®Ó 

tÝnh )(τσ2

R  d−íi d¹ng 

[ ]
∞

ττ−ττ+τ+τ
τ−

≈τσ
0

1111

22  
2

dRRR
T xxxR )()()()( .                       (6.3.31) 

C«ng thøc nμy ®óng ®èi víi nh÷ng gi¸ trÞ T  lín vμ víi nh÷ng gi¸ trÞ τ mμ t¹i ®ã 
)(τR  cßn cã gi¸ trÞ ®¸ng kÓ. 

Sö dông c«ng thøc (6.3.31) cã thÓ nhËn ®−îc gi¸ trÞ )(τσ2

R  ®èi víi hμm ngÉu nhiªn cã 

hμm t−¬ng quan (6.3.26) d−íi d¹ng 

[ ]ατ−ατ++
τ−α

≈τσ 22  211 e
T

Dx
R )(

)(
)( .                                (6.3.32) 

§Æc biÖt, víi 0=τ  ta ®−îc c«ng thøc gÇn ®óng ®èi víi ®é lÖch b×nh ph−¬ng trung 

b×nh cña ph−¬ng sai thèng kª 

T

Dx
D α

≈σ2 .                                                   (6.3.33) 

Tõ ®ã thÊy r»ng tû sè gi÷a Dσ  vμ ®é lÖch b×nh ph−¬ng trung b×nh xσ  cña hμm ngÉu 

nhiªn tû lÖ nghÞch víi c¨n bËc hai cña kho¶ng lÊy trung b×nh T. 

4. ¶nh h−ëng cña phÐp thay thÕ tÝch ph©n b»ng tæng tÝch ph©n 

Nh− ®· chØ ra ë trªn, khi x¸c ®Þnh c¸c ®Æc tr−ng thèng kª cña hμm ngÉu nhiªn 

b»ng c¸ch lÊy trung b×nh theo mét thÓ hiÖn sÏ xuÊt hiÖn sai sè do tÝch ph©n x¸c ®Þnh 

trong c¸c c«ng thøc (2.6.1) vμ (2.6.2) bÞ thay thÕ b»ng tæng tÝch ph©n (6.2.1) vμ (6.2.2). 

Theo (6.3.19), ®é lÖch b×nh ph−¬ng trung b×nh mσ , ®Æc tr−ng cho ®é chÝnh x¸c cña 
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viÖc x¸c ®Þnh kú väng to¸n häc thèng kª, ®−îc x¸c ®Þnh d−íi d¹ng 
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Khi ph©n chia kho¶ng lÊy trung b×nh T  ra lμm n  phÇn b»ng nhau th× ,
n

T
ktk =  

n

T
jt j = , do ®ã 

,)()( Δ−=−=− jk
n

T
jktt jk                                         (6.3.35) 

trong ®ã 
n

T=Δ . 

Khi sö dông (6.3.35) cã thÓ viÕt (6.3.34) d−íi d¹ng 
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)( .                                        (6.3.36) 

Theo c«ng thøc nμy, khi biÕt hμm t−¬ng quan cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn )(τxR  cã 

thÓ −íc l−îng ®−îc ®¹i l−îng mσ  øng víi b−íc chia Δ  ®· chän, hoÆc nÕu cho tr−íc ®¹i 

l−îng mσ  cho phÐp cã thÓ chän ®−îc b−íc chia t−¬ng øng víi nã. 

Cô thÓ, ®èi víi hμm t−¬ng quan (6.3.26) ®¹i l−îng 2

mσ  tÝnh theo c«ng thøc (6.3.36) sÏ 

b»ng [16] 

( ) ( )











−

−
Δ−

−
Δ+Δ=σ α−

Δ

Δ

Δα
T

xm e
e

e

TeTT
D 1

1

2

1

12
22

2

2

2
2 .                           (6.3.37) 

Tõ ®©y thÊy r»ng, ®é lÖch b×nh ph−¬ng trung b×nh cña gi¸ trÞ thèng kª cña kú väng 

to¸n häc so víi gi¸ trÞ thùc cña nã phô thuéc vμo kho¶ng lÊy trung b×nh T  vμ b−íc chia 

Δ  cña kho¶ng ®ã khi thay thÕ tÝch ph©n x¸c ®Þnh b»ng tæng tÝch ph©n. 

Trong c«ng thøc (6.3.37), khi gi¶m v« h¹n b−íc chia, tøc lμ khi )( ∞→→Δ n 0 : 
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Tõ (6.3.38) thÊy r»ng, khi gi¸ trÞ b−íc chia Δ  nhá, ®¹i l−îng mσ  sÏ gi¶m khi  Tα  

t¨ng. 

Víi nh÷ng gi¸ trÞ Δ  ®ñ nhá vμ Tα  ®ñ lín, ta cã c«ng thøc gÇn ®óng 

T

Dx
m α

≈σ .                                                     (6.3.39) 

T−¬ng øng víi (6.3.19) vμ (6.2.2), ®é lÖch b×nh ph−¬ng trung b×nh cña gi¸ trÞ thèng kª 
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cña hμm t−¬ng quan so víi gi¸ trÞ thùc cña nã do viÖc thay thÕ tÝch ph©n b»ng tæng tÝch ph©n 

®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc 
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M .                    (6.3.40) 

Khi sö dông ph−¬ng ph¸p ®¬n gi¶n ho¸ chÝnh biÓu thøc (6.3.40) vμ c¶ cho biÓu thøc 

(6.3.30) mμ (6.3.40) chØ kh¸c víi nã ë chç tÝch ph©n trong ®ã ®−îc thay b»ng tæng tÝch 

ph©n, cã thÓ nhËn ®−îc c«ng thøc gÇn ®óng ®èi víi hμm ngÉu nhiªn ph©n bè chuÈn  
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C«ng thøc nμy ®óng ®èi víi kho¶ng lÊy trung b×nh T  kh¸ lín vμ víi nh÷ng trÞ sè 

cña k  mμ ë ®ã hμm t−¬ng quan 







n

T
kRx  vÉn cßn ®¹t gi¸ trÞ ®¸ng kÓ. 

§èi víi qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn cã hμm t−¬ng quan (6.3.26), ®¹i l−îng 2

Rσ , tÝnh theo 

c«ng thøc (6.3.41), b»ng [16] 

2
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§Æc biÖt, khi 0=k  ta nhËn ®−îc c«ng thøc gÇn ®óng ®èi víi ®é lÖch b×nh ph−¬ng 

trung b×nh cña ph−¬ng sai thèng kª 

Δα−

Δα−

−
+≈σ
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2
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e

e

n
DxD .                                             (6.3.43) 

Cã thÓ nhËn ®−îc c¸c c«ng thøc t−¬ng tù ®èi víi ®é lÖch b×nh ph−¬ng trung b×nh 
2

Bσ , xuÊt hiÖn do sù h¹n chÕ kho¶ng lÊy trung b×nh T  cña thÓ hiÖn còng nh− do viÖc thay 

thÕ tÝch ph©n b»ng tæng tÝch ph©n, cña gi¸ trÞ thèng kª hμm cÊu tróc so víi gi¸ trÞ thùc 

cña nã. C¸c c«ng thøc nμy vμ nh÷ng −íc l−îng t−¬ng øng ®èi víi qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn cã 

hμm t−¬ng quan (6.3.26) ®−îc tr×nh bμy, ch¼ng h¹n, trong c«ng tr×nh [1]. 

VÝ dô 

Ta sÏ minh ho¹ hÖ ph−¬ng ph¸p ®· tr×nh bμy b»ng vÝ dô chØnh lý thèng kª sè liÖu 

giã cao kh«ng trªn mùc 250 mb, ®−îc quan tr¾c b»ng bãng th¸m kh«ng, trong thêi kú tõ 

th¸ng 9/1957 ®Õn th¸ng 4/1959 ë Avakuni (NhËt B¶n). Tr−êng vect¬ vËn tèc giã trªn mùc 

nμy ®−îc xem lμ tr−êng ngÉu nhiªn vect¬ ph¼ng. 

Cã tÊt c¶ 86 lÇn th¶ bãng ®−îc tiÕn hμnh, tøc lμ cã 86 thÓ hiÖn cña tr−êng ngÉu 

nhiªn. §é dμi thêi gian c¸c lÇn th¶ bãng kh¸c nhau, dμi nhÊt lμ 92 giê. §¹i l−îng vect¬ 

vËn tèc giã ®−îc ghi víi thêi ®o¹n 6 giê mét, tøc lμ cã 15 l¸t c¾t cña tr−êng ngÉu nhiªn. 

T¹i thêi ®iÓm ban ®Çu m¸y th¸m kh«ng ë vÞ trÝ ®iÓm )( ooN ρ


 cña mÆt ph¼ng, sau 

thêi gian t  nã dÞch chuyÓn ®Õn ®iÓm )(ρ


N , tøc lμ ta sÏ xÐt tr−êng ngÉu nhiªn trong miÒn 

kh«ng−thêi gian. Do ®ã c¸c ®Æc tr−ng thèng kª cña nã, nh− kú väng to¸n häc vμ hμm 

t−¬ng quan, lμ hμm cña to¹ ®é kh«ng gian vμ thêi gian. 
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NhiÒu c«ng tr×nh nghiªn cøu tr−êng giã chøng tá r»ng, trong giíi h¹n cña kho¶ng 

c¸ch vμ kho¶ng thêi gian x¶y ra ë tr−êng hîp trªn ®©y, tr−êng giã trong mÆt ph¼ng 

ngang thùc tÕ cã thÓ xem lμ ®ång nhÊt vμ ®¼ng h−íng víi ®é chÝnh x¸c chÊp nhËn ®−îc. 

V× vËy (xem môc 2.14), cã thÓ ®Æc tr−ng nã b»ng hai hμm t−¬ng quan: hμm t−¬ng quan 
däc )(1G  vμ hμm t−¬ng quan ngang )(1F . §èi víi tr−êng giã cã thÓ lÊy thμnh phÇn vÜ 

h−íng cña vect¬ giã, mμ ta ký hiÖu lμ )(ρ


U , lμm thμnh phÇn däc, cßn thμnh phÇn kinh 

h−íng )(ρ


V  cña nã lμm thμnh phÇn ngang. 

Nh− vËy, bμi to¸n ®−îc ®−a vÒ viÖc t×m kú väng to¸n häc vμ hμm t−¬ng quan cña 

c¸c thμnh phÇn kinh h−íng vμ vÜ h−íng cña vect¬ giã. 

ë mçi thÓ hiÖn, thμnh phÇn kinh h−íng vμ vÜ h−íng ®−îc tÝnh cho tÊt c¶ c¸c thêi 

®iÓm ghi vect¬ giã, tøc lμ víi thêi kho¶ng 6 giê. 

V× qu¸ tr×nh dÞch chuyÓn cña bãng th¸m kh«ng qua c¸c kho¶ng thêi gian nμy kh«ng 

®−îc ghi l¹i, nªn chóng ta qui −íc sÏ chØ xÐt thêi gian nh− lμ mét tham sè, mÆc dï trªn 

thùc tÕ c¸c hμm t−¬ng quan thèng kª lμ hμm cña hai tham sè − kho¶ng thêi gian 

12 tt −=τ  vμ t−¬ng øng víi nã lμ kho¶ng c¸ch gi÷a c¸c ®iÓm 12 ρ−ρ=


l , tøc chóng lμ 

hμm t−¬ng quan kh«ng−thêi gian. 

§Ó cã kh¸i niÖm trùc quan vÒ tÝnh chÊt cña hμm ngÉu nhiªn ®ang xÐt, trªn h×nh 6.3 

®· dÉn ra mét vμi thÓ hiÖn cña thμnh phÇn giã vÜ h−íng. Trªn h×nh c¸c gi¸ trÞ rêi r¹c cña 

tõng thÓ hiÖn ®· ®−îc nèi l¹i b»ng c¸c ®−êng liÒn nÐt. 

D¹ng cña c¸c ®−êng cong kh«ng m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt vÒ tÝnh ®ång nhÊt vμ 

ego®ic cña hμm ngÉu nhiªn ®−îc xÐt. Chóng cã d¹ng dao ®éng ngÉu nhiªn xung quanh 

gi¸ trÞ trung b×nh chung, h¬n n÷a c¶ biªn ®é trung b×nh vμ ®Æc ®iÓm cña c¸c dao ®éng 

nμy kh«ng biÓu hiÖn sù biÕn ®æi ®¸ng kÓ theo thêi gian. Ngoμi ra, ®iÒu ®ã kh¼ng ®Þnh 

d¹ng hμm t−¬ng quan nhËn ®−îc khi xö lý. 

Nh÷ng tÝnh to¸n do G. A. Degtiapenko thùc hiÖn trªn m¸y tÝnh ®iÖn tö “Uran”. 

Trong ®ã ch−¬ng tr×nh ®−îc lËp cã tÝnh ®Õn ®é dμi kh¸c nhau cña c¸c thÓ hiÖn riªng biÖt. 

Kú väng to¸n häc vμ ph−¬ng sai ®−îc tÝnh cho tõng gi¸ trÞ tham sè t  theo c¸c c«ng 

thøc (6.1.3), (6.1.5) b»ng c¸ch lÊy trung b×nh theo sè c¸c l¸t c¾t thùc cã cña thÓ hiÖn. 

Trong b¶ng 6.1 ®· dÉn ra gi¸ trÞ kú väng to¸n häc um~  vμ ®é lÖch b×nh ph−¬ng trung b×nh 

uσ~  ®èi víi tõng l¸t c¾t cña thμnh phÇn vÜ h−íng. Tõ b¶ng thÊy r»ng, um~  kh«ng ph¶i lμ 

®¹i l−îng kh«ng ®æi mμ cã tÝnh chu kú nμo ®ã, tøc lμ tÝnh dõng chØ cã thÓ ®−îc chÊp nhËn 

víi gÇn ®óng nhÊt ®Þnh. C¸c gi¸ trÞ uσ~ còng kh¸c nhau ®«i chót. 
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H×nh 6.3 

B¶ng 6.1 

t  (giê) 6 12 18 24 30 36 42 48 

um~  (m/s) 2,0 2,7 -2,2 -2,2 3,0 1,7 -2,6 -1,5 

uσ~  (m/s) 16 15 13 15 14 13 11 12 

t  (giê) 54 60 66 72 78 84 90  

um~  (m/s) 2,4 2,0 -2,6 -2,2 -0,8 0,4 0,3  

uσ~  (m/s) 13 9 8 13 11 8 11  

§Ó lo¹i bá sai sè mét c¸ch chÝnh x¸c h¬n, ®· tÝnh c¸c hμm cÊu tróc vμ hμm t−¬ng 

quan t¸ch biÖt nhau theo sè liÖu thùc nghiÖm. 

TÊt c¶ c¸c thÓ hiÖn (c¸c lÇn th¶ bãng) ®· ®−îc chia thμnh ba nhãm theo gi¸ trÞ cña 

tèc ®é giã: I − 50 km/h; II − 50–100 km/h vμ III − trªn 100 km/h. 

C¸c hμm cÊu tróc vμ hμm t−¬ng quan ®−îc x¸c ®Þnh riªng biÖt cho tõng thÓ hiÖn 

theo c¸c c«ng thøc (6.2.17) vμ (6.2.6), sau ®ã lÊy trung b×nh theo tÊt c¶ c¸c thÓ hiÖn cña 

tõng nhãm. 

Trªn h×nh 6.4 ®−a ra hμm cÊu tróc ®· trung b×nh ho¸ cña thμnh phÇn vÜ h−íng. Tõ 

h×nh vÏ thÊy r»ng, gi¸ trÞ lín nhÊt cña c¸c hμm cÊu tróc ®¹t ®−îc t¹i 30=τ  giê. TiÕp theo 

®ã ta thÊy hμm cÊu tróc gi¶m. Sù gi¶m nμy ®−îc gi¶i thÝch bëi sù hiÖn diÖn cña tÝnh chu 

kú trong cÊu tróc cña hμm ngÉu nhiªn. 

Tõ h×nh 6.4 còng thÊy r»ng, c¸c gi¸ trÞ cña hμm cÊu tróc nhËn ®−îc bÞ sai lÖch. NÕu 

kÐo dμi chóng ®Õn ®iÓm 0=τ  th× gi¸ trÞ nhËn ®−îc sÏ kh¸c kh«ng. Nh÷ng trÞ sè ngo¹i suy 

)(
~

0B  nμy cã gi¸ trÞ b»ng hai lÇn ph−¬ng sai sai sè trong sè liÖu ban ®Çu vμ chóng ph¶i 

®−îc trõ bá khái c¸c gi¸ trÞ cña hμm cÊu tróc. ChÝnh nh÷ng gi¸ trÞ nμy ®−îc sö dông ®Ó 

chØnh lý c¸c hμm t−¬ng quan thu ®−îc. Khi ®ã gi¶ thiÕt r»ng t¹i c¸c gi¸ trÞ τ nhá hμm cÊu 

tróc chÝnh x¸c h¬n. 

C¸c hμm t−¬ng quan cña thμnh phÇn vÜ h−íng ®−îc dÉn ra trªn h×nh 6.5. Tõ h×nh vÏ 

thÊy r»ng, c¸c hμm t−¬ng quan )(
~ τuR  dÇn tíi 0 khi ∞→τ , ®iÒu ®ã x¸c nhËn gi¶ thiÕt vÒ tÝnh 

ego®ic cña hμm ngÉu nhiªn. 

C¸c hμm t−¬ng quan cña thμnh phÇn vÜ h−íng ®−îc dÉn ra trªn h×nh 6.5. Tõ h×nh vÏ 

thÊy r»ng, c¸c hμm t−¬ng quan )(
~ τuR  dÇn tíi 0 khi ∞→τ , ®iÒu ®ã x¸c nhËn gi¶ thiÕt vÒ tÝnh 

ego®ic cña hμm ngÉu nhiªn. 

C¸c ®å thÞ cña hμm t−¬ng quan t−¬ng øng víi nhãm thø nhÊt vμ nhãm thø hai cña 

nh÷ng lÇn th¶ bãng (khi tèc ®é giã nhá h¬n 100 km/h), lμm gîi nhí tíi ®å thÞ hμm 
22 ατ−σ=τ eR )( . 

§å thÞ cña hμm t−¬ng quan ®èi víi tèc ®é giã trªn 100 km/h lμm gîi nhí ®Õn ®å thÞ 

hμm 

βτσ=τ ατ− cos)( eR 2 . 
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H×nh 6.5 

 

H×nh 6.4 

PhÇn 2 - Mét sè bμi to¸n khÝ t−îng vμ thñy v¨n gi¶i b»ng 

c¸c ph−¬ng ph¸p lý thuyÕt hμm ngÉu nhiªn 

Ch−¬ng  7: Nghiªn cøu cÊu tróc thèng kª cña c¸c tr−êng khÝ t−îng 

7.1. NhËn xÐt chung vÒ cÊu tróc c¸c tr−êng khÝ t−îng 

§Æc ®iÓm cña khÝ quyÓn lμ tÝnh chÊt chuyÓn ®éng rèi hçn lo¹n. C¸c tr−êng yÕu tè 

khÝ t−îng rÊt linh ®éng. Sù phô thuéc cña c¸c gi¸ trÞ tøc thêi cña tr−êng vμo to¹ ®é 

kh«ng gian vμ thêi gian rÊt phøc t¹p vμ rèi r¾m. H¬n n÷a, nh÷ng gi¸ trÞ ®ã, khi quan 

tr¾c trong cïng nh÷ng ®iÒu kiÖn nh− nhau, mçi lÇn chóng l¹i mét kh¸c. Do ®ã, kh«ng thÓ 

m« t¶ c¸c tr−êng nμy theo kiÓu cho nh÷ng gi¸ trÞ tøc thêi t¹i tõng ®iÓm kh«ng gian vμ t¹i 

tõng thêi ®iÓm.  

§Ó nghiªn cøu cÊu tróc c¸c tr−êng yÕu tè khÝ t−îng th× quan ®iÓm lý thuyÕt x¸c 

xuÊt lμ hîp lý. Theo quan ®iÓm nμy mçi tr−êng ®−îc xem nh− mét tr−êng ngÉu nhiªn vμ 

®Ó m« t¶ nã sÏ sö dông c¸c ph−¬ng ph¸p cña lý thuyÕt hμm ngÉu nhiªn. 

C¬ së cña quan ®iÓm nμy lμ kh«ng xem xÐt nh÷ng ®Æc ®iÓm cña c¸c gi¸ trÞ tøc thêi 

riªng lÎ, mμ kh¶o s¸t mét sè tÝnh chÊt trung b×nh cña tËp hîp thèng kª c¸c thÓ hiÖn cña 

tr−êng øng víi mét tËp nh÷ng ®iÒu kiÖn bªn ngoμi nhÊt ®Þnh nμo ®ã. 

Nh− ta ®· thÊy ë ch−¬ng 6, khi x¸c ®Þnh b»ng thùc nghiÖm c¸c ®Æc tr−ng thèng kª 

cña tr−êng ngÉu nhiªn, gi¶ thiÕt ®−îc ®−a ra lμ tån t¹i mét tËp hîp thÓ hiÖn nμo ®ã cña 

nã øng víi nh÷ng ®iÒu kiÖn thÝ nghiÖm nh− nhau, hoÆc tån t¹i mét thÓ hiÖn cña tr−êng 

trong miÒn kh«ng gian, thêi gian ®ñ lín ®èi víi tr−êng hîp tr−êng ®ång nhÊt cã tÝnh 

egodic. 

Ta sÏ xÐt vÊn ®Ò thu nhËn tËp hîp thèng kª c¸c thÓ hiÖn ®èi víi c¸c tr−êng khÝ 

t−îng. 



 160

VÒ nguyªn t¾c, c¸c tr−êng khÝ t−îng kh«ng bao giê lÆp l¹i víi cïng nh÷ng ®iÒu kiÖn 

bªn ngoμi. Trong kh¶ n¨ng cña m×nh, nhμ khÝ t−îng kh«ng bao giê cã ®−îc mét tËp hîp 

thèng kª c¸c hμnh tinh hoμn toμn t−¬ng tù Tr¸i §Êt, v× vËy, nãi mét c¸ch chÝnh x¸c, c¸c 

tr−êng khÝ t−îng cã thÓ ®−îc gäi lμ c¸c tr−êng ngÉu nhiªn theo nghÜa cña lý thuyÕt hμm 

ngÉu nhiªn chØ lμ quy −íc. 

Trong khÝ t−îng häc, mét qu¸ tr×nh thèng nhÊt th−êng ®−îc chia lμm nhiÒu phÇn, 

vμ chÝnh c¸c phÇn nμy ®−îc quy −íc chÊp nhËn lμ c¸c thÓ hiÖn kh¸c nhau, tøc lμ, ng−êi 

ta sö dông nh÷ng quan tr¾c ®−îc tiÕn hμnh ë nh÷ng miÒn kh«ng gian kh¸c nhau hoÆc t¹i 

nh÷ng thêi ®iÓm kh¸c nhau víi t− c¸ch lμ c¸c thÓ hiÖn cña tr−êng ngÉu nhiªn. Khi ®ã, 

ng−êi ta chÊp nhËn nh÷ng quan tr¾c ®· tõng ®−îc thùc hiÖn ë nh÷ng miÒn kh«ng gian 

hay trong nh÷ng kho¶ng thêi gian t−¬ng tù nhau theo mét nghÜa nμo ®ã nh− lμ c¸c thÓ 

hiÖn t−¬ng øng víi nh÷ng ®iÒu kiÖn bªn ngoμi nh− nhau, nh÷ng quan tr¾c nμy cã thÓ 

®−îc sö dông ®Ó xö lý thèng kª. 

Trong lý thuyÕt hμm ngÉu nhiªn, ta gäi nh÷ng t×nh huèng, trong ®ã c¸c quy luËt 

ph©n bè cña tr−êng ngÉu nhiªn ®−îc b¶o toμn, lμ nh÷ng t×nh huèng t−¬ng øng víi nh÷ng 

®iÒu kiÖn bªn ngoμi nh− nhau. Trªn thùc tÕ th−êng kh«ng biÕt tr−íc c¸c quy luËt ph©n 

bè ®ã, v× vËy sù lùa chän c¸c t×nh huèng t−¬ng tù ®−îc tiÕn hμnh dùa theo kinh nghiÖm 

hμng ngμy cña nhμ khÝ t−îng vμ c¸c kÕt qu¶ nghiªn cøu tr−íc ®ã. 

Trong tõng tr−êng hîp cô thÓ, kiÕn thøc nhËn ®−îc vÒ cÊu tróc cña tr−êng ®−îc xÐt 

phô thuéc vμo viÖc chän c¸c t×nh huèng t−¬ng tù ®Ó lÊy trung b×nh ra sao. Mét yªu cÇu 

kh¸c ®èi víi tËp c¸c thÓ hiÖn lμ tÝnh ®éc lËp cña c¸c thÓ hiÖn riªng biÖt. NÕu c¸c thÓ hiÖn 

liªn quan chÆt chÏ víi nhau, th× tÊt c¶ chóng sÏ chøa rÊt Ýt th«ng tin míi so víi mçi mét 

thÓ hiÖn trong chóng, vμ do ®ã, t¨ng sè l−îng thÓ hiÖn trong tr−êng hîp nμy kh«ng lμm 

chÝnh x¸c thªm mét c¸ch ®¸ng kÓ c¸c ®Æc tr−ng thèng kª. 

XuÊt ph¸t tõ nh÷ng ®ßi hái trªn vμ b¶n chÊt vËt lý cña c¸c qu¸ tr×nh khÝ t−îng, cã 

thÓ nªu ra mét sè ®iÓm c¬ b¶n cÇn ph¶i tÝnh ®Õn khi gép c¸c sè liÖu thùc nghiÖm vμo mét 

tËp hîp thèng kª. 

Khi chän c¸c thêi ®iÓm øng víi nh÷ng t×nh huèng t−¬ng tù, ph¶i xuÊt ph¸t tõ sù 

tån t¹i biÕn tr×nh ngμy vμ n¨m cña c¸c yÕu tè khÝ t−îng. Sù hiÖn diÖn cña biÕn tr×nh 

ngμy dÉn ®Õn cã thÓ xem c¸c thêi ®iÓm øng víi mét thêi gian nhÊt ®Þnh trong ngμy lμ 

t−¬ng tù. Do cã biÕn tr×nh n¨m, kh«ng thÓ coi nh÷ng thêi ®iÓm øng víi c¸c mïa kh¸c 

nhau trong n¨m lμ nh÷ng t×nh huèng t−¬ng tù. Nãi ®óng ra, chØ cã thÓ coi nh÷ng thÓ 

hiÖn nhËn ®−îc trong cïng mét ngμy, mét giê cña tõng n¨m lμ t−¬ng tù. Tuy nhiªn thùc 

tÕ ®iÒu nμy bÊt lîi, v× khi ®ã ta sÏ chØ cã thÓ lμm viÖc víi mét tËp rÊt nhá c¸c thÓ hiÖn, 

viÖc lÊy trung b×nh theo tËp nμy sÏ kh«ng ®¶m b¶o cho viÖc nhËn c¸c ®Æc tr−ng thèng kª 

®ñ tin cËy. Do ®ã, trong thùc tÕ ng−êi ta th−êng nhãm tÊt c¶ nh÷ng thÓ hiÖn kh«ng ph¶i 

øng víi mét ngμy, mμ øng víi mét kho¶ng nμo ®ã cña n¨m, vÝ dô mét th¸ng hay mét 

mïa, vμo lμm mét tËp, tøc lμ nhãm vμo mét tËp tÊt c¶ nh÷ng thÓ hiÖn cã ®−îc nhê quan 

tr¾c trong nhiÒu n¨m, øng víi thêi gian nhÊt ®Þnh cña ngμy vμ mïa kh¶o s¸t. Muèn cho 

c¸c thÓ hiÖn ®éc lËp, ph¶i chän kho¶ng thêi gian gi÷a c¸c quan tr¾c ®ñ lín. VÝ dô, ®−îc 

biÕt r»ng trong mét ngμy ¸p suÊt kh«ng khÝ biÕn ®æi Ýt, vËy cã sù phô thuéc ®¸ng kÓ gi÷a 

c¸c trÞ sè cña nã t¹i nh÷ng thêi ®iÓm kh¸c nhau trong ngμy. Mèi phô thuéc nμy duy tr× râ 

rÖt c¶ trong hai ngμy tiÕp sau, do ®ã khi chän tËp thÓ hiÖn cña tr−êng ¸p suÊt th−êng 

ng−êi ta sö dông nh÷ng quan tr¾c c¸ch nhau kh«ng Ýt h¬n ba ngμy. 
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Ngoμi viÖc tÝnh tíi biÕn tr×nh ngμy vμ n¨m, khi gép c¸c thÓ hiÖn vμo thμnh mét tËp 

thèng kª cã thÓ tiÕn hμnh ph©n lo¹i bæ sung c¸c sè liÖu thùc nghiÖm theo mét sè dÊu hiÖu 

®Æc biÖt. Ch¼ng h¹n, khi nghiªn cøu tr−êng giã, ng−êi ta ph©n chia c¸c thÓ hiÖn t−¬ng 

øng víi nh÷ng ®iÒu kiÖn hoμn l−u kh¸c nhau, vÝ dô nh− t¸ch riªng nh÷ng dßng xiÕt, hoÆc 

ph©n líp c¸c thÓ hiÖn theo ®é lín tèc ®é giã v.v... Ngay c¶ trong nghiªn cøu tr−êng ¸p 

suÊt (®Þa thÕ vÞ) ®«i khi ng−êi ta còng tiÕn hμnh ph©n chia theo d¹ng hoμn l−u. 

Khi gép c¸c tËp kh«ng gian t−¬ng tù, tøc c¸c thÓ hiÖn nhËn ®−îc ë nh÷ng ®iÓm ®Þa 

lý kh¸c nhau, ng−êi ta xuÊt ph¸t tõ chç nh÷ng ®iÓm ®ã ph¶i thuéc c¸c vïng khÝ hËu 

gièng nhau. 

Khi nghiªn cøu cÊu tróc kh«ng gian c¸c tr−êng khÝ t−îng, vÊn ®Ò hÕt søc quan 

träng lμ ph¶i tu©n thñ nh÷ng ®iÒu kiÖn ®ång nhÊt ®¼ng h−íng cña tr−êng. §iÒu nμy 

g©y nªn nh÷ng h¹n chÕ nhÊt ®Þnh vÒ ®é réng kh«ng gian cña tr−êng ®−îc nghiªn cøu. 

A.N. Kolmogorov [11] ®· chØ ra r»ng, trong dßng rèi thùc, mμ nãi chung lμ kh«ng ®ång 

nhÊt vμ kh«ng ®¼ng h−íng, cã thÓ t¸ch ra mét ph¹m vi, trong ®ã tÝnh ®ång nhÊt, ®¼ng 

h−íng cña c¸c tr−êng khÝ t−îng ®−îc tho¶ m·n mét c¸ch gÇn ®óng. Nh÷ng tr−êng nh− 

vËy gäi lμ ®ång nhÊt vμ ®¼ng h−íng ®Þa ph−¬ng. 

Tuú thuéc vμo quy m« cña c¸c tr−êng ®−îc kh¶o s¸t, trong khÝ t−îng häc ng−êi ta 

chia ra c¸c cÊu tróc qui m« vi m«, qui m« võa vμ qui m« vÜ m«. 

CÊu tróc vi m« m« t¶ ®Æc ®iÓm cña tr−êng trong kho¶ng tõ vμi phÇn milimÐt ®Õn 

vμi tr¨m mÐt. Trong kho¶ng nμy tÝnh ®ång nhÊt vμ ®¼ng h−íng ®Þa ph−¬ng tho¶ m·n 

theo c¶ ba chiÒu. 

CÊu tróc thèng kª qui m« võa m« t¶ nh÷ng ®Æc ®iÓm cña tr−êng trong kho¶ng tõ 

mét kil«mÐt ®Õn hμng chôc kil«mÐt. Trong kho¶ng nμy biÓu lé râ sù kh¸c nhau gi÷a c¸c 

ph−¬ng th¼ng ®øng vμ ph−¬ng ngang. TÝnh ®ång nhÊt vμ ®¼ng h−íng chØ tho¶ m·n mét 

c¸ch gÇn ®óng theo ph−¬ng ngang. 

CÊu tróc thèng kª vÜ m« m« t¶ sù thay ®æi vμ nh÷ng mèi liªn hÖ t−¬ng hç khi qui 

m« kh«ng gian cì hμng tr¨m kil«mÐt hoÆc lín h¬n. C¸c qu¸ tr×nh vÜ m« liªn quan tíi 

nh÷ng qu¸ tr×nh vËn ®éng khÝ quyÓn mang tÝnh chÊt synop vμ thËm chÝ cã tÝnh chÊt toμn 

cÇu, b¶n chÊt vËt lý cña chóng c¨n b¶n kh¸c víi nh÷ng th¨ng gi¸ng rèi hçn lo¹n quy m« 

nhá. 

Trong nhiÒu tr−êng hîp viÖc xem xÐt c¸c qu¸ tr×nh vÜ m« nh− c¸c qu¸ tr×nh ngÉu 

nhiªn vμ m« t¶ chóng t−¬ng tù víi c¸c qu¸ tr×nh quy m« nhá vÉn tá ra thuËn tiÖn. Khi ®ã 

trao ®æi rèi vÜ m« ®−îc xÐt gièng nh− mét lo¹i cña qu¸ tr×nh qui m« nhá. Tuy nhiªn, sù 

t−¬ng tù nμy cã tÝnh chÊt h×nh thøc. Trong ph¹m vi nμy c¸c ®iÒu kiÖn ®ång nhÊt ®¼ng 

h−íng chØ ®−îc tho¶ m·n mét c¸ch gÇn ®óng rÊt th« trong mÆt ph¼ng ngang. Trong 

ph¹m vi rèi qui m« võa vμ vÜ m«, ta chØ cã thÓ nãi vÒ tÝnh ®ång nhÊt ®¼ng h−íng ®èi víi 

®é lÖch cña c¸c yÕu tè khÝ t−îng so víi chuÈn khÝ hËu, v× b¶n th©n c¸c chuÈn khÝ hËu 

trong nh÷ng quy m« ®ã cã thÓ kh¸c nhau ®¸ng kÓ. ë ®©y, thùc tÕ kh«ng hy väng sö dông 

®−îc tÝnh egodic, mμ nh− ®· thÊy trong ch−¬ng 2, tÝnh chÊt nμy cho phÐp x¸c ®Þnh c¸c 

®Æc tr−ng thèng kª dùa trªn mét thÓ hiÖn ®ñ dμi, lμm gi¶m nhÑ ®¸ng kÓ viÖc kh¶o s¸t 

tr−êng ®ång nhÊt. Thùc vËy, kú väng to¸n häc cña tr−êng khÝ t−îng phô thuéc vμo to¹ 

®é, do ®ã ®Ó tÝnh c¸c kú väng to¸n häc kh«ng thÓ dïng mét thÓ hiÖn, mμ ph¶i cã nhiÒu 

thÓ hiÖn. Ngoμi ra, khi nghiªn cøu thùc nghiÖm cÊu tróc c¸c tr−êng khÝ t−îng quy m« 

lín, ng−êi ta sö dông nh÷ng sè liÖu quan tr¾c t¹i c¸c tr¹m khÝ t−îng vμ gép l¹i thμnh 
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mét tËp thèng kª, sè l−îng c¸c tr¹m nμy trong mét vïng kh«ng gian th−êng kh«ng nhiÒu, 

tøc lμ chóng ta chØ cã nh÷ng gi¸ trÞ cña thÓ hiÖn t¹i mét sè Ýt c¸c ®iÓm gi¸n ®o¹n, vμ do 

®ã, viÖc lÊy trung b×nh dùa theo mét thÓ hiÖn sÏ kh«ng hiÖu qu¶. 

Nghiªn cøu cÊu tróc tr−êng lμ x¸c ®Þnh c¸c ®Æc tr−ng thèng kª cña nã, nh− kú väng 

to¸n häc, hμm t−¬ng quan hay hμm cÊu tróc. §ã lμ nh÷ng ®Æc tr−ng cÇn thiÕt khi gi¶i 

quyÕt nhiÒu bμi to¸n kh¸c nhau. 

Trªn c¬ së nh÷ng sè liÖu nμy ng−êi ta tiÕn hμnh ph©n tÝch kh¸ch quan vμ lμm tr¬n 

c¸c tr−êng khÝ t−îng cho môc ®Ých dù b¸o thêi tiÕt, tiÕn hμnh tèi −u ho¸ sù ph©n bè 

m¹ng l−íi tr¹m khÝ t−îng, ®¸nh gi¸ c¸c thμnh phÇn kh¸c nhau trong c¸c ph−¬ng tr×nh 

®éng lùc häc khÝ quyÓn, gi¶i quyÕt c¸c vÊn ®Ò ngo¹i suy sè liÖu khÝ t−îng v.v... 

Do nhu cÇu hiÓu biÕt ngμy cμng t¨ng vÒ cÊu tróc thèng kª tr−êng c¸c yÕu tè khÝ 

t−îng, trong nh÷ng n¨m gÇn ®©y ®· cã hμng lo¹t c«ng tr×nh vÒ xö lý thùc nghiÖm khèi 

l−îng ®å sé c¸c tμi liÖu quan tr¾c khÝ t−îng ®· tÝch luü, vμ nh÷ng tμi liÖu ®ã ®−îc dïng 

trong ch−¬ng nμy. 

Trong nh÷ng c«ng tr×nh nghiªn cøu ®Çu tiªn, tÊt c¶ c«ng viÖc tÝnh to¸n ®Òu ®−îc 

thùc hiÖn b»ng tay, ®iÒu nμy ®−¬ng nhiªn h¹n chÕ khèi l−îng tμi liÖu ®−a vμo xö lý vμ 

kh«ng cho phÐp nhËn ®−îc nh÷ng kÕt qu¶ ®ñ tin cËy. Tõ n¨m 1963 ng−êi ta b¾t ®Çu sö 

dông réng r·i m¸y tÝnh ®iÖn tö trong c«ng t¸c nμy. Trong ®ã, ph−¬ng ph¸p sö dông m¸y 

tÝnh vμ lËp ch−¬ng tr×nh ®Ó nghiªn cøu cÊu tróc thèng kª cña c¸c tr−êng khÝ t−îng kh«ng 

gian do L.X. Gandin vμ c¸c t¸c gi¶ kh¸c ®Ò xuÊt [42, 44] ®ãng vai trß quan träng. 

7.2. CÊu tróc thèng kª cña tr−êng ®Þa thÕ vÞ 

C¸c vÊn ®Ò nghiªn cøu thùc nghiÖm cÊu tróc tr−êng ®Þa thÕ vÞ ®−îc ®Ò cËp trong 

nhiÒu c«ng tr×nh [41-44, 46, 50, 75, 78–80, 86]. 

ViÖc x¸c ®Þnh cÊu tróc thèng kª tr−êng khÝ t−îng (xem môc 7.1) cÇn ph¶i b¾t ®Çu 

tõ ph©n tÝch tμi liÖu thùc nghiÖm hiÖn cã vμ qui c¸c thÓ hiÖn øng víi nh÷ng t×nh huèng 

t−¬ng tù vÒ mét tËp thèng kª. 

Khi nghiªn cøu tr−êng ¸p suÊt, ng−êi ta coi c¸c ®iÓm trªn ®Þa cÇu cã cïng vÜ ®é vμ 

chØ kh¸c nhau vÒ kinh ®é lμ nh÷ng ®iÓm t−¬ng øng víi nh÷ng t×nh huèng t−¬ng tù. 

C¸c c«ng tr×nh nghiªn cøu [41] ®· chØ ra r»ng, ë nh÷ng vÜ ®é trung b×nh, ®iÒu kiÖn 

®ång nhÊt vμ ®¼ng h−íng ®èi víi hμm cÊu tróc cña tr−êng ®Þa thÕ vÞ ®−îc tho¶ m·n kh¸ 

tèt. Tuy nhiªn ph−¬ng sai cña tr−êng vÉn cã nh÷ng biÕn thiªn theo kinh ®é. Th«ng 

th−êng sù phô thuéc cña c¸c ®Æc tr−ng thèng kª vμo kinh ®é kh«ng ®−îc chó ý, tøc 

tr−êng ®−îc coi lμ ®ång nhÊt theo kinh ®é. Khi ®ã tõ nh÷ng lËp luËn ng−êi ta cho r»ng sù 

phô thuéc vμo kinh ®é kh«ng m¹nh l¾m, h¬n n÷a gi¶ thiÕt vÒ sù ®ång nhÊt theo kinh ®é 

lμm gi¶m nhÑ rÊt nhiÒu c«ng viÖc xö lý thèng kª, v× cã thÓ coi tÊt c¶ c¸c tr¹m quan tr¾c 

n»m gÇn mét vÜ tuyÕn lμ t−¬ng øng víi c¸c t×nh huèng t−¬ng tù vμ nhê ®ã t¨ng ®¸ng kÓ 

sè l−îng thÓ hiÖn ®Ó lÊy trung b×nh. 

Trong ®iÒu kiÖn nh− vËy, ®−¬ng nhiªn c¸c ®Æc tr−ng nhËn ®−îc sÏ lμ nh÷ng ®¹i 

l−îng trung b×nh theo kinh ®é. Trong c«ng tr×nh [78] ®· sö dông tμi liÖu quan tr¾c cña 20 

tr¹m khÝ t−îng thuéc l·nh thæ ¢u−¸ n»m gÇn däc theo vÜ tuyÕn 55° VB trong bèn mïa 

®«ng c¸c n¨m 1955−1959. Kho¶ng c¸ch nhá nhÊt gi÷a c¸c tr¹m b»ng 210 km vμ lín nhÊt 

gÇn 5500 km. Sè liÖu ®−îc lÊy tõ c¸c b¶n ®å ph©n tÝch vμo kú 3 giê vμ c¸ch nhau ba ngμy 
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mét. 

Trong c«ng tr×nh [43] ®· sö dông sè liÖu quan tr¾c t¹i c¸c tr¹m khÝ t−îng ë c¸c vÜ 

®é trung b×nh trªn l·nh thæ ch©u ¢u vμ mét phÇn T©y Xibiri. ë ®©y, ®Ó ph¸t hiÖn sù phô 

thuéc cña c¸c ®Æc tr−ng thèng kª cña tr−êng vμo d¹ng hoμn l−u ®· ph©n d÷ liÖu thùc 

nghiÖm thμnh nh÷ng tËp thèng kª riªng biÖt øng víi c¸c d¹ng hoμn l−u kh¸c nhau (d¹ng 

phÝa t©y, d¹ng kinh tuyÕn vμ d¹ng phÝa ®«ng) theo sù ph©n lo¹i hoμn l−u chung cña G. 

Ia. Vangengheim. 

Ng−êi ta ®· x¸c ®Þnh ®−îc r»ng gi¸ trÞ trung b×nh (chuÈn) cña ®é cao H kh¸c biÖt 

®¸ng kÓ ®èi víi nh÷ng d¹ng hoμn l−u kh¸c nhau. Sù kh¸c biÖt gi÷a c¸c hμm cÊu tróc ®èi 

víi c¸c d¹ng hoμn l−u kh¸c nhau tá ra kh«ng lín l¾m vμ cã thÓ bá qua, tøc c¸c hμm cÊu 

tróc nhËn ®−îc theo nh÷ng d¹ng hoμn l−u kh¸c nhau cã thÓ ®em lÊy trung b×nh vμ sö 

dông mét hμm cÊu tróc duy nhÊt cho tÊt c¶ c¸c d¹ng hoμn l−u. Hμm cÊu tróc ®é cao mùc 

500 mb ®−îc trung b×nh ho¸ theo tÊt c¶ c¸c kiÓu hoμn l−u lÊy tõ [43] ®−îc dÉn trªn h×nh 

7.1 (®−êng liÒn). 

Theo ®å thÞ cña hμm cÊu tróc thèng kª nhËn ®−îc kh«ng thÓ x¸c ®Þnh mét c¸ch tin 

cËy trÞ sè b·o hoμ, tøc nhËn lμm trÞ sè )(∞HB  cña hμm cÊu tróc. Mét ph−¬ng ph¸p gi¸n 

tiÕp −íc l−îng trÞ sè hμm cÊu tróc t¹i v« cïng lμ ph−¬ng ph¸p xÊp xØ gi¸ trÞ thèng kª cña 

nã nhê mèi phô thuéc gi¶i tÝch. 

 

H×nh 7.1 

Ng−êi ta ®· xÐt mét sè mèi phô thuéc gi¶i tÝch nh− vËy vμ thÊy r»ng phï hîp h¬n 

c¶ víi hμm cÊu tróc thèng kª (xem h×nh 7.1, ®−êng g¹ch nèi) lμ mèi phô thuéc 

( )  5401 400
311880 ,cos)(

,,−−= eBH .                                      (7.2.1) 

Nhê hμm cÊu tróc xÊp xØ (7.2.1) ®· x¸c ®Þnh ®−îc hμm t−¬ng quan t−¬ng øng 

   540 200
311880 ,cos)(

,,−= eRH .                                         (7.2.2) 

Trong c«ng tr×nh [78] ®· tÝnh trùc tiÕp c¸c hμm t−¬ng quan ®é cao tr−êng ®Þa thÕ vÞ 

theo sè liÖu thùc nghiÖm. 

ë ®©y sù kh¸c biÖt cña hÖ ph−¬ng ph¸p dïng trong [78] so víi c¸c c«ng tr×nh tr−íc 

®ã lμ ë chç trong c«ng tr×nh nμy tr−êng ®Þa thÕ vÞ ®−îc xem xÐt kh«ng ph¶i nh− mét 

tr−êng ph¼ng, mμ nh− mét tr−êng kh«ng gian. V× tr−êng ®Þa thÕ vÞ ba chiÒu cã thÓ xem 

lμ ®¼ng h−íng mét c¸ch gÇn ®óng chØ theo ph−¬ng ngang, nªn c¸c hμm t−¬ng quan cña 

tr−êng nμy sÏ phô thuéc vμo ba biÕn − kho¶ng c¸ch ngang   gi÷a c¸c ®iÓm quan tr¾c vμ 

hai ®é cao (hai ¸p suÊt 1p  vμ 2p ). 
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V× trong khÝ t−îng häc sö dông nhiÒu mÆt ®¼ng ¸p cè ®Þnh, nªn biÕn p ®· ®−îc g¸n 

mét lo¹t c¸c trÞ sè gi¸n ®o¹n, vμ hμm ba biÕn ( )21 ppR ,,  ®· ®−îc quy vÒ mét sè hμm mét 

biÕn ( )jiij ppRR ,,)(  =   nμo ®ã vμ c¸c hμm nμy ®· ®−îc x¸c ®Þnh theo c¸c sè liÖu thùc 

nghiÖm. N¨m mÆt ®¼ng ¸p (1000, 850, 700, 500 vμ 300 mb) ®· ®−îc chän vμ tÝnh 15 hμm 

t−¬ng quan )(ijR . Khi ji =  sÏ nhËn ®−îc c¸c hμm tù t−¬ng quan cña tr−êng ®Þa thÕ vÞ 

)( ipH , khi −≠ ji  c¸c hμm t−¬ng quan quan hÖ gi÷a hai tr−êng )( ipH  vμ )( jpH . 

Nh÷ng gi¸ trÞ thèng kª tÝnh ®−îc cña c¸c hμm tù t−¬ng quan ®−îc xÊp xØ b»ng c¸c 

biÓu thøc gi¶i tÝch d¹ng 

  β= α− cos)( DeRH ;                                                 (7.2.3) 

( )  β= α−
0JDeRH )( .                                                 (7.2.4) 

Trong ch−¬ng 3 ta ®· thÊy r»ng hμm (7.2.3) chØ cã phæ mét chiÒu kh«ng ©m t¹i mäi 

n¬i, cßn mËt ®é phæ hai vμ ba chiÒu cña nã kh«ng ©m kh«ng ph¶i t¹i tÊt c¶ mäi gi¸ trÞ 
cña c¸c hÖ sè α  vμ β , mμ chØ khi gi÷a chóng cã mèi quan hÖ nhÊt ®Þnh, nh−ng quan hÖ 

nμy kh«ng tho¶ m·n víi nh÷ng hμm t−¬ng quan thèng kª nhËn ®−îc. V× vËy, nãi ®óng 

ra, hμm (7.2.3) kh«ng thÓ dïng lμm hμm hμm t−¬ng quan cña tr−êng ®ång nhÊt hai 

chiÒu. Cã thÓ chØ ra r»ng mËt ®é phæ hai chiÒu cña hμm (7.2.4) lμ hμm d−¬ng hoμn toμn, 

tøc hμm nμy cã thÓ dïng lμm hμm t−¬ng quan cña tr−êng. Tuy nhiªn, trong c«ng tr×nh 

nμy ®· sö dông c¸c hμm d¹ng (7.2.3) ®Ó xÊp xØ khi tÝnh ®Õn sù phøc t¹p cña viÖc sö dông 

mèi phô thuéc (7.2.4) vμ lu«n lu«n cã thÓ chän ®−îc c¸c tham sè cña hμm (7.2.4) sao cho 

®å thÞ cña nã gÇn nh− trïng víi ®å thÞ cña hμm (7.2.3) (khi   kh«ng qu¸ lín). 

VÝ dô, ®èi víi 500H  ®· nhËn ®−îc hμm t−¬ng quan  

   700 235 290 ,cos)( ,−= eRH .                                           (7.2.5) 

Nh÷ng gi¸ trÞ thèng kª cña c¸c hμm t−¬ng quan quan hÖ còng ®−îc xÊp xØ b»ng mèi 

liªn hÖ (7.2.3). ViÖc chän c¸c hμm (7.2.3) ®Ó xÊp xØ lμ do c¸c hμm t−¬ng quan quan hÖ 

thèng kª nhËn ®−îc cã d¹ng rÊt gièng víi c¸c hμm tù t−¬ng quan. 

Trªn h×nh 7.2 dÉn ra c¸c hμm tù t−¬ng quan chuÈn ho¸ vμ c¸c hμm t−¬ng quan 

quan hÖ chuÈn ho¸ ®−îc xÊp xØ b»ng mèi phô thuéc (7.2.3) t−¬ng øng víi ®é cao cña c¸c 

mÆt ®¼ng ¸p 850, 500 vμ 300 mb. 

Gi¸ trÞ hμm t−¬ng quan chuÈn ho¸ cña tr−êng ®Þa thÕ vÞ 500H  cña mét sè t¸c gi¶ 

®−îc dÉn ra trªn h×nh 7.3. 

Sù kh¸c nhau cña c¸c hμm t−¬ng quan nhËn ®−îc cã lÏ ®−îc gi¶i thÝch bëi ®Æc ®iÓm 

cña sè liÖu thùc nghiÖm ®· sö dông, tøc bëi sù kh¸c nhau cña c¸c vïng ®Þa lý vμ mïa 

quan tr¾c còng nh− sù h¹n chÕ vÒ sè l−îng c¸c thÓ hiÖn vμ tÝnh kh«ng ®ång nhÊt cña 

tr−êng. 

Sù sai kh¸c ®Æc biÖt râ nÐt khi kho¶ng c¸ch   lín, t¹i ®ã sè cÆp tr¹m ®−îc dïng ®Ó 

xö lý Ýt nhÊt, cßn tÝnh bÊt ®ång nhÊt thÓ hiÖn m¹nh nhÊt. 
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H×nh 7.2 

 

H×nh 7.3 

7.3. CÊu tróc thèng kª cña tr−êng nhiÖt ®é kh«ng khÝ 

Nh÷ng sè liÖu thùc nghiÖm ®Çy ®ñ vμ kh¸ch quan nhÊt vÒ cÊu tróc vÜ m« tr−êng nhiÖt 

®é kh«ng khÝ cã trong c¸c c«ng tr×nh [37, 38, 62]. 

ë ®©y, gièng nh− tr−êng ®Þa thÕ vÞ, tr−êng ®é lÖch nhiÖt ®é kh«ng khÝ so víi chuÈn 

®−îc xem lμ ®ång nhÊt vμ ®¼ng h−íng trong mÆt ph¼ng ngang hay trªn mét mÆt ®¼ng ¸p 

®· cho. Do ®ã, c¸c hμm t−¬ng quan vμ hμm cÊu tróc trªn mÆt ®· cho ®−îc xem nh− hμm 

cña mét ®èi sè − kho¶ng c¸ch ngang gi÷a c¸c ®iÓm quan tr¾c. Ngoμi c¸c hμm tù t−¬ng 

quan vμ hμm cÊu tróc ®èi víi mçi mÆt ®¼ng ¸p chuÈn, cÊu tróc kh«ng gian cßn ®−îc ®Æc 

tr−ng bëi c¸c hμm t−¬ng quan vμ hμm cÊu tróc quan hÖ ®èi víi tõng cÆp mÆt. 

Trong c¸c c«ng tr×nh [37, 38] d÷ liÖu ban ®Çu ®Ó x¸c ®Þnh c¸c hμm cÊu tróc vμ hμm 

t−¬ng quan ba chiÒu cña ®é lÖch nhiÖt ®é kh«ng khÝ so víi chuÈn lμ sè liÖu nhiÖt ®é th¸m 

kh«ng ®−îc thu thËp trong thêi gian 1957−1959 trªn l·nh thæ B¾c Mü theo kÕ ho¹ch cña 

N¨m VËt lý ®Þa cÇu Quèc tÕ. 

ViÖc tÝnh to¸n ®−îc thùc hiÖn theo c¸c mïa, ®èi víi mçi mét trong bèn mïa ®· sö 

dông 60 thÓ hiÖn. §Ó lμm gi¶m mèi liªn hÖ thèng kª gi÷a c¸c thÓ hiÖn, chóng ®−îc chän 

c¸ch nhau ba ngμy ®ªm. 
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Mçi mét thÓ hiÖn bao gåm kÕt qu¶ th¸m kh«ng t¹i 60 tr¹m. 

Kho¶ng c¸ch xa nhÊt gi÷a c¸c tr¹m b»ng 7500 km. Ng−êi ta ®· tÝnh c¸c hμm cÊu 

tróc vμ hμm t−¬ng quan cho c¸c mÆt ®¼ng ¸p 1000, 850, 700, 500, 400, 300, 200 vμ 100 

mb còng nh− c¸c hμm cÊu tróc vμ hμm t−¬ng quan quan hÖ ®èi víi tõng cÆp mÆt. 

ViÖc tÝnh to¸n ®−îc thùc hiÖn theo ph−¬ng ph¸p ®· tr×nh bμy trong [42]. 

Trong c«ng tr×nh [62] sè liÖu ban ®Çu ®−îc sö dông lμ nh÷ng quan tr¾c t¹i 50 tr¹m 

khÝ t−îng. Mét sè tr¹m n»m trªn vïng Trung ¢u, sè cßn l¹i ë phÇn l·nh thæ ch©u ¢u cña 

Liªn X«. Kho¶ng c¸ch gi÷a hai vïng ®ã nhá h¬n mét Ýt so víi bÒ réng cña mçi vïng. §iÒu 

®ã b¶o ®¶m sè c¸c tr¹m ë hai vïng cã sù ph©n bè ®Òu theo kho¶ng c¸ch. Trung b×nh ®èi 

víi mçi mïa ®· sö dông sè liÖu cña 60 t×nh huèng trong nh÷ng n¨m 1959 vμ 1961. 

Kho¶ng thêi gian gi÷a c¸c kú liªn tiÕp kh«ng Ýt h¬n hai ngμy ®ªm. C¸c hμm tù t−¬ng 

quan ®−îc tÝnh cho ba mùc, lμ mÆt ®Êt, 850 vμ 700 mb. §Ó lo¹i trõ sai sè ®o ®¹c ®· tiÕn 

hμnh ngo¹i suy vÒ 0 b»ng ph−¬ng ph¸p ®å thÞ c¸c hμm t−¬ng quan vμ hμm cÊu tróc nhËn 

®−îc vμ sö dông chóng theo ph−¬ng ph¸p ®· xÐt trong ch−¬ng 6. Trªn h×nh 7.4 ®· dÉn ra 

c¸c hμm tù t−¬ng quan chuÈn ho¸ cña nhiÖt ®é kh«ng khÝ ë c¸c mùc kh¸c nhau cho mïa 

®«ng [38]. Trªn h×nh 7.5 lμ c¸c hμm tù t−¬ng quan chuÈn ho¸ nhËn ®−îc theo bé sè liÖu 

nh− trªn cho mïa hÌ [37]. 

 

H×nh 7.4 

 

H×nh 7.5 
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Tõ c¸c h×nh thÊy r»ng cã sù kh¸c nhau gi÷a c¸c hμm tù t−¬ng quan chuÈn ho¸ cña 

nhiÖt ®é kh«ng khÝ ë c¸c mùc kh¸c nhau, mÆc dï sù kh¸c nhau nμy kh«ng nhiÒu l¾m, vÒ 

b¶n chÊt c¸c ®−êng cong cã nÐt gièng nhau. Gi÷a c¸c mïa còng cã nh÷ng kh¸c biÖt. 

Trong b¶ng 7.1 dÉn ra c¸c gi¸ trÞ ph−¬ng sai t−¬ng øng cña ®é lÖch nhiÖt ®é trªn 

c¸c mùc [38]. 

ViÖc so s¸nh c¸c hμm t−¬ng quan chuÈn ho¸ nhËn ®−îc trong c¸c c«ng tr×nh [62] vμ 

[38] cho thÊy r»ng trªn cïng mét mùc chóng gÇn trïng nhau, ®Æc biÖt ë nh÷ng kho¶ng 

c¸ch d−íi 1000−1500 km. 

B¶ng 7.1 

D  (®é)2 
Mùc, mb 

Mïa ®«ng Mïa hÌ 

1000 49 7 

850 45 14 

700 32 8 

500 23 7 

400 20 8 

300 13 8 

200 30 14 

100 18 7 

Trong khi ®ã ph−¬ng sai trong c¸c tr−êng hîp ®ang xÐt rÊt kh¸c nhau. VÝ dô, 

ph−¬ng sai nhiÖt ®é ë mùc 700 mb ®èi víi ch©u ¢u b»ng 24 (®é)2 , cßn ®èi víi ch©u Mü lμ 

34 (®é)2. 

Sù liªn hÖ gi÷a c¸c gi¸ trÞ cña nhiÖt ®é ë c¸c mùc kh¸c nhau cña cïng mét tr¹m 

®−îc ®Æc tr−ng b»ng c¸c trÞ sè cña hμm t−¬ng quan quan hÖ ®· ngo¹i suy vÒ 0. Chóng 

®−îc dÉn ra trong b¶ng 7.2 [38]. 

Tõ b¶ng 7.2 thÊy r»ng sù liªn hÖ chÆt chÏ nhÊt gi÷a c¸c gi¸ trÞ nhiÖt ®é ë c¸c mùc 

kÕ cËn quan s¸t thÊy trong tÇng ®èi l−u. NhiÖt ®é ë c¸c líp trong tÇng ®èi l−u vμ tÇng 

b×nh l−u cã t−¬ng quan d−¬ng. Khi tÝnh t−¬ng quan gi÷a c¸c sè liÖu tÇng ®èi l−u víi sè 

liÖu trong tÇng b×nh l−u c¸c hÖ sè t−¬ng quan trë nªn ©m vμ t¨ng vÒ trÞ tuyÖt ®èi khi c¸c 

mÆt ®¼ng ¸p c¸ch xa dÇn ®èi l−u h¹n. 

B¶ng 7.2 

Mùc, mb 1000 850 700 500 400 300 200 100 

1000  0,67 0,36 0,47 0,45 0,34 -0,27 -0,14 

850 0,67 0,47 0,68 0,57 0,29 -0,45 -0,45 

700 0,56 0,74 0,48 0,43 0,28 -0,31 -0,29 

500 0,51 0,55 0,72 0,94 0,53 -0,56 -0,61 

400 0,49 0,53 0,68 0,99 0,67 -0,55 -0,70 

300 0,21 0,43 0,54 0,75 -0,80 -0,02 -0,46 

200 -0,21 -0,11 -0,14 -0,23 -0,23 -0,08  0,51 

100 -0,36 -0,49 -0,64 -0,66 -0,68 -0,65 0,26  

Trong c«ng tr×nh [62] ®· nhËn ®−îc c¸c biÓu thøc xÊp xØ gi¶i tÝch cña c¸c hμm tù 

t−¬ng quan thèng kª:  

trªn mÆt ®¼ng ¸p 700 mb: 
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),()(
,,   9600

7470 960

JDeRT
−= ,                                        (7.3.1) 

trªn mÆt ®¼ng ¸p 850 mba: 

),()(
,,   8300

5530 970

JDeRT
−= .                         (               7.3.2) 

ë mÆt ®Êt: 
9208250 ,,)(  −= DeRT ,                                                (7.3.3) 

ë ®©y )( γ0J  lμ hμm Bessel bËc kh«ng,   biÓu diÔn b»ng 103 km. 

7.4 CÊu tróc thèng kª tr−êng giã 

VÒ nh÷ng quy luËt cÊu tróc tr−êng giã ®· cã mét lo¹t c«ng tr×nh nghiªn cøu lý 

thuyÕt vμ thùc nghiÖm. 

C¸c c«ng tr×nh cña A. N. Kolmogorov [11] vμ A. M. Obukhov [69] lμ nh÷ng c«ng 

tr×nh nÒn t¶ng theo h−íng nμy. 

Trong c¸c c«ng tr×nh ®ã, ®èi víi tr−êng ®ång nhÊt vμ ®¼ng h−íng ®Þa ph−¬ng, b»ng 

lý thuyÕt ®· chøng minh ®−îc r»ng hμm cÊu tróc cña xung tèc ®é giã ®−îc m« t¶ b»ng 

c«ng thøc 

3
2

 ABu =)( ,                                                        (7.4.1) 

trong ®ã A  lμ hÖ sè tû lÖ. 

Quan hÖ nμy ®−îc gäi lμ “qui luËt 2/3”. KÕt qu¶ xö lý thùc nghiÖm c¸c sè liÖu th¸m 

kh«ng giã do M. B. Zavarina [52] vμ E. X. Xelezneva [74], vμ sau nμy do c¸c t¸c gi¶ kh¸c 

[43, 56, 71, 83] thùc hiÖn ®· kh¼ng ®Þnh sù ®óng ®¾n cña “qui luËt 2/3” trong khÝ quyÓn 

thùc ë mét vïng kh«ng gian nhÊt ®Þnh. 

Sù h¹n chÕ vÒ quy m« kh«ng gian trong ®ã tho¶ m·n “qui luËt 2/3” lμ ®iÒu tù nhiªn, 

v× tr−êng giã lo¹n l−u thùc cã thÓ xem lμ ®ång nhÊt vμ ®¼ng h−íng chØ ®èi víi nh÷ng 

ph¹m vi kh«ng gian ®ñ nhá. Khi t¨ng dÇn quy m« th× tÝnh bÊt ®¼ng h−íng b¾t ®Çu xuÊt 

hiÖn, biÓu thÞ ë sù mÊt c©n ®èi theo ph−¬ng ngang vμ ph−¬ng th¼ng ®øng cña chuyÓn 

®éng khÝ quyÓn thùc quy m« lín. M. Iu. Iu®in [84] ®· ph©n tÝch nh÷ng ®iÒu kiÖn ¸p dông 

cña “qui luËt 2/3” vμ cho biÕt r»ng ë ngoμi vïng t¸c ®éng cña quy luËt nμy hμm cÊu tróc 

cña xung giã ®−îc m« t¶ bëi hÖ thøc 

 CBu =)( ,                                                        (7.4.2) 

trong ®ã C  lμ hÖ sè tû lÖ, tøc lμ hμm cÊu tróc cña c¸c xung giã tû lÖ thuËn víi kho¶ng 

c¸ch. 

T−¬ng quan (7.4.2) cã tªn lμ “qui luËt bËc nhÊt”. 

C¸c kÕt qu¶ xö lý thùc nghiÖm ®· kh¼ng ®Þnh r»ng trong khÝ quyÓn thùc “qui luËt 

bËc nhÊt” ®−îc tho¶ m·n t−¬ng ®èi tèt trong ph¹m vi kho¶ng c¸ch  = ÷500 1400  km. 

Cßn ®èi víi c¸c ®iÒu kiÖn rèi vÜ m«, th× tÝnh phøc t¹p cña c¸c qu¸ tr×nh diÔn ra trong ®ã 

lμm cho viÖc nghiªn cøu lý thuyÕt vÒ cÊu tróc cña c¸c tr−êng khÝ t−îng vÜ m« gÆp khã 

kh¨n. §Ó t×m hiÓu cÊu tróc cña tr−êng giã trong ®iÒu kiÖn rèi vÜ m«, tøc víi nh÷ng 

kho¶ng c¸ch vμi ngh×n kil«mÐt, ng−êi ta ®· tiÕn hμnh xö lý thèng kª c¸c sè liÖu giã th¸m 

kh«ng. Trong c«ng tr×nh [56] ®· sö dông nguån d÷ liÖu thùc nghiÖm phong phó. 

Tr−êng giã theo ph−¬ng ngang trªn mùc 500 mb ®· ®−îc kh¶o s¸t. Tr−êng nμy ®−îc 

coi lμ ®ång nhÊt vμ ®¼ng h−íng. Nhê m¸y tÝnh ®iÖn tö, dùa theo ph−¬ng ph¸p ®−îc ®Ò 



 169

xuÊt trong [42], ®· tÝnh c¸c hμm t−¬ng quan vμ hμm cÊu tróc ®èi víi ®é lÖch khái chuÈn 

cña thμnh phÇn vÜ h−íng U vμ thμnh phÇn kinh h−íng V cña vect¬ giã. 

§èi víi tr−êng ®ång nhÊt vμ ®¼ng h−íng, ®iÒu kiÖn cÇn ph¶i tho¶ m·n lμ ph−¬ng 

sai kh«ng phô thuéc vμo h−íng vμ kh«ng ®æi t¹i tÊt c¶ c¸c ®iÓm cña tr−êng, tøc tho¶ m·n 

luËt ph©n bè h×nh trßn, trong ®ã cã ®iÒu kiÖn vu DD = . NÕu tÝnh ®Õn ®é chÝnh x¸c kh«ng 

cao cña viÖc ®o giã, th«ng th−êng ng−êi ta cho r»ng luËt ph©n bè ®−îc coi lμ h×nh trßn khi 

v

u

D

D
 biÕn thiªn trong ph¹m vi 0,8−1,2. 

Khi tiÕn hμnh tÝnh to¸n th× ®iÒu kiÖn nμy ®−îc chØ tho¶ m·n ë vïng n−íc Anh vμ 

b¸n ®¶o Scan®inavia, n¬i th−êng cã dßng ch¶y xiÕt ®i qua, c¸c gi¸ trÞ nhËn ®−îc n»m 

trong kho¶ng 0,7−1,3. 

Dùa vμo kÕt qu¶ tÝnh ®· dùng ®å thÞ cña c¸c hμm t−¬ng quan vμ hμm cÊu tróc. Sai 

sè trong d÷ liÖu ban ®Çu ®−îc khö bá b»ng c¸ch ngo¹i suy c¸c hμm nμy vÒ kh«ng vμ trõ 

®i c¸c sai sè nhËn ®−îc. 

Trªn c¸c h×nh 7.6 vμ 7.7 ®· dÉn ra ®å thÞ c¸c hμm t−¬ng quan chuÈn ho¸ cña thμnh 

phÇn giã vÜ h−íng vμ kinh h−íng t¹i mùc 500 mb cho mïa ®«ng vμ mïa hÌ. 

Tõ c¸c h×nh thÊy r»ng ë nh÷ng kho¶ng c¸ch d−íi 1000−1300 km “qui luËt bËc nhÊt” 

cña Iu®in tho¶ m·n t−¬ng ®èi tèt. Víi nh÷ng kho¶ng c¸ch lín h¬n qui luËt nμy bÞ vi 

ph¹m, ®å thÞ c¸c hμm t−¬ng quan cã ®Æc tÝnh dao ®éng víi biªn ®é gi¶m dÇn, ®iÒu nμy nãi 

lªn sù hiÖn diÖn cña yÕu tè chu kú trong c¸c qu¸ tr×nh khÝ quyÓn vÜ m«. 

Trong môc 2.14 ®· chØ ra r»ng, c¸c ®Æc tr−ng cña tr−êng vect¬ ®ång nhÊt lμ c¸c 

hμm t−¬ng quan däc vμ ngang. CÇn l−u ý r»ng hμm t−¬ng quan cña c¸c thμnh phÇn vÜ 

h−íng vμ kinh h−íng nhËn ®−îc trong c«ng tr×nh nh×n chung kh«ng ph¶i lμ nh÷ng ®Æc 

tr−ng ®ã. §èi víi nh÷ng kho¶ng c¸ch   kh«ng lín, c¸c cÆp tr¹m thuéc cïng mét nhãm 

tr¹m, c¸c h−íng gi÷a chóng kh¸c nhau, vμ c¸c hμm t−¬ng quan cña c¸c thμnh phÇn U  

vμ V  nhËn ®−îc lμ trung b×nh theo tÊt c¶ c¸c h−íng. §èi víi nh÷ng kho¶ng c¸ch   lín, 

c¸c tr¹m cña tõng cÆp tr¹m vÒ c¬ b¶n thuéc c¸c nhãm kh¸c nhau, tøc h−íng gi÷a chóng 

gÇn víi h−íng cña thμnh phÇn vÜ tuyÕn, do ®ã, hμm t−¬ng quan cña thμnh phÇn U  gÇn 

víi hμm t−¬ng quan däc cña tr−êng, cßn hμm t−¬ng quan cña thμnh phÇn V  gÇn víi hμm 

t−¬ng quan ngang. 

 

H×nh 7.6 

 

H×nh 7.7 
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7.5 CÊu tróc thèng kª cña tr−êng ®é cao th¶m tuyÕt vμ sù tèi −u ho¸ c«ng 

t¸c quan tr¾c th¶m tuyÕt 

§Ó ®¸p øng yªu cÇu cña c¸c ngμnh kinh tÕ quèc d©n, trªn m¹ng l−íi tr¹m khÝ t−îng 

thñy v¨n ®ang tiÕn hμnh nhiÒu quan tr¾c vÒ th¶m tuyÕt ®ßi hái c«ng søc cña nhiÒu ng−êi 

quan tr¾c. Khi ®ã xuÊt hiÖn vÊn ®Ò quan träng vÒ ph©n bè hîp lý c¸c tr¹m quan tr¾c trªn 

l·nh thæ. 

§é cao th¶m tuyÕt cã thÓ rÊt kh¸c nhau gi÷a c¸c ®iÓm chØ c¸ch nhau mét kho¶ng 

kh«ng lín. Sù kh¸c nhau vÒ ph©n bè ®é cao th¶m tuyÕt trªn l·nh thæ g©y nªn bëi sù ph©n 

bè kh«ng ®ång ®Òu cña tèc ®é giã trong líp s¸t ®Êt, ®Þa h×nh vμ ®iÒu kiÖn ®Þa ph−¬ng, 

h−íng s−ên vμ ®é dèc, tÝnh chÊt mÆt ®Öm vμ nh÷ng ®Æc ®iÓm cña chÕ ®é khÝ t−îng. 

Nh÷ng nh©n tè trªn kÕt hîp víi nhau t¹o nªn mét bøc tranh ph©n bè tuyÕt hÕt søc 

phøc t¹p. Do ®ã c¸c sè liÖu vÒ ®é cao th¶m tuyÕt ë mét ®iÓm riªng biÖt kh«ng cã ý nghÜa 

mÊy, mμ cÇn ph¶i biÕt nh÷ng ®¹i l−îng trung b×nh trªn mét diÖn tÝch nμo ®ã. NÕu xem 
xÐt ®é cao th¶m tuyÕt nh− lμ mét tr−êng ngÉu nhiªn hai chiÒu ),( yxH  th× viÖc lÊy trung 

b×nh nh− vËy cã thÓ ®−îc tiÕn hμnh mét c¸ch thuËn tiÖn. Khi ®ã ng−êi ta coi tr−êng nμy 

lμ ®ång nhÊt, ®¼ng h−íng vμ cã tÝnh ego®ic. 

Bμi to¸n ®Æt ra lμ tõ nh÷ng sè liÖu ®o t¹i mét sè ®iÓm quan tr¾c tuyÕt trªn tuyÕn cã 

chiÒu dμi h¹n chÕ, x¸c ®Þnh gi¸ trÞ trung b×nh cña ®é cao th¶m tuyÕt trong mét vïng réng 

h¬n mét c¸ch ®¸ng kÓ. §Ó ®¬n gi¶n ta sÏ xÐt tr−êng hîp gi¸ trÞ cÇn t×m cã thÓ nhËn ®−îc 

b»ng c¸ch lÊy trung b×nh c¸c sè liÖu ®o trªn mét tuyÕn th¼ng. 

Gi¶ sö trªn ®o¹n ],[ L 0  ph©n bè ®Òu n ®iÓm ,,, Lxxx n ==  ...,  0 21  t¹i c¸c ®iÓm nμy tiÕn 

hμnh ®o ®é cao th¶m tuyÕt )( ixh  vμ tõ c¸c sè liÖu ®o x¸c ®Þnh ®−îc gi¸ trÞ trung b×nh sè 

häc h , vμ nã ®−îc chÊp nhËn lμm ®é cao trung b×nh cña th¶m tuyÕt t¹i vïng nghiªn cøu. 

Khi ®ã bμi to¸n vÒ ®é chÝnh x¸c cña viÖc x¸c ®Þnh gi¸ trÞ thùc cña ®¹i l−îng cÇn t×m 

hoμn toμn t−¬ng tù nh− bμi to¸n vÒ ®é chÝnh x¸c cña viÖc x¸c ®Þnh gi¸ trÞ thèng kª cña kú 

väng to¸n häc hμm ngÉu nhiªn theo chuçi rêi r¹c c¸c gi¸ trÞ cña nã ®· xÐt trong c¸c ®iÓm 3 

vμ 4 môc 6.3. 

Nh− ®· chØ ra trong môc 6.3, ë ®©y xuÊt hiÖn hai lo¹i sai sè − sai sè do sù h¹n chÕ 
cña kho¶ng ],[ L 0  trªn ®ã ghi thÓ hiÖn vμ sai sè do thay thÕ viÖc lÊy trung b×nh tÝch ph©n 

theo toμn kho¶ng ],[ L 0  b»ng viÖc lÊy trung b×nh theo n ®iÓm rêi r¹c )...,,,( nixi   2 1= . Sai 

sè b×nh ph−¬ng trung b×nh 2σ  xuÊt hiÖn do h¹n chÕ ®é dμi kho¶ng ghi thÓ hiÖn (xem môc 

6.3 ®iÓm 3) ®−îc x¸c ®Þnh b»ng c«ng thøc (6.3.25), trong tr−êng hîp nμy ®−îc viÕt d−íi 

d¹ng 

.)( dllR
L

l

L H

L

l
 






 −=σ 1

22

1                                              (7.5.1) 

ë ®©y )(lRH  lμ hμm t−¬ng quan cña ®é cao th¶m tuyÕt. 

Sai sè b×nh ph−¬ng trung b×nh 2

2σ  xuÊt hiÖn do thay thÕ viÖc lÊy trung b×nh tÝch 

ph©n b»ng gi¸ trÞ trung b×nh sè häc t¹i n  ®iÓm ix  c¸ch ®Òu nhau mét kho¶ng Δ  theo 

(6.3.36) ®−îc viÕt nh− sau 

.)(
= =

Δ−=σ
n

j

n

k
H jkR

n 1 1
2

2

2

2
.                                           (7.5.2) 

ë ®©y còng cã thÓ sö dông hμm cÊu tróc )(lBH , nÕu tr−íc hÕt biÕn ®æi c¸c c«ng thøc 
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(7.5.1) vμ (7.5.2) nhê (2.7.7): 
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                                      (7.5.4) 

NÕu cã hμm t−¬ng quan hoÆc hμm cÊu tróc vμ tiÕn hμnh tÝnh to¸n theo c¸c c«ng 

thøc trªn, cã thÓ nhËn ®−îc mèi phô thuéc cña c¸c ®¹i l−îng 1σ , 2σ  vμo ®é dμi kho¶ng vμ 

sè l−îng ®iÓm ®o, vμ theo ®ã t×m sè l−îng ®iÓm tèi −u, kho¶ng c¸ch tèi −u gi÷a c¸c ®iÓm. 

C¸ch tiÕp cËn nh− vËy ®Ó gi¶i bμi to¸n tèi −u ho¸ m¹ng l−íi quan tr¾c tuyÕt ®· 

®−îc ®Ò xuÊt trong c«ng tr×nh cña D. L. Laikhtman vμ R. L. Kagan [59]. §Ó thùc hiÖn 

ph−¬ng ph¸p tÝnh to¸n nμy ®ßi hái ph¶i cã sè liÖu vÒ cÊu tróc tr−êng ®é cao th¶m tuyÕt. 

Nh÷ng sè liÖu nμy nhËn ®−îc trong c¸c c«ng tr×nh nghiªn cøu chuyªn vÒ xö lý thèng kª 

tμi liÖu thùc nghiÖm hiÖn cã theo c¸c vïng kh¸c nhau [51, 63, 76, 81]. 

Trong c«ng tr×nh [51] ®· x¸c ®Þnh hμm cÊu tróc kh«ng gian )(lBH  cña ®é cao th¶m 

tuyÕt. D÷ liÖu ban ®Çu lμ nh÷ng sè liÖu ®o ®é cao tuyÕt thùc hiÖn ngμy 5 th¸ng 7 n¨m 

1957 ë vïng tr¹m Dubrovskaja (gÇn 3000 sè ®o ®é cao th¶m tuyÕt). Toμn vïng ®−îc phñ 

bëi c¸c tuyÕn ®o song song c¸ch nhau 200 m. TÊt c¶ cã 17 tuyÕn ®o ®é dμi kh¸c nhau − tõ 

1 ®Õn 2 km. Trªn c¸c tuyÕn, ®é cao th¶m tuyÕt ®−îc ®o c¸ch nhau 10 m. KÕt qu¶ tÝnh cho 

thÊy r»ng gi¸ trÞ cña c¸c hμm cÊu tróc trªn mçi tuyÕn riªng biÖt rÊt kh¸c nhau. 

Sù t¶n m¹n cña c¸c hμm cÊu tróc nhËn ®−îc cã lÏ ®Æc tr−ng cho tÝnh chÊt bÊt ®ång 

nhÊt cña ph©n bè ®é cao th¶m tuyÕt, mÆt kh¸c sù t¶n m¹n ®ã g©y nªn bëi sai sè ®o vμ sè 

l−îng ®iÓm ®o nhá. 

§Ó cã ®Æc tr−ng tin cËy h¬n vÒ cÊu tróc cña tr−êng ®ang xÐt, tÊt c¶ c¸c hμm cÊu 

tróc nhËn ®−îc ®· ®−îc lÊy trung b×nh, vμ sau ®ã hμm cÊu tróc trung b×nh ®−îc lμm tr¬n. 

Hμm cÊu tróc trung b×nh lμm tr¬n )(lBH  ®−îc dÉn ra trªn h×nh 7.8. Hμm cÊu tróc nhËn 

®−îc ®−îc m« t¶ t−¬ng ®èi tèt bëi c«ng thøc 
32158,08,407,58)( l

H elB −−= .                                          (7.5.5) 

 

 

H×nh 7.8 

 

Trong c«ng tr×nh [76] ®· x¸c ®Þnh c¸c hμm cÊu tróc kh«ng gian cña ®é cao th¶m 

tuyÕt ë c¸c vïng ®Þa lý kh¸c nhau. 

C¸c tμi liÖu tr¾c ®¹c tuyÕt ®−îc tiÕn hμnh ë c¸c vïng kh¸c nhau cña Liªn X« sau 

®©y, ®· ®−îc xö lý: 

1) nh÷ng ®ît kh¶o s¸t tr¾c ®¹c tuyÕt cña ViÖn thñy v¨n Nhμ n−íc ë tØnh Tselinograd 

t¹i ba vïng − vïng l−u vùc s«ng Kz−lsu, thung lòng s«ng Karakol vμ vïng tr¹m Kolutan cuèi 

th¸ng 3 n¨m 1956; 

2) tr¾c ®¹c tuyÕt cña Phßng thÝ nghiÖm nghiªn cøu khoa häc thñy v¨n Val®ai ë l−u 

vùc s«ng Polomet, th¸ng 2 n¨m 1953; 
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3) tuyÕn tr¾c ®¹c tuyÕt theo tuyÕn t¹i tr¹m Oksochi trªn l−u vùc c¸c s«ng 

Gri®enki, mïa ®«ng 1955−1956 vμ 1956−1957; 

4) tr¾c ®¹c tuyÕt theo tuyÕn gÇn lμng Koltushi (tØnh Leningrad). 

C¸c hμm cÊu tróc nhËn ®−îc theo sè liÖu c¸c tr¹m Karakul (1), Kz−lsu (2), Val®ai 

(3), Oksochi (4), Koltushi (5), Kolutan (6) dÉn ra trªn h×nh 7.9. 

ViÖc ph©n tÝch h×nh 7.9 cho thÊy sù biÕn ®éng cña ®é cao th¶m tuyÕt ë nh÷ng vïng 

kh¸c nhau rÊt lín. Ph©n tÝch cña T. S. Triphonova [76] vÒ mèi phô thuéc cña c¸c hμm 

cÊu tróc vμo nh÷ng ®iÒu kiÖn ®Æc tr−ng vïng tr¾c ®¹c tuyÕt cho phÐp kÕt luËn r»ng biÕn 

®éng cña ®é cao th¶m tuyÕt trªn l·nh thæ ®−îc quy ®Þnh tr−íc hÕt bëi ®Þa h×nh vμ tÝnh 

chÊt cña mÆt ®Öm. 

Trong c«ng tr×nh [59] dÉn ra nh÷ng kÕt qu¶ tÝnh sai sè 1σ  vμ 2σ  khi thay thÕ hμm 

cÊu tróc (7.5.5) vμo c¸c c«ng thøc (7.5.3) vμ (7.5.4). 

Trªn h×nh 7.10 biÓu diÔn sai sè b×nh ph−¬ng trung b×nh 1σ  cña viÖc x¸c ®Þnh ®é cao 

trung b×nh cña th¶m tuyÕt g©y nªn bëi sù h¹n chÕ cña ®é dμi tuyÕn tr¾c ®¹c tuyÕt L . 

Trªn h×nh 7.11 biÓu diÔn sai sè b×nh ph−¬ng trung b×nh 2σ  g©y nªn bëi sù h¹n chÕ cña sè 

l−îng ®iÓm ®o trªn tuyÕn ®o. 

 

 

 

H×nh 7.9 

 

NÕu cho tr−íc ®é chÝnh x¸c cña viÖc x¸c ®Þnh ®é cao trung b×nh cña th¶m tuyÕt, 

theo h×nh 7.10 cã thÓ x¸c ®Þnh ®−îc ®é dμi cÇn thiÕt cña tuyÕn tr¾c ®¹c tuyÕt. Víi ®é dμi 

tuyÕn nhá h¬n th× ®é chÝnh x¸c ®· cho còng kh«ng thÓ ®¹t ®−îc b»ng c¸ch t¨ng sè l−îng 

quan tr¾c. 

 

H×nh 7.10  

H×nh 7.11 

Mét c¸ch t−¬ng tù, cã thÓ x¸c ®Þnh trªn h×nh 7.11 sè ®iÓm ®o cÇn thiÕt n. Víi sè 

®iÓm ®o nhá h¬n th× ®é chÝnh x¸c cho tr−íc kh«ng thÓ ®¹t ®−îc b»ng c¸ch t¨ng ®é dμi 

tuyÕn tr¾c ®¹c tuyÕt. NÕu chó ý tíi nh÷ng kh¸c biÖt ®¸ng kÓ cña c¸c hμm cÊu tróc ®é cao 

th¶m tuyÕt ë nh÷ng vïng kh¸c nhau ®· ph¸t hiÖn trong c«ng tr×nh [76], th× thÊy r»ng chØ 



 173

cã thÓ ®Þnh ra nh÷ng chØ dÉn cô thÓ vÒ viÖc chän tèi −u ®é dμi tuyÕn ®o tuyÕt vμ kho¶ng 

c¸ch gi÷a c¸c ®iÓm ®o øng víi tõng vïng ®Þa lý c¨n cø vμo nh÷ng dÉn liÖu vÒ cÊu tróc 

thèng kª cña ®é cao th¶m tuyÕt ë vïng ®· cho. 

Ch−¬ng  8: Khai triÓn qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn vμ tr−êng ngÉu nhiªn 

thμnh nh÷ng thμnh phÇn trùc giao tù nhiªn 

8.1. ThiÕt lËp bμi to¸n 

Trong to¸n häc, ph−¬ng ph¸p khai triÓn c¸c hμm thμnh chuçi theo mét hÖ hμm trùc 

giao chuÈn ho¸ nμo ®ã ®−îc sö dông réng r·i. HÖ hμm )(t1ϕ , )(t2 ϕ ,..., ...  ),(tnϕ  ®−îc gäi lμ 

trùc giao chuÈn ho¸ (trùc chuÈn) trªn kho¶ng ],[ ba   (h÷u h¹n hoÆc v« h¹n), nÕu tho¶ m·n 

hÖ thøc 
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HÖ hμm { })(tkϕ  ®−îc gäi lμ ®Çy ®ñ nÕu nh− mét hμm )(tf  bÊt kú cho trªn kho¶ng 

],[ ba  , cã thÓ khai triÓn thμnh chuçi Fourier theo nã 
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C¸c h»ng sè ka  gäi lμ c¸c hÖ sè Fourier vμ tõ (8.1.1), (8.1.2) chóng ®−îc x¸c ®Þnh 

theo c«ng thøc 
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Tæng n  sè h¹ng ®Çu tiªn cña chuçi (9.1.2) 
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®−îc gäi lμ ®a thøc Fourier cña hμm )(tf . B©y giê, mét c¸ch gÇn ®óng, nÕu ta thay thÕ 

hμm )(tf  b»ng tæng (8.1.4) th× víi mçi gi¸ trÞ cña ®èi sè t  xuÊt hiÖn sai sè )(tnδ  b»ng 

).()()( tftft nn −=δ                                                    (8.1.5) 

Ng−êi ta gäi ®¹i l−îng nδ  lμ sai sè b×nh ph−¬ng trung b×nh cña phÐp xÊp xØ hμm 

)(tf  b»ng tæng (8.1.4) trªn kho¶ng ],[ ba   

[ ] −=δ
b

a

nn dttftf 2 )()(                                                 (8.1.6) 

Tõ c¸c ®a thøc d¹ng 


=

ϕ
n

k
kk tC

1

)( , 



 174

®é lÖch b×nh ph−¬ng trung b×nh nhá nhÊt cña hμm )(tf  sÏ cho mét ®a thøc Fourier, tøc 

mét ®a thøc mμ c¸c hÖ sè kC  lμ c¸c hÖ sè Fourier ka . Khi ®ã ®¹i l−îng 2

nδ  b»ng 
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n

k
kn adttf
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222 )( .                                                (8.1.7) 

Thùc vËy, 
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VÕ ph¶i cña (8.1.8) nhËn gi¸ trÞ nhá nhÊt b»ng (8.1.7) khi 
=

=−
n

k
kk aC

1

2 0)( , tøc khi 

kk aC = . 

§¹i l−îng 2

nδ  kh«ng ©m, v× vËy ta cã bÊt ®¼ng thøc 

 ≤
=

b

a

n

k
k dttfa )(2

1

2 .                                                     (8.1.9) 

Tõ ®ã thÊy r»ng, ®èi víi c¸c hμm kh¶ tÝch víi b×nh ph−¬ng, tøc khi 
b

a

dttf )(2  lμ mét 

sè h÷u h¹n, th× chuçi 
∞

=1

2

k
ka  héi tô, h¬n n÷a, bÊt ®¼ng thøc sau x¶y ra 

 ≤
∞

=

b

ak
k dttfa )(2

1

2                                                 (8.1.10) 

vμ nã ®−îc gäi lμ bÊt ®¼ng thøc Bessel. 

NÕu hÖ hμm { })(tkϕ lμ ®Çy ®ñ th× ®èi víi mét hμm lÊy ®−îc tæng b×nh ph−¬ng bÊt kú 

)(tf  sÏ cã ®¼ng thøc 

 =
∞

=

b

ak
k dttfa )(2

1

2                                                (8.1.11) 

vμ ®−îc gäi lμ ph−¬ng tr×nh khÐp kÝn. 

Ng−êi ta øng dông viÖc khai triÓn c¸c hμm theo nh÷ng hÖ hμm trùc chuÈn kh¸c 

nhau: khai triÓn thμnh chuçi Fourier theo hÖ hμm l−îng gi¸c, khai triÓn thμnh chuçi 

Fourier−Bessel theo hÖ hμm Bessel, khai triÓn theo c¸c ®a thøc trùc giao − Treb−sev, 

Ermit vμ c¸c hÖ hμm kh¸c. 

Ph−¬ng ph¸p khai triÓn theo hÖ c¸c hμm trùc chuÈn còng cã thÓ ¸p dông vμo c¸c 

hμm ngÉu nhiªn. 

Gi¶ sö )(tX  lμ mét hμm ngÉu nhiªn x¸c ®Þnh trªn kho¶ng ],[ ba   cã kú väng to¸n häc 

b»ng kh«ng 0=)(tmx  vμ hμm t−¬ng quan cho tr−íc ),( 21 ttRx ,   21 ];,[, batt ∈ { })(tkϕ  lμ hÖ hμm 

trùc chuÈn ®Çy ®ñ. Khi ®ã ta biÓu diÔn hμm ngÉu nhiªn )(tX  d−íi d¹ng chuçi Fourier 
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∞

=

ϕ=
1k

kk tAtX )()(                                                    (8.1.12) 

C¸c hÖ sè Fourier kA  ®−îc x¸c ®Þnh  d−íi d¹ng 

 ϕ=
b

a

kk dtttXA )()(                                                    (8.1.13) 

lμ nh÷ng ®¹i l−îng ngÉu nhiªn. 

Ta ký hiÖu 


=

ϕ=
n

k
kkn tAtX

1

)()(                                                    (8.1.14) 

lμ tæng cña n  sè h¹ng ®Çu tiªn cña khai triÓn (8.1.12) vμ ta sÏ xÊp xØ hμm ngÉu nhiªn 

)(tX  b»ng tæng )(tX n . Khi ®ã, sai sè b×nh ph−¬ng trung b×nh cña phÐp xÊp xØ 

[ ] −=δ
b

a

nn tdtXtx  
2 

 )()(                                               (8.1.15) 

sÏ lμ mét ®¹i l−îng ngÉu nhiªn. 

§Ó lμm th−íc ®o ®é chÝnh x¸c cña phÐp xÊp xØ ta sö dông kú väng to¸n häc cña b×nh 

ph−¬ng ®¹i l−îng ngÉu nhiªn nδ  

[ ]22  nn M δ=σ .                                                       (8.1.16) 

§¹i l−îng 2

nσ  biÓu thÞ ph−¬ng sai sai sè cña phÐp xÊp xØ ®¹i l−îng ngÉu nhiªn, nã 

phô thuéc vμo viÖc chän hÖ hμm { })(tkϕ  vμ sè l−îng hμm n  cña chóng. Khi ®ã, cã thÓ kh«ng 

cho tr−íc hÖ hμm { })(tkϕ  mμ x¸c ®Þnh hÖ nμy xuÊt ph¸t tõ yªu cÇu tho¶ m·n mét ®iÒu kiÖn 

tù nhiªn nμo ®ã. Ch¼ng h¹n, cã thÓ x¸c ®Þnh mét hÖ nh− vËy tõ mét sè cho tr−íc n  hμm 

)(),(),( ttt nϕϕϕ  ...,  21  sao cho ®¹i l−îng 2

nσ  trong (8.1.16) trë thμnh cùc tiÓu. Nh÷ng hμm 

)(),(),( ttt nϕϕϕ  ...,  21  nh− vËy ®−îc gäi lμ nh÷ng hμm trùc giao tù nhiªn. Víi hÖ hμm ®−îc 

chän nh− trªn viÖc biÓu diÔn hμm ngÉu nhiªn )(tX  d−íi d¹ng tæng n  sè h¹ng 

)()( tAtX k

n

k
kϕ≈

=1

                                                    (8.1.17) 

®−îc gäi lμ khai triÓn hμm thμnh tæng c¸c thμnh phÇn trùc giao tù nhiªn. 

Nh÷ng vÊn ®Ò lý thuyÕt cña viÖc khai triÓn theo c¸c thμnh phÇn trùc giao tù nhiªn 

vμ c¸c tÝnh chÊt cña phÐp khai triÓn nh− vËy ®· ®−îc xÐt trong c¸c c«ng tr×nh cña Kh. 

Khoteling [92], A. M. Obukhov [67, 68], N. A. Bagrov [35, 36], V. S. Pugatrev [21]. 

Tõ ®¼ng thøc (8.1.7), cã thÓ viÕt biÓu thøc (8.1.15) d−íi d¹ng 
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222 )( .                                                (8.1.18) 

Sö dông (8.1.13) ta nhËn ®−îc 
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ThÕ gi¸ trÞ nμy cña 2

nδ  vμo (8.1.16) ta nhËn ®−îc 
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xn dtdtttttRdttR
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2  )()(),()( .                         (8.1.20) 

Bμi to¸n quy vÒ t×m c¸c hμm )(),(),( ttt nϕϕϕ  ...,  21  sao cho biÓu thøc (8.1.20) trë thμnh 

cùc tiÓu, hay nãi c¸ch kh¸c, sao cho tæng 


=

ϕϕ
n

k

b

a

b

a

kkx dtdtttttR
1

212121 )()(),(                                      (8.1.21) 

trë thμnh cùc ®¹i. 

8.2. Mét sè kiÕn thøc vÒ lý thuyÕt ph−¬ng tr×nh tÝch ph©n 

§Ó t×m hÖ hμm trùc chuÈn lμm cho (8.1.21) cùc ®¹i, ta sö dông nh÷ng kÕt qu¶ ®· 

biÕt tõ lý thuyÕt ph−¬ng tr×nh tÝch ph©n víi nh©n ®èi xøng mμ chóng ta sÏ liÖt kª d−íi 

®©y vμ bá qua viÖc chøng minh. Tr×nh bμy chi tiÕt vÒ lý thuyÕt nμy cã thÓ t×m thÊy, ch¼ng 

h¹n, trong [66, 24]. 

XÐt ph−¬ng tr×nh tÝch ph©n thuÇn nhÊt 

 λϕ=ϕ
b

a

xdsssxK )()(),( ,                                              (8.2.1) 

trong ®ã hμm ),( sxK  lμ hμm hai biÕn thùc cho trong h×nh ch÷ nhËt λ≤≤≤≤    ;, bsabxa  lμ 

mét sè nμo ®ã; )(xϕ  lμ hμm cÇn t×m cho trªn kho¶ng ],[ ba  . 

Ta sÏ xem c¸c hμm ),( sxK  vμ )(xϕ  giíi néi vμ cã sè mét h÷u h¹n ®iÓm gi¸n ®o¹n, t¹i 

®ã tÝch ph©n trong (8.2.1) tån t¹i. 

Hμm ),( sxK  gäi lμ nh©n cña ph−¬ng tr×nh tÝch ph©n. NÕu tho¶ m·n hÖ thøc 

),(),( * xsKsxK  = ,                                                (8.2.2) 

®èi víi nh©n thùc, ®iÒu nμy t−¬ng ®−¬ng víi ®¼ng thøc 

),(),( xsKsxK  = ,                                                 (8.2.3) 

th× nh©n ®−îc gäi lμ ®èi xøng. 

C¸c gi¸ trÞ cña tham sè λ , t¹i ®ã ph−¬ng tr×nh tÝch ph©n (8.2.1) cã nghiÖm kh«ng 

®ång nhÊt b»ng kh«ng, ®−îc gäi lμ gi¸ trÞ riªng cña nh©n ),( sxK   hay cña ph−¬ng tr×nh 

(8.2.1). NÕu 0λ=λ  lμ gi¸ trÞ riªng cña ph−¬ng tr×nh (8.2.1) vμ )(x0ϕ  lμ nghiÖm cña 

ph−¬ng tr×nh nμy khi 0λ=λ , tøc 

)()(),( xsdssxK
b

a

000    ϕλ=ϕ ,                                             (8.2.4) 

th× hμm )(x0ϕ  ®−îc gäi lμ hμm riªng øng víi gi¸ trÞ riªng 0λ  cña nh©n ),( sxK   hay cña 

ph−¬ng tr×nh tÝch ph©n. 

Cã thÓ chØ ra r»ng tÊt c¶ c¸c gi¸ trÞ riªng cña nh©n ®èi xøng lμ nh÷ng sè thùc, vμ 

tÊt c¶ c¸c hμm riªng còng cã thÓ coi lμ nh÷ng hμm thùc. 

C¸c hμm riªng cña nh©n ®èi xøng, øng víi nh÷ng gi¸ trÞ riªng kh¸c nhau, trùc giao 

víi nhau. Cã thÓ lμm cho c¸c hμm riªng trë thμnh c¸c hμm chuÈn ho¸. 

Ta quy −íc liÖt kª d·y c¸c sè riªng theo thø tù gi¸ trÞ tuyÖt ®èi gi¶m dÇn. Nh− vËy, 

nÕu 
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( )...  ...  ... ...,  n2121 ≥λ≥≥λ≥λλλλ ,,, n                                    (8.2.5) 

lμ d·y c¸c gi¸ trÞ riªng cña mét nh©n ®èi xøng nμo ®ã, th× t−¬ng øng víi d·y nμy lμ hÖ 

trùc giao c¸c hμm riªng 

...  ...,  21 )(),(),( xxx nϕϕϕ                                                 (8.2.6) 

Trong tr−êng hîp nμy ®Þnh lý Gilbert−Smidth kh¼ng ®Þnh r»ng, cã thÓ biÓu diÔn 
hμm )(xf  bÊt kú qua nh©n ),( sxK  d−íi d¹ng 

=
b

a

dsshsxKxf )(),()( ,                                                (8.2.7) 

trong ®ã )(sh  lμ mét hμm giíi néi nμo ®ã cã sè h÷u h¹n ®iÓm gi¸n ®o¹n vμ khai triÓn ®−îc 

thμnh chuçi Fourier héi tô tuyÖt ®èi vμ ®Òu theo c¸c hμm riªng cña nh©n. Do ®ã nÕu viÕt 
chuçi Fourier cña hμm )(xh  theo c¸c hμm riªng (8.2.6) cña nh©n ),( sxK   d−íi d¹ng 

)(xh ~ 
∞

=

ϕ
1k

kk xh )( ,                                                    (8.2.8) 

th× hμm )(xf  (8.2.7) ®−îc khai triÓn thμnh chuçi 
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kkk xhxf )()( ,                                                   (8.2.9) 

trong ®ã kλ  lμ gi¸ trÞ riªng, cßn )(xkϕ  lμ hμm riªng cña nh©n ),( sxK . 

Gi¶ sö )(xp  vμ )(xq  lμ hai hμm giíi néi cã sè h÷u h¹n ®iÓm gi¸n ®o¹n trªn kho¶ng 

],[ ba  . LËp tÝch ph©n kÐp 
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dxdssqxpsxK )()(),(                                                  (8.2.10) 

¸p dông ®Þnh lý Gilbert-Smidth, ta ®−îc 
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ϕλ=
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kkk xqdssqsxK
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)()(),( ,                                           (8.2.11) 

trong ®ã kq  lμ c¸c hÖ sè Fourier cña hμm )(xq  khi khai triÓn thμnh chuçi Fourier theo c¸c 

hμm riªng (8.2.6), vμ chuçi ë vÕ ph¶i héi tô ®Òu.  

Nh©n hai vÕ cña (8.2.11) víi )(xp , lÊy tÝch ph©n theo x  vμ ký hiÖu kp  lμ nh÷ng hÖ 

sè Fourier cña hμm )(xp  khi khai triÓn nã thμnh chuçi theo c¸c hμm riªng (8.2.6), ta 

nhËn ®−îc biÓu diÔn cña tÝch ph©n (8.2.10) d−íi ®©y: 
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kkk
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)()(),( .                                      (8.2.12) 

§Æc biÖt, khi )()( xqxp ≡  ta ®−îc 
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2)()(),( .                                       (8.2.13) 

Ta sÏ xÐt nh÷ng tÝnh chÊt cùc trÞ cña c¸c hμm riªng cña nh©n ®èi xøng. Khi s¾p xÕp 

c¸c gi¸ trÞ riªng theo thø tù gi¶m dÇn gi¸ trÞ tuyÖt ®èi cña chóng, theo (8.2.13) ta cã 
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a k
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1)()(),( .                                       (8.2.14) 

Theo ph−¬ng tr×nh khÐp kÝn (8.1.11), 



 178
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kpdxxp
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22 )( .                                                (8.2.15) 

§èi víi hμm chuÈn ho¸ )(xp , tÝch ph©n trong vÕ tr¸i (8.2.15) b»ng ®¬n vÞ, do ®ã 
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kp .                                                        (8.2.16) 

Tõ ®ã, ®èi víi hμm chuÈn ho¸ )(xp  bÊt ®¼ng thøc (8.2.14) ®−îc viÕt d−íi d¹ng 

  λ≤
b

a

b

a

dxdssqxpsxK .)()(),( 1                                         (8.2.17) 

Trong (8.2.17) ®¼ng thøc sÏ x¶y ra khi ),()( xxp 1ϕ=  tøc khi hμm )(xp  trïng víi hμm 

riªng ).(x1ϕ  

Thùc vËy, sau khi nh©n hai vÕ ®¼ng thøc 

( )...  ...  ... ...,  n2121 ≥λ≥≥λ≥λλλλ ,,, n                                (8.2.18) 

víi )(x1ϕ  vμ lÊy tÝch ph©n theo x, do tÝnh chuÈn ho¸ cña hμm )(x1ϕ , ta nhËn ®−îc: 

   λ=ϕλ=ϕϕ
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a

b

a

b

a

dxxdxdssxsxK 1

2

1111 )()()(),( .                            (8.2.19) 

Nh− vËy, ®Þnh lý sau ®©y lμ ®óng: Trªn tËp hîp c¸c hμm chuÈn ho¸ )(xp  tÝch ph©n 

 
b

a

b

a

dxdsspxpsxK )()(),(  cã cùc ®¹i b»ng 1λ  khi )()( xxp 1ϕ= . 

B©y giê xÐt tËp hîp c¸c hμm chuÈn ho¸ )(xp  trùc giao víi 1−m  hμm riªng ®Çu tiªn 

cña (8.2.6) cña nh©n ),( sxK . Khi ®ã trong (8.2.13) 1−m  hÖ sè Fourier ®Çu tiªn kp  cña 

biÓu thøc khai triÓn hμm )(xp  thμnh chuçi Fourier theo c¸c hμm (8.2.6) sÏ b»ng kh«ng. 

Khi ®ã (8.2.13) ®−îc viÕt d−íi d¹ng 
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kk pdxdsspxpsxK 2)()(),( .                                    (8.2.20) 

Tõ ®ã 
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mdxdsspxpsxK )()(),( .                                       (8.2.21) 

Trong (8.2.21) ®¼ng thøc ®¹t ®−îc khi )()( xxp mϕ= , tøc lμ ®Þnh lý sau ®©y ®óng: 

Trªn tËp hîp c¸c hμm chuÈn t¾c )(xp  trùc giao víi 1−m  hμm riªng ®Çu tiªn cña nh©n 

),( sxK , tÝch ph©n  
b

a

b

a

dxdsspxpsxK )()(),(  cã cùc ®¹i b»ng mλ , cùc ®¹i nμy ®¹t ®−îc khi 

)()( xxp mϕ= . 

8.3. T×m c¸c thμnh phÇn trùc giao tù nhiªn 

B©y giê trë l¹i bμi to¸n t×m hÖ c¸c hμm { })(xkϕ  lμm cho tæng (8.1.21) trë thμnh cùc 

®¹i, ta thÊy r»ng trªn c¬ së lý thuyÕt ®· tr×nh bμy trong môc 8.2, mçi sè h¹ng thø k cña 

nã cã cùc ®¹i b»ng kλ  khi chän hμm riªng cña hμm t−¬ng quan ),( 21 ttRx  øng víi gi¸ trÞ 

riªng kλ  lμm hμm )(tkϕ . Nh− vËy, víi t− c¸ch lμ c¸c hμm trùc giao tù nhiªn cña phÐp 

khai triÓn hμm ngÉu nhiªn )(tX  (8.1.17) ph¶i lÊy n  hμm riªng ®Çu tiªn cña hμm t−¬ng 
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quan ),( 21 ttRx  t−¬ng øng víi n  gi¸ trÞ riªng cña hμm t−¬ng quan nμy ®−îc s¾p xÕp theo 

thø tù gi¶m dÇn gi¸ trÞ tuyÖt ®èi. 

Khi ®ã ph−¬ng sai sai sè cña phÐp xÊp xØ 2

nσ  ®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc 
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Tõ ®¼ng thøc 
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)()(                (8.3.2) 

thÊy r»ng, c¸c gi¸ trÞ riªng cña hμm t−¬ng quan lμ ph−¬ng sai cña c¸c hÖ sè kA  t−¬ng 

øng cña khai triÓn hμm ngÉu nhiªn theo hÖ c¸c hμm riªng { })(tkϕ . Do ®ã, c¸c gi¸ trÞ riªng 

cña hμm t−¬ng quan thùc sù lμ nh÷ng sè d−¬ng, vμ dÊu gi¸ trÞ tuyÖt ®èi trong (8.3.1) cã 

thÓ bá ®i. 

HÖ ph−¬ng ph¸p ®· tr×nh bμy hoμn toμn cã thÓ ¸p dông c¶ cho khai triÓn tr−êng 

ngÉu nhiªn thμnh c¸c thμnh phÇn trùc giao tù nhiªn. Trong tr−êng hîp nμy, tÊt c¶ c¸c 
hμm ®−îc xÐt nh− hμm cña ®iÓm )(ρ


N  cho trªn miÒn giíi h¹n nμo ®ã víi sè chiÒu ®· cho. 

Ch¼ng h¹n, gi¶ sö ),,()( zyxUU =ρ


 lμ tr−êng kh«ng gian ngÉu nhiªn x¸c ®Þnh trong miÒn 

D , cã kú väng to¸n häc b»ng kh«ng vμ hμm t−¬ng quan ),( 21 ρρ


uR . 

Ta biÓu diÔn tr−êng ngÉu nhiªn )(ρ


U  d−íi d¹ng tæng 
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k
kkAU
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,                                               (8.3.3) 

trong ®ã { })(ρϕ


k  lμ hÖ hμm trùc chuÈn ®Çy ®ñ trong miÒn D , tøc lμ ®èi víi nã ®iÒu kiÖn 

sau ®−îc thùc hiÖn 
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dxdydzzyxzyx

  khi  0

  khi  1
                              (8.3.4) 

C¸c hÖ sè Fourier kA  lμ nh÷ng ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc 

 ϕ=
)(

),,(),,(
D

kk dxdydzzyxzyxUA  .                                    (8.3.5) 

Trong tr−êng hîp nμy bμi to¸n xÊp xØ tr−êng ngÉu nhiªn bëi tæng c¸c thμnh phÇn 

trùc giao tù nhiªn (8.3.3) ®−îc quy vÒ viÖc t×m c¸c hμm )(),(),( ρϕρϕρϕ


n ...,  21  lμm cùc ®¹i 

tæng 

ζηξζηξϕ×
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.                (8.3.6) 

Khi xem xÐt lý thuyÕt ®· tr×nh bμy trong môc 8.2 ¸p dông vμo ph−¬ng tr×nh tÝch 

ph©n 

),,(),,(),,;,,(
)(

zyxdddzyxK
D

λϕ=ζηξζηξϕζηξ ,                           (8.3.7) 

ta nhËn ®−îc nh÷ng hμm trùc giao tù nhiªn cña khai triÓn tr−êng ngÉu nhiªn )(ρ


U  

(8.3.3) lμ n  hμm riªng ®Çu tiªn cña hμm t−¬ng quan ),( 21 ρρ


uR  t−¬ng øng víi n  gi¸ trÞ 
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riªng ®Çu tiªn cña ph−¬ng tr×nh (8.3.7) ®−îc s¾p xÕp theo thø tù kh«ng t¨ng gi¸ trÞ cña 

chóng. Khi ®ã ph−¬ng sai sai sè cña phÐp xÊp xØ 2

nσ  ®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc 


=

λ−=σ
n

k
k

D

un dxdydzzyxzyxR
1

2

)(

),,;,,( .                                     (8.3.8) 

Tõ nh÷ng c«ng thøc ®èi víi ph−¬ng sai sai sè cña phÐp xÊp xØ (8.3.1) hay (8.3.8) 

thÊy r»ng, ®é chÝnh x¸c t¨ng lªn khi t¨ng sè c¸c thμnh phÇn trùc giao tù nhiªn mμ hμm 

ngÉu nhiªn khai triÓn theo chóng. Tuy nhiªn c¸c sè nλλλ  ...,  21 ,,  ph©n bè theo thø tù gi¶m 

dÇn, do ®ã sè thø tù cña thμnh phÇn trong c«ng thøc (8.1.14) hay (8.3.3) cμng lín th×, vÒ 

trung b×nh, tû träng cña thμnh phÇn cμng nhá. NÕu c¸c gi¸ trÞ riªng gi¶m kh¸ nhanh, th× 

®iÒu ®ã cho phÐp nhËn nh÷ng kÕt qu¶ gÇn ®óng khi chØ cÇn chó ý tíi mét sè kh«ng lín 

c¸c thμnh phÇn. −u ®iÓm c¬ b¶n cña phÐp khai triÓn theo c¸c thμnh phÇn trùc giao tù 

nhiªn lμ ë chç nã tËp trung tèi ®a th«ng tin vÒ hμm ngÉu nhiªn vμo mét sè kh«ng nhiÒu 

c¸c sè h¹ng. 

Khi ®¸nh gi¸ ®é chÝnh x¸c cña phÐp xÊp xØ (8.1.17) bëi mét sè n  c¸c thμnh phÇn 

trùc giao tù nhiªn ®· chän, cã thÓ sö dông ph−¬ng sai t−¬ng ®èi cña sai sè xÊp xØ 
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2 .                                            (8.3.9) 

Theo (8.3.1) víi gi¸ trÞ cùc tiÓu cña 2

nσ  ta nhËn ®−îc 
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Sau khi dùng ®å thÞ phô thuéc cña ®¹i l−îng nη  vμo sè n, cã thÓ −íc l−îng sè sè 

h¹ng khai triÓn cÇn thiÕt tuú theo ®é chÝnh x¸c ®· cho cña phÐp xÊp xØ. 

B©y giê ta xÐt tr−êng hîp khi kh«ng cã b¶n ghi liªn tôc cña hμm ngÉu nhiªn, mμ 

chØ cã c¸c l¸t c¾t cña nã ë nh÷ng ®iÓm rêi r¹c, ®iÒu mμ th−êng x¶y ra khi nghiªn cøu thùc 

nghiÖm c¸c hμm ngÉu nhiªn. 

Gi¶ sö hμm ngÉu nhiªn )(tX  cã kú väng to¸n häc b»ng kh«ng, ®−îc cho t¹i mét sè 

h÷u h¹n ®iÓm mttt  ...,  21 ,, , { })(tkϕ  lμ hÖ hμm bÊt kú, còng ®−îc cho t¹i c¸c ®iÓm mttt  ...,  21 ,, . 

Ta sÏ xem hμm ngÉu nhiªn )(tX  nh− mét vect¬ m chiÒu ),,( mXXXX  ...,  21  mμ mçi thμnh 

phÇn cña nã lμ mét l¸t c¾t cña hμm ngÉu nhiªn )( 11 tXX = , )( 22 tXX = ,..., )( mm tXX = . 

Ta còng xem c¸c hμm )(tkϕ  nh− nh÷ng vect¬ m  chiÒu ),,( k
m

kkk ϕϕϕϕ  ...,  21


 mμ c¸c thμnh 

phÇn cña chóng lμ nh÷ng gi¸ trÞ cña hμm )(tkϕ  t¹i c¸c ®iÓm t i , tøc 

)(),(),( mk
k
mk

k
k

k ttt ϕ=ϕϕ=ϕϕ=ϕ  ...,    2211 . 

Ta sÏ coi c¸c vect¬ kϕ


 lμ trùc giao vμ chuÈn ho¸ (trùc chuÈn). Hai vect¬ 

a


 21 ),...,,( maaa vμ b


 21 ),...,,( mbbb gäi lμ trùc giao nÕu tÝch v« h−íng cña chóng b»ng kh«ng, 


=

==⋅
m

i
iibaba

1

0


.                                                 (8.3.11) 
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Vect¬ a


 gäi lμ chuÈn ho¸ nÕu ®é dμi cña nã b»ng ®¬n vÞ 

1a
1

2 == 
=

m

i
ia


.                                                  (8.3.12) 

§iÒu kiÖn trùc chuÈn cña c¸c vect¬ { }kϕ


  ®−îc viÕt d−íi d¹ng 
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k
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Ta biÓu diÔn vect¬ ngÉu nhiªn X


 d−íi d¹ng tæ hîp tuyÕn tÝnh cña c¸c vect¬ { }kϕ
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ϕ≈
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k

k
kAX
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,                                                   (8.3.14) 

trong ®ã c¸c hÖ sè kA  lμ nh÷ng tæ hîp tuyÕn tÝnh cña c¸c thμnh phÇn cña vect¬ ngÉu 

nhiªn 
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k
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.                                                  (8.3.15) 

§¼ng thøc vect¬ (8.3.14) viÕt cho c¸c thμnh phÇn vect¬ sÏ dÉn tíi hÖ c¸c ®¼ng thøc 
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Ph−¬ng sai sai sè cña phÐp xÊp xØ vect¬ ngÉu nhiªn X


 bëi tæng (8.3.14) ®−îc x¸c 

®Þnh d−íi d¹ng 
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Do (8.3.13), tæng cuèi cïng trong ®¼ng thøc (8.3.17) b»ng 

k
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m
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.                          (8.3.18) 

Tõ ®ã ta nhËn ®−îc 

k
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m
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iin RR ϕϕ−=σ 

= = == 1 1 11

2 ,                                        (8.3.19) 

trong ®ã ijR  lμ m«men t−¬ng quan gi÷a c¸c l¸t c¾t )( ii tXX =  vμ )( jj tXX =  cña hμm ngÉu 

nhiªn, tøc lμ c¸c phÇn tö cña ma trËn t−¬ng quan ijR  cña vect¬ ngÉu nhiªn X


. 

Ta sÏ t×m mét hÖ c¸c vect¬ trùc chuÈn { }kϕ


  sao cho ®¹i l−îng 2

nσ  nhËn gi¸ trÞ nhá 

nhÊt, hay nãi c¸ch kh¸c, tæng ba líp trong (8.3.19) nhËn gi¸ trÞ lín nhÊt. 

Nh÷ng vect¬ nh− vËy gäi lμ c¸c vect¬ trùc giao tù nhiªn cña vect¬ ngÉu nhiªn X


, 

cßn phÐp khai triÓn (8.3.14) víi c¸ch chän c¸c vect¬ { }kϕ


  nh− vËy gäi lμ khai triÓn vect¬ 

ngÉu nhiªn thμnh c¸c thμnh phÉn trùc giao tù nhiªn. 

V× hμm t−¬ng quan cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn lμ hμm x¸c ®Þnh d−¬ng, nªn mçi sè 

h¹ng 
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                                                  (8.3.20) 

kh«ng ©m, do ®ã, bμi to¸n quy vÒ viÖc x¸c ®Þnh nh÷ng vect¬ trùc chuÈn { }kϕ


  sao cho mçi 

sè h¹ng kb  nhËn gi¸ trÞ lín nhÊt. 

Ta sÏ xÐt hÖ ph−¬ng tr×nh 


=

=λϕ=ϕ
m

j
ijij miR

1

 ..., 2 1   ,,, .                                           (8.3.21) 

Nh÷ng gi¸ trÞ cña tham sè λ  t¹i ®ã hÖ (8.3.21) cã nghiÖm  

),,( mϕϕϕϕ  ...,  21


 kh¸c vect¬ kh«ng, ®−îc gäi lμ c¸c gi¸ trÞ riªng hay sè riªng cña ma trËn  

c¸c hÖ sè ijR  cña hÖ nμy, cßn c¸c nghiÖm kϕ


 nhËn ®−îc øng víi sè riªng ®· cho kλ  ®−îc 

gäi lμ nh÷ng vect¬ riªng cña ma trËn ijR . 

HÖ (8.3.21) t−¬ng tù (analog) nh− ph−¬ng tr×nh tÝch ph©n (8.2.1) mμ ta ®· xÐt ®èi 

víi tr−êng hîp thÓ hiÖn cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn ®−îc ghi liªn tôc, ma trËn t−¬ng quan 

ijR  cña hÖ (8.3.21), nh− ®· biÕt, lμ ma trËn ®èi xøng, t−¬ng tù nh− nh©n ®èi xøng cña 

ph−¬ng tr×nh tÝch ph©n. 

Nh÷ng vect¬ riªng cña ma trËn thùc ®èi xøng øng víi nh÷ng sè riªng kh¸c nhau sÏ 

trùc giao víi nhau. 

Thùc vËy, ta xÐt vect¬ riªng kϕ


 vμ lϕ


 øng víi c¸c sè riªng kλ  vμ  lkl ≠λ   , , ta cã 
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Nh©n hai vÕ cña c¸c ®¼ng thøc trong (8.3.22) víi l
iϕ  råi céng l¹i vμ nh©n tõng ®¼ng 

thøc trong (8.3.23) víi k
iϕ  vμ còng céng l¹i: 
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Trõ (8.3.25) cho (8.3.24) ta nhËn ®−îc 
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V× 0≠λ−λ lk  nªn 
=

=ϕϕ
m
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k
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0 , tøc c¸c vect¬ kϕ


 vμ lϕ


 trùc giao. 

Ta tÝnh ph−¬ng sai cña c¸c tæ hîp tuyÕn tÝnh (8.3.15) 
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                (8.3.27) 

NÕu kλ  lμ mét sè riªng cña ma trËn t−¬ng quan, cßn kϕ


),...,,( k
m

kk ϕϕϕ   21  lμ vect¬ riªng 

t−¬ng øng víi nã, ta cã thÓ viÕt (8.3.27)  d−íi d¹ng 



 183
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Tõ ®ã thÊy r»ng c¸c sè riªng cña ma trËn t−¬ng quan lμ ph−¬ng sai cña c¸c tæ hîp 

tuyÕn tÝnh kA . §iÒu nμy chØ ra r»ng c¸c sè riªng cña ma trËn t−¬ng quan lμ nh÷ng sè 

kh«ng ©m. 

Ta s¾p xÕp c¸c sè riªng cña ma trËn t−¬ng quan theo thø tù gi¶m dÇn 

... 321 ≥λ≥λ≥λ , vμ gi¶ sö ...,,,    321 ϕϕϕ


 lμ nh÷ng vect¬ riªng t−¬ng øng víi chóng. 

Cã mét ®Þnh lý sau ®©y vÒ tÝnh chÊt cùc trÞ cña c¸c sè riªng vμ c¸c vect¬ riªng cña 

ma trËn ®èi xøng, t−¬ng tù tÝnh chÊt cùc trÞ cña c¸c gi¸ trÞ riªng vμ hμm riªng cña nh©n 

®èi xøng cña ph−¬ng tr×nh tÝch ph©n. 

§Þnh lý: Trªn tËp hîp c¸c vect¬ chuÈn t¾c ϕ


),...,,( mϕϕϕ 21  tæng 
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i
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j
ijR ϕϕ
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                                                   (8.3.29) 

cã cùc ®¹i b»ng sè riªng lín nhÊt 1λ  cña ma trËn ijR . Cùc ®¹i nμy ®¹t ®−îc khi vect¬  ϕ


 

b»ng vect¬ riªng 1ϕ


 øng víi sè riªng 1λ . 

Trªn tËp hîp c¸c vect¬ trùc giao chuÈn ho¸ víi n − 1 vect¬ riªng ®Çu tiªn 
121  ...,  −ϕϕϕ n

,,  cña ma trËn ijR , tæng (8.3.29) cã cùc ®¹i b»ng sè riªng nλ  ®¹t ®−îc khi 

nϕ=ϕ


. 

Chøng minh: Gi¶ sö mϕϕϕ


   21 ...,,,  lμ nh÷ng vect¬ riªng ®éc lËp tuyÕn tÝnh cña ma 

trËn ijR , khi ®ã vect¬ ϕ


 cã thÓ biÓu diÔn d−íi d¹ng tæ hîp tuyÕn tÝnh cña chóng 

m
mccc ϕ++ϕ+ϕ=ϕ


...2

2

1

1 .                                        (8.3.30) 

ThÕ (8.3.30) vμo (8.3.29), do tÝnh chÊt trùc giao cña c¸c vect¬ riªng, ta nhËn ®−îc 
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Sö dông (8.3.21) vμ ®iÒu kiÖn chuÈn ho¸ cña c¸c vect¬ ϕ
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Tæng (8.3.29) sÏ cã gi¸ trÞ cùc ®¹i b»ng 1

1   khi  ϕ=ϕλ


, v× trong tr−êng hîp nμy 

0  1 21 === m ... =Ccc , . 

B©y giê gi¶ sö vect¬ ϕ


 trùc giao víi c¸c vect¬ riªng 121  ...,  −ϕϕϕ n
,, , khi ®ã trong khai 

triÓn (8.3.30) 0  121 ==== −nccc ...  vμ tõ (8.3.32) ta nhËn ®−îc 

nk
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j
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== =

2

1 1

.                                         (8.3.33) 

§¼ng thøc trong (8.3.33) ®¹t ®−îc khi ϕ


= nϕ


. 

NÕu lÊy c¸c vect¬ riªng cña ma trËn t−¬ng quan ijR  lμm hÖ c¸c vect¬ { }kϕ


  trong 

khai triÓn vect¬ ngÉu nhiªn X


 (8.3.14) th× ph−¬ng sai cña sai sè xÊp xØ 2

nσ  sÏ ®−îc x¸c 

®Þnh d−íi d¹ng 
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trong ®ã −λ k  c¸c sè riªng cña ma trËn t−¬ng quan. 

Nh− vËy, víi t− c¸ch lμ nh÷ng vect¬ trùc giao tù nhiªn khi khai triÓn vect¬ ngÉu 

nhiªn thμnh tæng cña n  thμnh phÇn trùc giao tù nhiªn cÇn ph¶i lÊy n  vect¬ riªng cña ma 

trËn t−¬ng quan øng víi n  sè riªng ®Çu tiªn cña nã. 

Khi chän c¸c vect¬ riªng cña ma trËn t−¬ng quan lμm c¸c vect¬ { }kϕ


 , c¸c hÖ sè khai 

triÓn kA  (8.3.14) ®«i mét kh«ng t−¬ng quan. 

Thùc vËy,  
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V× c¸c sè riªng kλ  cña ma trËn t−¬ng quan lμ ph−¬ng sai cña c¸c hÖ sè khai triÓn 

vect¬ ngÉu nhiªn theo c¸c vect¬ riªng cña ma trËn t−¬ng quan, nªn bμi to¸n khai triÓn 

vect¬ ngÉu nhiªn thμnh tæng c¸c thμnh phÇn trùc giao tù nhiªn cã thÓ ®Æt ra nh− sau. 

Ch¼ng h¹n, gi¶ sö cã m gi¸ trÞ cña yÕu tè khÝ t−îng mxxx  ...,  21 ,, . §©y cã thÓ lμ nh÷ng gi¸ trÞ 

t¹i m mùc kh¸c nhau hay t¹i m ®iÓm kh¸c nhau trªn mét mÆt ®¼ng ¸p, hay nh÷ng gi¸ trÞ 

t¹i mét ®iÓm, nh−ng ë nh÷ng thêi ®iÓm kh¸c nhau. C¸c vect¬ trùc chuÈn ),,( k
m

kkk ϕϕϕϕ  ...,  21


, 

tøc lμ nh÷ng tæ hîp tuyÕn tÝnh cña c¸c gi¸ trÞ cña yÕu tè khÝ t−îng mixi  ..., 2 1  ,,, =  d¹ng 
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®−îc t×m sao cho ph−¬ng sai cña nh÷ng tæ hîp tuyÕn tÝnh nμy 
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cùc ®¹i. 

Mçi vect¬ kϕ


 nh− vËy lμ mét vect¬ riªng cña ma trËn t−¬ng quan ijR . Sè riªng cña 

ma trËn ijR  t−¬ng øng víi vect¬ ®ã b»ng ph−¬ng sai cña tæ hîp tuyÕn tÝnh kA . 

ý nghÜa cña khai triÓn hμm ngÉu nhiªn thμnh tæng c¸c thμnh phÇn trùc giao tù 

nhiªn lμ ë chç, tõ mét sè l−îng lín nh÷ng sè liÖu thùc nghiÖm, tr−íc hÕt t¸ch ra tæ hîp 

tuyÕn tÝnh ,1A  cã ®é biÕn thiªn (ph−¬ng sai) lín nhÊt. Tæ hîp tuyÕn tÝnh nμy t−¬ng øng 

víi vect¬ riªng 1ϕ


 øng víi sè riªng lín nhÊt trong c¸c sè riªng cña ma trËn t−¬ng quan. 

TiÕp theo xÐt ®Õn nh÷ng tæ hîp tuyÕn tÝnh ,kA  kh«ng t−¬ng quan víi ,1A  vμ chän lÊy tæ 

hîp 2A  trong sè chóng cã ®é biÕn thiªn lín nhÊt, v.v... Sau khi chän ®−îc mét sè kh«ng 

lín nh÷ng tæ hîp nh− thÕ, ®é biÕn thiªn cña tÊt c¶ c¸c tæ hîp tuyÕn tÝnh cßn l¹i trë nªn 

nhá. V× vËy, khi mong muèn m« t¶ phÇn lín ®é biÕn thiªn ®Æc tr−ng cña tËp hîp c¸c gi¸ 

trÞ mxxx  ...,  21 ,, , chóng ta cã thÓ sö dông kh«ng ph¶i tÊt c¶ c¸c tæ hîp tuyÕn tÝnh ,kA  mμ 

chØ mét sè tæ hîp øng víi nh÷ng sè riªng lín nhÊt kλ . 

Khi ®ã, ®Ó ®¸nh gi¸ sai sè m¾c ph¶i, cã thÓ sö dông ph−¬ng sai t−¬ng ®èi cña sai sè 
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®Ó cho ph−¬ng sai cùc tiÓu phï hîp víi (8.3.34) vμ nÕu tÝnh ®Õn ®¼ng thøc ®· biÕt  
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sai sè nμy sÏ ®−îc viÕt d−íi d¹ng 
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§¹i l−îng 
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®Æc tr−ng cho phÇn cña n  thμnh phÇn tù nhiªn trong ph−¬ng sai tæng. 

Nh− vËy, so víi khai triÓn hμm ngÉu nhiªn theo nh÷ng hÖ hμm hay vect¬ trùc 

chuÈn bÊt kú nμo kh¸c, phÐp khai triÓn hμm ngÉu nhiªn theo c¸c thμnh phÇn trùc giao 

tù nhiªn ®¶m b¶o sù gi¶m ph−¬ng sai nhanh nhÊt tõ thμnh phÇn nμy ®Õn thμnh phÇn 

kh¸c. 

Bμi to¸n t×m c¸c sè riªng vμ c¸c vect¬ riªng cña ma trËn lμ mét trong nh÷ng bμi 

to¸n c¬ b¶n cña ®¹i sè tuyÕn tÝnh. NÕu chuyÓn c¸c sè h¹ng tõ vÕ ph¶i sang vÕ tr¸i, cã thÓ 

viÕt l¹i hÖ (8.3.21) d−íi d¹ng 
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                                   (8.3.42) 

HÖ c¸c ph−¬ng tr×nh thuÇn nhÊt (8.3.42) sÏ cã nghiÖm kh¸c vect¬ kh«ng chØ trong 

tr−êng hîp ®Þnh thøc cña hÖ b»ng kh«ng, tøc lμ ta cã ph−¬ng tr×nh 
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Ph−¬ng tr×nh nμy ®−îc gäi lμ ph−¬ng tr×nh ®Æc tr−ng cña ma trËn c¸c hÖ sè ijR  hay 

ph−¬ng tr×nh träng l−îng. Khai triÓn ®Þnh thøc (8.3.43), ta cã thÓ viÕt nã d−íi d¹ng mét 

ph−¬ng tr×nh ®¹i sè ®èi víi λ  

0 ... 1

2

2

1

1 =−λ−−λ−λ−λ −
−−

mm
mmm pppp                              (8.3.44). 
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Nh− vËy, nh÷ng sè riªng cña ma trËn ijR  lμ c¸c nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh bËc m 

(8.3.44), vμ do ®ã, nãi chung cã m sè riªng mλλλ  ...,  21 ,, , cã thÓ s¾p xÕp theo thø tù gi¶m 

dÇn. §Ó x¸c ®Þnh vect¬ riªng ),,( 11

2

1

1

1  ...,  mϕϕϕϕ


, t−¬ng øng víi sè riªng lín nhÊt 1λ , lμ vect¬ 

trùc giao tù nhiªn thø nhÊt trong khai triÓn vect¬ ngÉu nhiªn (8.3.14), cÇn ph¶i ®Æt 

1λ=λ  vμo hÖ (8.3.42) vμ t×m nghiÖm cña hÖ nμy. Mçi vect¬ trùc giao tù nhiªn tiÕp theo 
nϕϕϕ


 ...,  32 ,,  sÏ ®−îc t×m b»ng c¸ch gi¶i hÖ (8.3.42) víi nλλλ=λ ,...,, 32 . 

Nh÷ng hÖ sè cña ph−¬ng tr×nh ®Æc tr−ng (8.3.44) lμ tæng cña tÊt c¶ c¸c ®Þnh thøc 

con cña ma trËn ijR  bËc i dùa trªn ®−êng chÐo chÝnh. TÝnh trùc tiÕp c¸c hÖ sè iP  lμ c«ng 

viÖc nÆng nÒ vμ ®ßi hái rÊt nhiÒu thao t¸c. 

Trong ®¹i sè tuyÕn tÝnh ®· x©y dùng nhiÒu ph−¬ng ph¸p ®¬n gi¶n ho¸ viÖc gi¶i bμi 

to¸n x¸c ®Þnh c¸c sè riªng vμ c¸c vect¬ riªng cña ma trËn, tr×nh bμy chi tiÕt vÒ vÊn ®Ò nμy 

cã thÓ t×m ®−îc trong [77]. PhÇn lín c¸c ph−¬ng ph¸p ®ã bao gåm viÖc tÝnh tr−íc c¸c c¸c 

hÖ sè cña ph−¬ng tr×nh ®Æc tr−ng bá qua viÖc tÝnh nhiÒu ®Þnh thøc con. Sau ®ã c¸c sè 

riªng ®−îc tÝnh b»ng mét ph−¬ng ph¸p nμo ®ã ®Ó tÝnh gÇn ®óng c¸c nghiÖm cña ®a thøc. 

Khi khai triÓn vect¬ ngÉu nhiªn thμnh tæng c¸c thμnh phÇn trùc giao tù nhiªn, nh− 

chóng ta ®· thÊy trªn ®©y, th−êng ng−êi ta giíi h¹n ë mét sè thμnh phÇn ®Çu tiªn, tøc lμ 

chØ sö dông mét sè vect¬ riªng cña ma trËn t−¬ng quan t−¬ng øng víi nh÷ng sè riªng lín 

nhÊt cña nã. Bμi to¸n t×m mét hoÆc mét sè sè riªng cña ma trËn vμ c¸c vect¬ riªng t−¬ng 

øng víi chóng trong ®¹i sè tuyÕn tÝnh cã tªn lμ bμi to¸n gi¸ trÞ riªng bé phËn ®Ó ph©n 

biÖt víi bμi to¸n ®Çy ®ñ khi ®ßi hái x¸c ®Þnh tÊt c¶ c¸c sè riªng vμ c¸c vect¬ riªng cña ma 

trËn. §Ó gi¶i bμi to¸n bé phËn th× c¸c ph−¬ng ph¸p lÆp lμ rÊt hiÖu qu¶, trong ®ã c¸c sè 

riªng ®−îc nhËn nh− lμ giíi h¹n cña nh÷ng chuçi sè nμo ®ã, vμ c¸c thμnh phÇn vect¬ 

riªng t−¬ng øng víi chóng còng nh− vËy. Trong c¸c ph−¬ng ph¸p lÆp, c¸c sè riªng th−êng 

®−îc tÝnh trùc tiÕp mμ kh«ng cÇn tÝnh tr−íc c¸c hÖ sè cña ph−¬ng tr×nh ®Æc tr−ng, ®iÒu 

®ã lμm ®¬n gi¶n bμi to¸n. C¸c ph−¬ng ph¸p lÆp thÝch hîp h¬n c¶ ®èi víi viÖc gi¶i trªn 

m¸y tÝnh ®iÖn tö, do ®ã chóng rÊt quan träng. 

8.4. BiÓu diÔn c¸c tr−êng khÝ t−îng d−íi d¹ng tæng c¸c thμnh phÇn trùc 

giao tù nhiªn 

Ph−¬ng ph¸p khai triÓn hμm ngÉu nhiªn thμnh c¸c thμnh phÇn trùc giao tù nhiªn 

cho phÐp t¸ch ra nh÷ng ®Æc ®iÓm c¬ b¶n nhÊt vμ lo¹i bá nh÷ng chi tiÕt nhá tõ mét sè 

l−îng lín sè liÖu thùc nghiÖm; ph−¬ng ph¸p nμy ®· ®−îc øng dông réng r·i ®Ó m« t¶ cÊu 

tróc thèng kª c¸c tr−êng khÝ t−îng trong c¸c c«ng tr×nh cña N. A. Bagrov [35,36], A. M. 

Obukhov [67], M.I. Iu®in [87], L. V. Rukoves [73], G. §. Ku®ashkin [58], A. V. 

Mesherskaija vμ N. I. Iakovleva [64,65,89,90] vμ c¸c t¸c gi¶ kh¸c. 

§Ó lμm vÝ dô chóng ta xÐt viÖc khai triÓn profile th¼ng ®øng tr−êng ®Þa thÕ vÞ theo 

c¸c thμnh phÇn trùc giao tù nhiªn, ®−îc thùc hiÖn trong c«ng tr×nh cña L. V. Rukhoves. 

Sè liÖu thùc nghiÖm ban ®Çu ®−îc sö dông lμ c¸c gi¸ trÞ ®Þa thÕ vÞ trªn s¸u mÆt ®¼ng ¸p 

(1000, 850, 700, 500, 300 vμ 200 mb) qua 3 giê mét vμ chóng ®−îc chia thμnh bèn tËp: 

tËp thø nhÊt bao qu¸t thêi kú 10 ngμy, tõ 23/1 ®Õn 1/2/1959, tËp thø hai − 10 ngμy, tõ 15 

®Õn 24/4/1959, tËp thø ba − 11 ngμy, tõ 6 ®Õn 16/7/1959, tËp thø t− − 10 ngμy, tõ 20 ®Õn 

29/10/1959. 
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ViÖc chän mét vμi tËp nh− vËy nh»m kh¶o s¸t vÊn ®Ò vÒ ®é æn ®Þnh cña phÐp khai 

triÓn. NÕu c¸c thμnh phÇn trùc giao tù nhiªn nhËn ®−îc theo mét tËp mÊt tÝnh æn ®Þnh khi 

chuyÓn sang nh÷ng tËp kh¸c, th× viÖc øng dông khai triÓn nh− vËy vμo thùc tÕ trë thμnh Ýt 

hiÖu qu¶ vμ kh«ng −u viÖt so víi phÐp khai triÓn theo c¸c hÖ hμm trùc giao kh¸c. 

Sè liÖu ®−îc lÊy t¹i c¸c ®iÓm nót cña l−íi ®Òu trªn l·nh thæ ch©u ¢u. Mçi mïa cã 

kh«ng Ýt h¬n 990 gi¸ trÞ biÕn ®æi ngμy ®ªm cña ®Þa thÕ vÞ, mÆc dï, nh− t¸c gi¶ [73] ®· nªu, 

kh«ng ph¶i tÊt c¶ c¸c gi¸ trÞ ®Òu ®éc lËp. §Ó nghiªn cøu sù phô thuéc cña c¸c hμm trùc 

giao tù nhiªn vμo vÜ ®é, toμn bé l·nh thæ ®−îc chia thμnh ba vïng theo vÜ ®é. Theo sè liÖu 

cña tËp thø ba, tËp cã nhiÒu gi¸ trÞ nhÊt, ®· tÝnh c¸c ma trËn t−¬ng quan ijR  cho tõng 

vïng trong sè ba vïng, nh÷ng ma trËn t−¬ng quan nμy m« t¶ mèi liªn hÖ cña biÕn ®æi ngμy 

®ªm cña ®Þa thÕ vÞ gi÷a c¸c mùc trªn toμn bé s¸u mÆt ®¼ng ¸p. V× xÐt c¸c sè liÖu trªn s¸u 

mùc chuÈn, nªn ma trËn t−¬ng quan ijR  lμ ma trËn bËc s¸u.  

ViÖc tÝnh c¸c sè riªng vμ vect¬ riªng ®−îc thùc hiÖn theo ph−¬ng ph¸p Jacobi, tøc lμ 

®−a ma trËn vÒ d¹ng ®−êng chÐo nhê phÐp quay ®¬n gi¶n [77]. ViÖc tÝnh sù biÕn ®æi ngμy 

®ªm, ma trËn t−¬ng quan, c¸c sè riªng vμ vect¬ riªng ®−îc thùc hiÖn trªn m¸y tÝnh ®iÖn 

tö. 

Gi¸ trÞ c¸c vect¬ riªng cña ma trËn t−¬ng quan cho ba vïng (1, 2, 3), lÊy tõ [73], 

®−îc biÓu diÔn trªn h×nh 8.1. Do ®é biÕn ®éng cña ®Þa thÕ vÞ t¨ng theo vÜ ®é mμ c¸c ma 

trËn t−¬ng quan cña c¸c vïng kh¸c biÖt nhau mét c¸ch ®¸ng kÓ. Nh−ng, nh− ta thÊy trªn 

h×nh 8.1, c¸c vect¬ riªng cña nh÷ng ma trËn ®ã kh¸ gÇn nhau. 

 

H×nh 8.1 

§Ó nhËn ®Þnh tÝnh chÊt æn ®Þnh cña c¸c vect¬ riªng, trªn h×nh 8.2 ®· dÉn ra c¸c gi¸ 

trÞ cña chóng cho mçi mét trong bèn tËp cña mét vïng. Tõ h×nh 8.2 thÊy r»ng, ®èi víi c¸c 

mïa kh¸c nhau h×nh d¹ng c¸c vect¬ riªng gÇn gièng nhau, ®Æc biÖt ®èi víi hai vect¬ riªng 

®Çu tiªn. 

Trong b¶ng 8.1 dÉn ra gi¸ trÞ c¸c sè riªng cña ma trËn t−¬ng quan ®èi víi tõng tËp 

vμ c¸c ®¹i l−îng 
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®Æc tr−ng cho phÇn ®ãng gãp cña n  thμnh phÇn trùc giao tù nhiªn vμo ph−¬ng sai cña 

khai triÓn (8.3.14) víi 6 ..., 2 1 ,,=n , tøc lμ khi h¹n chÕ bëi mét, hai, ba, v.v... sè h¹ng trong 

tæng (8.3.14). 

 

H×nh 8.2 

B¶ng 8.1 

TËp 

1 2 3 4 k  

kλ  % nd  kλ  % nd  kλ  % nd kλ  % nd  

1 559,8 80,9 195,2 66,2 184,7 73,5 625,2 50,2 
2 93,4 94,4 59,4 86,3 40,8 89,7 115,5 95,0 
3 22,5 97,6 18,5 92,6 14,2 95,3 21,0 97,7 
4 10,6 99,2 11,0 96,3 5,5 97,5 10,7 99,0 
5 3,6 99,7 8,7 99,3 4,2 99,2 5,1 99,7 
6 2,1 100 2,1 100 1,9 100 2,4 100 

Tõ b¶ng thÊy r»ng hai thμnh phÇn trùc giao tù nhiªn ®Çu tiªn tËp trung kho¶ng 

90% ph−¬ng sai tæng céng, tøc lμ khai triÓn theo c¸c thμnh phÇn trùc giao tù nhiªn cã tèc 

®é héi tô cao. 
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Ch−¬ng  9: Nh÷ng vÝ dô ngo¹i suy tuyÕn tÝnh tèi −u c¸c qu¸ tr×nh 

khÝ t−îng thñy v¨n 

9.1. Ngo¹i suy tèi −u dßng ch¶y s«ng theo ph−¬ng ph¸p I. M. Alekhin 

I. M. Alekhin ®· øng dông lý thuyÕt ngo¹i suy tuyÕn tÝnh tèi −u c¸c qu¸ tr×nh ngÉu 

nhiªn dõng ®Ó dù b¸o dßng ch¶y s«ng ngßi [34]. ¤ng xem ®é lÖch cña dßng ch¶y n¨m so 

víi chuÈn nh− mét hμm ngÉu nhiªn dõng cña thêi gian cho t¹i nh÷ng gi¸ trÞ nguyªn cña 

®èi sè. 

§Ó cã thÓ dù b¸o qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn t¹i thêi ®iÓm 0 >+ TTt ,  theo c¸c sè liÖu 

quan tr¾c trªn kho¶ng ®o cña ®èi sè tr−íc thêi ®iÓm t , th× sù tån t¹i mèi phô thuéc t−¬ng 

quan ®¸ng kÓ gi÷a c¸c l¸t c¾t cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn lμ cÇn thiÕt. Cã thÓ nhËn ®Þnh vÒ 

sù tån t¹i mèi phô thuéc nμy, ch¼ng h¹n, b»ng ®å thÞ hμm t−¬ng quan. Trong [34] ®· 
tÝnh c¸c hμm t−¬ng quan chuÈn ho¸ )(τr  cña ®é lÖch dßng ch¶y n¨m so víi chuÈn cho s¸u 

con s«ng ph©n bè trªn l·nh thæ ch©u ¢u cña Liªn X«. Sè liÖu ban ®Çu ®Ó tÝnh lμ sè liÖu 

l−u l−îng n−íc trung b×nh n¨m trong 50−70 n¨m lÊy tõ "Tμi liÖu chÕ ®é s«ng ngßi Liªn 

X«" vμ c¸c niªn lÞch thñy v¨n. Nh÷ng vÝ dô vÒ c¸c hμm t−¬ng quan ®· tÝnh ®−îc dÉn trªn 

h×nh 9.1. (Nh÷ng ®−êng liÒn nÐt nhËn ®−îc b»ng c¸ch lμm tr¬n theo ph−¬ng ph¸p b×nh 

ph−¬ng tèi thiÓu). Tõ h×nh 9.1, rót ra kÕt luËn vÒ nguyªn t¾c cã thÓ dù b¸o dßng ch¶y 

s«ng, v× t−¬ng quan l−u l−îng trung b×nh n¨m trong s¸u tr−êng hîp xem xÐt tá ra kh¸ 

cao trong mét d¶i réng cña kho¶ng τ . §iÒu nμy, theo Iu. M. Alokhin, ®−îc quyÕt ®Þnh bëi 

hai nguyªn nh©n: sù ®iÒu chØnh dßng ch¶y n¨m t¹o nªn mèi liªn hÖ t−¬ng quan víi 

nh÷ng τ kh«ng lín (kh«ng lín h¬n 2−3 n¨m), vμ tÝnh chu kú cña dßng ch¶y t¹o nªn sù 

t−¬ng quan biÕn thiªn cã tÝnh tuÇn hoμn vμ lμm cho t−¬ng quan t¾t dÇn chËm trong d¶i τ 

réng. Trong c«ng tr×nh [34] ®· kh¶o s¸t ngo¹i suy "thuÇn tuý" (kh«ng lμm tr¬n) dßng 

ch¶y n¨m cña c¸c con s«ng víi thêi h¹n dù b¸o 3 2 1 ,,=T  vμ 5 n¨m. Trong ®ã c¸c tÝnh 

to¸n ®−îc thùc hiÖn b»ng hai ph−¬ng ph¸p: gi¶i trùc tiÕp hÖ ph−¬ng tr×nh ®¹i sè (5.2.11) 

(xem môc 5.2) vμ sö dông lý thuyÕt Kolmogorov−Winer (xem môc 5.3 vμ 5.5). 
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H×nh 9.1 

1. Dù b¸o dßng ch¶y s«ng b»ng c¸ch gi¶i trùc tiÕp hÖ ph−¬ng tr×nh ®¹i sè 

Bμi to¸n dù b¸o dßng ch¶y s«ng ®−îc ®Æt ra nh− sau. Cã sè liÖu ®é lÖch dßng ch¶y 
n¨m so víi chuÈn )(),(),( ntqtqtq −−  ..., 1  ghi ®−îc trong n  n¨m mμ n¨m cuèi cïng ®−îc ký 

hiÖu lμ t . Gi¸ trÞ dù b¸o )( Ttq + , víi −T thêi h¹n dù b¸o, sÏ ®−îc t×m d−íi d¹ng tæ hîp 

tuyÕn tÝnh cña m sè trong sè c¸c sè liÖu nμy 


=

−α=+
m

k
k ktqTtq

0

)()( .                                                  (9.1.1) 

C¸c hÖ sè  kα ®èi víi tõng gi¸ trÞ T  ®· cho, ®−îc x¸c ®Þnh tõ ®iÒu kiÖn cùc tiÓu 

ph−¬ng sai sai sè ngo¹i suy nh− ®· tr×nh bμy trong môc 5.2, lμ nghiÖm cña hÖ ph−¬ng 

tr×nh 


=

=−α=+
m

k
qkq mjjkRjTR

1

 ..., 2 1   ,,),()( ,                                   (9.1.2) 

trong ®ã )(τqR  lμ hμm t−¬ng quan cña ®é lÖch dßng ch¶y n¨m. Sè h¹ng tö m trong tæng 

(9.1.1) cÇn ®−îc chän sao cho c¸c m«men t−¬ng quan )( jkRq −  x¸c ®Þnh theo sè liÖu quan 

tr¾c t¹i n  ®iÓm ph¶i ®ñ tin cËy. Trong [34], hÖ ph−¬ng tr×nh (9.1.2) ®−îc gi¶i b»ng 

ph−¬ng ph¸p Gauss [77]. 

Chóng ta sÏ xem xÐt kÕt qu¶ tÝnh cho s«ng Volga t¹i Kub−shev. Chuçi ban ®Çu cña l−u 

l−îng trung b×nh n¨m lÊy b»ng c¸c ®é lÖch so víi chuÈn trong thêi kú 1882−1935. Sè h¹ng tö 

trong tæng (9.1.1) b»ng 21. 

Trong b¶ng 9.1 dÉn ra gi¸ trÞ cña c¸c hÖ sè ngo¹i suy tèi −u  kα øng víi thêi h¹n dù 

b¸o  3 2 1 ,,=T  vμ 5 n¨m. 

§Ó ®¸nh gi¸ chÊt l−îng dù b¸o tèi −u, trªn h×nh 9.2 dÉn ra nh÷ng gi¸ trÞ thùc cña 

dßng ch¶y n¨m (®−êng liÒn nÐt) vμ nh÷ng gi¸ trÞ dù b¸o theo c«ng thøc (9.1.1) víi c¸c hÖ 

sè ë b¶ng 9.1. 

Tõ h×nh 9.2 thÊy r»ng, sè liÖu dù b¸o nhËn ®−îc theo ph−¬ng ph¸p ngo¹i suy tèi −u 

kh¸ phï hîp víi nh÷ng gi¸ trÞ thùc cña dßng ch¶y n¨m. 

B¶ng 9.1 

k  
T  

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,56 −0,53 0,42 −0,22 0,03 0,08 −0,28 0,03 0,24 0,18 0,00 

2 −0,22 0,19 −0,07 −0,28 −0,05 −0,17 0,02 0,25 0,19 0,13 0,19 

3 −0,19 0,11 −0,55 0,16 −0,38 0,08 0,20 0,23 0,00 0,14 0,13 

 5 −0,85 −0,06 −0,52 0,53 −0,01 0,28 −0,18 0,25 −0,02 0,34 0,58 

 

k  
T  

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

1 0,22 0,03 0,35 −0,17 −0,29 0,22 −0,48 0,08 −0,21 0,00 

2 0,08 0,34 0,14 −0,17 0,08 −0,36 −0,07 −0,15 −0,16 −0,33 

3 0,35 0,20 −0,23 0,31 −0,26 −0,17 0,00 −0,28 −0,15 −0,30 

5 0,01 0,28 −0,44 0,07 0,00 −0,49 −0,42 −0,52 0,32 −0,04 
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C¸c hÖ sè t−¬ng quan gi÷a gi¸ trÞ thùc vμ dù b¸o b»ng: 

030840 ,, ±  víi 1=T  n¨m, 

030840 ,, ±  víi 2=T  n¨m, 

030840 ,, ±  víi 3=T  n¨m, 

030800 ,, ±  víi 5=T  n¨m. 

Thμnh c«ng cña viÖc ®−a sè liÖu nhiÒu n¨m vμo dù b¸o cμng thÓ hiÖn râ nÕu chóng ta 

nhí l¹i r»ng c¸c hÖ sè t−¬ng quan gi÷a l−u l−îng trung b×nh n¨m cña s«ng Volga (t¹i 
Kub−shev) víi 3 2,=τ  vμ 5 n¨m b»ng 0602 ,)( =r , 0503 ,)( −=r , 2305 .)( −=r  (xem h×nh 9.1). 

KÕt qu¶ dù b¸o cho n¨m con s«ng kh¸c còng rÊt kh¶ quan. 

 

H×nh 9.2 

2. Dù b¸o dßng ch¶y s«ng khi sö dông lý thuyÕt Kolmogorov− Winer 

Gi¶ thiÕt r»ng ®é lÖch dßng ch¶y n¨m so víi chuÈn lμ qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng vμ 

kho¶ng thêi gian cho qu¸ tr×nh nμy kh¸ lín, tøc lμ thÓ hiÖn cña qu¸ tr×nh cã thÓ xem lμ 

®−îc cho trªn toμn kho¶ng tr−íc thêi ®iÓm hiÖn t¹i. 

Theo lý thuyÕt Kolmogorov−Winer gi¸ trÞ dù b¸o )( Ttq +  ®−îc t×m theo c«ng thøc 

(9.1.1), trong ®ã c¸c hÖ sè kα  ®−îc x¸c ®Þnh b»ng c¸ch gi¶i ph−¬ng tr×nh Winer−Hopf  

theo ph−¬ng ph¸p ®· tr×nh bμy trong môc 5.5. 

Ph−¬ng ph¸p tÝnh to¸n nh− sau: 

1) t×m hμm t−¬ng quan )(τqR  theo chuçi c¸c quan tr¾c )(tq , )( 1−tq ,..., )( ntq − , 

2) t×m mËt ®é phæ )(ωqS  theo hμm t−¬ng quan )(τqR , 

3) x¸c ®Þnh hμm truyÒn tèi −u theo c«ng thøc (5.5.19), 

4) x¸c ®Þnh c¸c hÖ sè  kα  nh− lμ gi¸ trÞ cña hμm träng l−îng tèi −u (5.4.11) khi 

thay thÕ t  bëi kt −  trong c«ng thøc nμy, 

5) x¸c ®Þnh gi¸ trÞ cÇn t×m )( Ttq +  theo c«ng thøc (9.1.1). 

Trong ch−¬ng 5 chóng ta ®· xÐt ph−¬ng ph¸p x¸c ®Þnh hμm träng l−îng tèi −u khi 

cho hμm t−¬ng quan cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn d−íi d¹ng gi¶i tÝch. Khi ®ã gi¶ thiÕt r»ng 

nh÷ng gi¸ trÞ thèng kª cña hμm t−¬ng quan tÝnh theo sè liÖu thùc nghiÖm ®−îc xÊp xØ 

b»ng biÓu thøc gi¶i tÝch. 
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Trong [34] nh÷ng gi¸ trÞ thèng kª cña hμm t−¬ng quan ®−îc xÊp xØ b»ng ®−êng gÊp 

khóc, ë ®ã tÝch ph©n trong c¸c c«ng thøc x¸c ®Þnh mËt ®é phæ, hμm truyÒn vμ hμm träng 

l−îng ®−îc thay thÕ gÇn ®óng b»ng tæng tÝch ph©n t−¬ng øng khi tÝnh to¸n. 

B¶ng 9.2 

k  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

 kα  0,40 0,00 0,00 −0,30 0,53 0,25 0,21 0,10 0,21 −0,14 −0,11 

 

k  11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

 kα 0,14 −0,05 0,47 −0,06 −0,30 0,10 −0,06 −0,10 0,14 −0,11 

 

Trong b¶ng 9.2 dÉn ra nh÷ng gi¸ trÞ nhËn ®−îc cña c¸c hÖ sè kα  ®èi víi s«ng Volga 

víi thêi gian b¸o tr−íc b»ng mét n¨m. 

Sö dông c¸c hÖ sè kα  trong b¶ng 9.2, theo c«ng thøc (9.1.1) ®· lμm dù b¸o dßng 

ch¶y s«ng Volga t¹i Kub−shev víi thêi h¹n dù b¸o 1 n¨m cho thêi kú 1902−1935. Trªn 

h×nh  9.3  dÉn  ra  nh÷ng  sè  liÖu  tÝnh  to¸n  dù  b¸o (®−êng g¹ch nèi) vμ gi¸ trÞ quan tr¾c 

thùc cña ®é lÖch dßng ch¶y so víi chuÈn trong nh÷ng n¨m ®ã (®−êng liÒn nÐt). Tõ h×nh vÏ 

thÊy r»ng, sè liÖu tÝnh ph¶n ¸nh ®óng biÕn tr×nh cña gi¸ trÞ thùc vμ kh¸ phï hîp víi 

chóng. HÖ sè t−¬ng quan cña dßng ch¶y thùc vμ dù b¸o b»ng 030860 ,, ± . So s¸nh c¸c kÕt 

qu¶ nμy víi nh÷ng ®¸nh gi¸ dù b¸o nhËn ®−îc b»ng con ®−êng gi¶i trùc tiÕp hÖ ph−¬ng 

tr×nh (9.1.2) (xem môc 1) thÊy r»ng ®é chÝnh x¸c cña chóng xÊp xØ nh− nhau. 

 

H×nh 9.3 

9.2. Ph©n tÝch phæ vμ ngo¹i suy chØ sè hoμn l−u vÜ h−íng 

Khi nghiªn cøu c¸c qu¸ tr×nh khÝ quyÓn quy m« lín cÇn biÕt quy luËt cña m¾t xÝch chñ 

yÕu trong hoμn l−u chung cña khÝ quyÓn, ®ã lμ hoμn l−u vÜ h−íng, tøc sù vËn chuyÓn kh«ng 

khÝ tõ phÝa t©y sang phÝa ®«ng g©y nªn bëi dßng nhiÖt tíi tõ mÆt trêi vμ sù quay cña tr¸i ®Êt 

quanh trôc. 

Khi t×m hiÓu c¸c quy luËt hoμn l−u th−êng ng−êi ta sö dông mét sè ®Æc tr−ng tÝch ph©n 

cña c¸c qu¸ tr×nh vÜ m«. Phæ biÕn nhÊt trong c¸c ®Æc tr−ng ®ã lμ chØ sè hoμn l−u vÜ h−íng. 

ChØ sè hoμn l−u vÜ h−íng J  ®−îc ®Þnh nghÜa nh− lμ mét ®¹i l−îng kh«ng thø nguyªn, 

b»ng tû sè tèc ®é gãc quay cña khÝ quyÓn α  vμ tèc ®é gãc quay cña tr¸i ®Êt ω  
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ω
α=J .                                                                (9.2.1) 

§¹i l−îng α  liªn hÖ víi tèc ®é dμi cña chuyÓn ®éng khÝ quyÓn bëi hÖ thøc 

ϕα=λ cos)( 0rzv ,                                                        (9.2.2) 

trong ®ã λv  lμ tèc ®é cña dßng vÜ h−íng, −0r  b¸n kÝnh trung b×nh tr¸i ®Êt, ϕ  lμ vÜ ®é ®Þa lý, 

−z  ®é cao trªn mùc n−íc biÓn. 

Do tÇm quan träng cña sù hiÓu biÕt vÒ nh÷ng quy luËt biÕn ®æi theo thêi gian cña chØ sè 

hoμn l−u vÜ h−íng, ®Æc biÖt cho môc ®Ých hoμn thiÖn ph−¬ng ph¸p dù b¸o thêi tiÕt h¹n dμi, 

trong nhiÒu c«ng tr×nh ®· nghiªn cøu cÊu tróc thèng kª cña chØ sè hoμn l−u vÜ h−íng vμ thö 

nghiÖm dù b¸o nã b»ng ph−¬ng ph¸p thèng kª. 

 

H×nh 9.4 

Trong c¸c c«ng tr×nh [49, 53, 54, 61, 82] ®· tiÕn hμnh xö lý thèng kª mét sè l−îng kh¸ 

lín tμi liÖu thùc nghiÖm vμ tÝnh c¸c hμm t−¬ng quan, mËt ®é phæ cña chØ sè hoμn l−u vÜ 

h−íng. 

Trªn h×nh 9.4 dÉn ra c¸c hμm t−¬ng quan thêi gian cña chØ sè hoμn l−u vÜ h−íng theo 

[49] ®èi víi c¸c ®é cao cña c¸c mÆt ®¼ng ¸p 1000, 700, 500, 300, 200 vμ 100mb. 

C¸c hμm t−¬ng quan ®−îc tÝnh theo gi¸ trÞ ngμy cña ®¹i l−îng chØ sè hoμn l−u vÜ h−íng 

trong nh÷ng n¨m quan tr¾c sau ®©y: 

Mùc, 

mb 

N¨m 

1000 

700, 

500 

300, 

200 

 

100 

1955−1

960 

1949−1

960 

1954−1

956 

1958−1

960 

1958−1

960 
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Trªn h×nh 9.4 nhËn thÊy sù phï hîp tèt gi÷a nh÷ng hμm t−¬ng quan ë c¸c mùc 

700−500 mb, vμ gÇn ®èi l−u h¹n (200−300 mb), ®iÒu nμy cho phÐp sö dông c¸c hμm t−¬ng 

quan lÊy trung b×nh cho tõng líp. Trªn h×nh thÊy râ r»ng, tho¹t ®Çu c¸c hμm t−¬ng quan 

gi¶m kh¸ nhanh, sau ®ã cã tÝnh chÊt dao ®éng ngÉu nhiªn. Trong ®ã nhËn thÊy nh÷ng dao 

®éng nμy biÓu hiÖn tÝnh tuÇn hoμn víi chu kú trung b×nh kh¸ gÇn nhau ë tÊt c¶ c¸c ®−êng 

cong. 

§Ó biÓu thÞ râ h¬n tÝnh tuÇn hoμn cña c¸c hμm t−¬ng quan nhËn ®−îc ®· tÝnh c¸c mËt 

®é phæ )(ωjS  theo c«ng thøc 

ωττ+=ω 
=

cos)()()(
n

i
jjj RRS

1

20 , 

ë ®©y T
T

  
2

,
π=ω  lμ chu kú.  

Nh÷ng tÝnh to¸n ®−îc thùc hiÖn víi 240 ..., 2 1 ,,=T  ngμy. 

§å thÞ mËt ®é phæ ®èi víi c¸c mùc 1000, 500 vμ 200 mb tõ [49] dÉn ra trªn h×nh 9.5. 

 

H×nh 9.5 

Sù tån t¹i mét lo¹t c¸c cùc ®¹i thÓ hiÖn kh¸ râ trªn c¸c ®å thÞ mËt ®é phæ (øng víi 

...,  2120 1412 ÷÷=T  ngμy) chøng tá vÒ tÝnh tuÇn hoμn trong sù biÕn ®æi theo thêi gian cña chØ 

sè hoμn l−u vÜ h−íng. 

§Ó lμm râ møc ®é liªn hÖ cña hoμn l−u trªn c¸c mÆt ®¼ng ¸p kh¸c nhau trong [82] ®· 

tÝnh c¸c hμm t−¬ng quan quan hÖ chuÈn ho¸ )(τijr  gi÷a c¸c gi¸ trÞ cña chØ sè hoμn l−u vÜ 

h−íng trªn c¸c mùc kh¸c nhau. §å thÞ cña c¸c hμm ®ã ®−îc dÉn ra trªn h×nh 9.6. 

Nh÷ng gi¸ trÞ lín nhÊt cña c¸c hμm t−¬ng quan quan hÖ chuÈn ho¸ nhËn ®−îc cho c¸c 

gi¸ trÞ trªn hai mùc øng víi cïng mét thêi ®iÓm, tøc khi .0=τ  Khi ®ã ®¹i l−îng )(0ijr  cã c¸c 

trÞ sè lín nhÊt trong tÇng ®èi l−u gi÷a ( 9700700500 ,)(, =r ), c¸c líp ®èi l−u h¹n cã møc ®é liªn 

hÖ nhá nhÊt ( 8700200300 ,)(, =r ). Khi kho¶ng c¸ch gi÷a c¸c mùc t¨ng dÇn th× mèi liªn hÖ cña 

hoμn l−u vÜ h−íng yÕu ®i. 
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Trong c¸c c«ng tr×nh [53, 54] ®· nghiªn cøu cÊu tróc thèng kª gi¸ trÞ trung b×nh 

th¸ng cña chØ sè hoμn l−u vÜ h−íng. Tõ nh÷ng gi¸ trÞ cña chØ sè hoμn l−u vÜ h−íng trung 

b×nh th¸ng t¹i mùc 500 mb trong 15 n¨m (1949−1963), ®· tÝnh hμm t−¬ng quan chuÈn 
ho¸ thêi gian )(τr  cña chØ sè hoμn l−u vÜ h−íng. KÕt qu¶ ®−îc biÓu diÔn trªn h×nh 9.7. 

§Æc  ®iÓm cña ®−êng cong trªn h×nh nμy t−¬ng tù ®Æc ®iÓm cña c¸c hμm t−¬ng quan ®èi 

víi gi¸ trÞ ngμy cña chØ sè hoμn l−u vÜ h−íng, ë ®©y còng thÓ hiÖn râ nh÷ng dao ®éng 

sãng ngÉu nhiªn. Chu kú trung b×nh cña c¸c dao ®éng b»ng 6−9 th¸ng. Sù hiÖn diÖn cña 

tÝnh tuÇn hoμn nμy còng ®−îc kh¼ng ®Þnh trªn ®å thÞ mËt ®é phæ gi¸ trÞ trung b×nh 

th¸ng cña chØ sè hoμn l−u vÜ h−íng [54], ®−îc dÉn ra trªn h×nh 9.8. 

Mèi liªn hÖ t−¬ng quan ®¸ng kÓ theo thêi gian cña c¸c gi¸ trÞ ngμy lÉn c¸c gi¸ trÞ 

trung b×nh th¸ng cña chØ sè hoμn l−u vÜ h−íng chøng tá tÝnh ®óng ®¾n cña viÖc ®Æt bμi 

to¸n dù b¸o thèng kª chØ sè hoμn l−u vÜ h−íng. ViÖc thö nghiÖm gi¶i quyÕt bμi to¸n nμy 

®· ®−îc nªu ra trong c¸c c«ng tr×nh [53,54,82]. 

Trong c«ng tr×nh [82] ®· gi¶i bμi to¸n ngo¹i suy tuyÕn tÝnh gi¸ trÞ ngμy cña chØ sè 

hoμn l−u vÜ h−íng trªn mÆt ®¼ng ¸p 700 mb, t¹i ®ã mèi liªn hÖ t−¬ng quan tá ra æn ®Þnh 

nhÊt. 

Gi¸ trÞ dù b¸o )( mtJ +  víi thêi h¹n dù b¸o m  ngμy ®· ®−îc t×m theo chuçi n  gi¸ trÞ 

cña nã tr−íc thêi ®iÓm t  theo c«ng thøc 

)()( itJAmtJ
n

i
i −=+ 

−

=

1

0

.                                               (9.2.3) 

 

H×nh 9.6 

Bμi to¸n vÒ ngo¹i suy tuyÕn tÝnh thuÇn tuý qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng cho t¹i mét 

sè ®iÓm h÷u h¹n ®· ®−îc gi¶i theo ph−¬ng ph¸p tr×nh bμy trong môc 5.2. C¸c hÖ sè iA  

®−îc x¸c ®Þnh b»ng c¸ch gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh d¹ng (5.2.11). 
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Nh÷ng gi¸ trÞ cña c¸c hÖ sè iA  víi 30=n  vμ thêi h¹n dù b¸o m b»ng1, 3 vμ 7 ngμy 

®−îc dÉn trªn h×nh 9.9. Tõ h×nh nμy thÊy r»ng, ¶nh h−ëng m¹nh nhÊt ®Õn ®¹i l−îng 

®−îc dù b¸o lμ c¸c gi¸ trÞ liÒn tr−íc nã, sau ®ã khi 202 << i  ¶nh h−ëng cña qu¸ khø gi¶m 

nhanh, cuèi cïng víi 2521 ÷=i  sù ¶nh h−ëng nμy l¹i t¨ng m¹nh lªn. Sù ph©n bè träng 

l−îng nh− vËy dÜ nhiªn phï hîp víi sù ph©n bè c¸c cùc ®¹i cña mËt ®é phæ (xem h×nh 

9.5). 

§Ó ®¸nh gi¸ sù phï hîp gi÷a c¸c gi¸ trÞ nhËn ®−îc b»ng c¸ch ngo¹i suy tuyÕn tÝnh 

vμ c¸c gi¸ trÞ thùc cña chØ sè hoμn l−u vÜ h−íng ®· x¸c ®Þnh sai sè tuyÖt ®èi trung b×nh 

cña phÐp ngo¹i suy   ∗−=ρ JJ , trong ®ã ∗J  lμ gi¸ trÞ ngo¹i suy, −J  gi¸ trÞ thùc cña chØ 

sè hoμn l−u vÜ h−íng. 

Gi¸ trÞ nhá nhÊt cña sai sè ρ nhËn ®−îc khi m nhá, tøc lμ khi chØ sö dông gi¸ trÞ 

cña nh÷ng ngμy liÒn tr−íc gÇn nhÊt. Khi sö dông sè l−îng lín c¸c sè h¹ng trong c«ng 

thøc ngo¹i suy tèi −u th× ®é chÝnh x¸c kh«ng nh÷ng kh«ng t¨ng lªn, mμ thËm chÝ gi¶m 

m¹nh. 

 

 

 

 

H×nh 9.7 

 

H×nh 9.8 

 

Tho¹t nh×n cã thÓ t−ëng r»ng cμng nhiÒu hÖ sè iA  ®−îc sö dông trong c«ng thøc 

ngo¹i suy tèi −u th× cμng nhiÒu th«ng tin ®−îc ®−a vμo ®Ó nhËn gi¸ trÞ dù b¸o, vμ gi¸ trÞ 

dù b¸o cμng ®−îc x¸c ®Þnh mét c¸ch chÝnh x¸c. Thùc tÕ th× kh«ng ph¶i nh− vËy. C¸c hμm 

t−¬ng quan thùc nghiÖm dïng ®Ó x¸c ®Þnh c¸c hÖ sè iA  kh«ng ph¶i lμ chÝnh x¸c, v× chóng 

nhËn ®−îc dùa theo tËp mÉu kh«ng lín l¾m c¸c thÓ hiÖn. Ngoμi ra ®é chÝnh x¸c cña 

chóng cßn bÞ gi¶m v× mét sè thÓ hiÖn riªng biÖt phô thuéc lÉn nhau. 

Khi sè l−îng c¸c ph−¬ng tr×nh cña hÖ (5.2.11) lín, ®é chÝnh x¸c cña viÖc x¸c ®Þnh 

c¸c hÖ sè iA  cã thÓ bÞ gi¶m cßn v× tÝnh c¨n cø thÊp cña hÖ nμy hay tÝnh kh«ng æn ®Þnh cña 

nã. 
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V× vËy sè l−îng c¸c hÖ sè iA  ®−îc tÝnh tíi khi dù b¸o ph¶i chän ®ñ nhá so víi dung 

l−îng mÉu. A. M. Iaglom [88] cho r»ng khi dung l−îng mÉu kho¶ng vμi tr¨m gi¸ trÞ, sè 

hÖ sè iA  kh«ng ®−îc v−ît qu¸ mét vμi ®¬n vÞ. 

§Ó c¾t gi¶m sè sè h¹ng trong c«ng thøc ngo¹i suy tèi −u vμ chän mét sè kh«ng lín 

c¸c sè h¹ng cã tû träng lín nhÊt trong dù b¸o, th«ng th−êng ph−¬ng ph¸p gäi lμ ph−¬ng 

ph¸p sμng tá ra rÊt hiÖu qu¶. Ph−¬ng ph¸p nμy nh− sau. Gi¶ sö cã n  gi¸ trÞ cña thÓ hiÖn 

cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn )(tU  t¹i nh÷ng thêi ®iÓm tr−íc thêi ®iÓm :t  

)(),(),( 1 ..., 1 +−− ntututu . Gi¸ trÞ dù b¸o cña thÓ hiÖn ë thêi ®iÓm mt +  ®−îc t×m theo c«ng 

thøc 

j

k

j
jvAmtu 

=

=+
1

)(                                                     (9.2.4) 

víi sè c¸c sè h¹ng k  kh«ng lín. 

Khi ®ã víi t− c¸ch lμ gi¸ trÞ cña 1v  ng−êi ta chän ra trong sè c¸c gi¸ trÞ )( itu −  mét 

gi¸ trÞ t−¬ng øng víi trÞ sè lín nhÊt cña hÖ sè t−¬ng quan cña v1  víi ®¹i l−îng cÇn dù 

b¸o. Sau ®ã víi t− c¸ch lμ 2v  ng−êi ta lÊy tõ trong sè c¸c gi¸ trÞ cßn l¹i mét gi¸ trÞ cã 

phÇn ®ãng gãp lín nhÊt vμo hÖ sè t−¬ng quan cña cÆp ),( 21  vv  víi ®¹i l−îng cÇn dù b¸o, 

tiÕp theo lÊy tõ trong c¸c gi¸ trÞ cßn l¹i mét gi¸ trÞ 3v  cã phÇn ®ãng gãp lín nhÊt vμo hÖ 

sè t−¬ng quan cña ba ®¹i l−îng ),,( 321   vvv  víi ®¹i l−îng cÇn dù b¸o v.v... 

Th«ng th−êng sau mét vμi b−íc th× phÇn bæ sung vμo hÖ sè t−¬ng quan chØ cßn lμ 

rÊt nhá vμ thñ tôc cã thÓ kÕt thóc; sè sè h¹ng ®−îc chän khi ®ã sÏ kh«ng lín l¾m. Tuy 

nhiªn khi sö dông ph−¬ng ph¸p nμy, trong tr−êng hîp cã nhiÒu ®¹i l−îng ban ®Çu, còng 

cã nguy c¬ ngÉu nhiªn nhËn ®−îc nh÷ng hÖ sè t−¬ng quan t−¬ng ®èi lín cña c¸c gi¸ trÞ 

®−îc chän kv  do sù kh«ng chÝnh x¸c cña viÖc x¸c ®Þnh c¸c hÖ sè t−¬ng quan thùc nghiÖm. 

Khi ®ã dù b¸o theo ph−¬ng ph¸p nμy còng cã thÓ trë nªn kh«ng hiÖu qu¶. 

 

H×nh 9.9 

Trong c«ng tr×nh [53] ®Ó dù b¸o chØ sè hoμn l−u vÜ h−íng trung b×nh th¸ng ®· sö 

dông lý thuyÕt ngo¹i suy tuyÕn tÝnh c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng tr×nh bμy trong c¸c 

môc  5.3 vμ 5.5. 

Víi môc ®Ých ®ã, hμm t−¬ng quan cña chØ sè hoμn l−u vÜ h−íng trung b×nh th¸ng 

x¸c ®Þnh theo sè liÖu thùc nghiÖm ®· ®−îc xÊp xØ b»ng biÓu thøc gi¶i tÝch 
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)sin,sin,()( ,, τσ+τσ+=τ τ−τ−
21

0104652
5101350eeR .                        (9.2.5) 

Theo c«ng thøc (3.2.12) mËt ®é phæ t−¬ng øng )(ωS  ®· ®−îc x¸c ®Þnh d−íi d¹ng 

×
σ−α−ωσ−α+ωσ−α−ω

−ω−ω=ω
])(][)(][)([

),(),(
)(

2

21

22

11

22

11

2

2222 83486160

iii
S  

)]()([ 2

2

22

21

2

1

α+ωα−α+ω
×

i
,                                        (9.2.6) 

trong ®ã .,;, 4652 010 21 =α=α  

Sau ®ã, theo ph−¬ng ph¸p ®−îc tr×nh bμy trong môc 5.5 ®· t×m hμm truyÒn tèi −u 

theo c«ng thøc (5.5.19), vμ tiÕp theo lμ t×m c«ng thøc ngo¹i suy tuyÕn tÝnh tèi −u biÓu thÞ 

gi¸ trÞ dù b¸o cña ®¹i l−îng cÇn t×m t¹i thêi ®iÓm Tt +  qua gi¸ trÞ cña nã vμ gi¸ trÞ cña 

®¹o hμm c¸c bËc cña nã t¹i thêi ®iÓm t . 

NÕu chØ giíi h¹n ë hai ®¹o hμm ®Çu tiªn, th× nhËn ®−îc nh÷ng c«ng thøc ngo¹i suy 

tuyÕn tÝnh tèi −u gÇn ®óng chØ sè hoμn l−u vÜ h−íng víi thêi h¹n dù b¸o mét vμ hai 

th¸ng d−íi d¹ng 

)(,)(,)(,)( tJtJtJtJ ′′−′+=+ 8143000270067301 ,                           (9.2.7) 

)(,)(,)(,)( tJtJtJtJ ′′−′+=+ 0690000020005702 .                           (9.2.8) 

Khi tÝnh c¸c ®¹o hμm ®· sö dông c¸c c«ng thøc néi suy Newton: 

),()( 1−−=Δ≈′ tJtJJJ  

).()()( 2122 −+−−=Δ≈′′ tJtJtJJJ                                       (9.2.9) 

KÕt qu¶ dù b¸o J víi thêi h¹n dù b¸o mét th¸ng theo c«ng thøc (9.2.7) kh¸ phï hîp 
víi c¸c gi¸ trÞ thùc. Dù b¸o ®¹i l−îng )( 2+tJ  kh«ng cho kÕt qu¶ kh¶ quan. 

Ch−¬ng  10: Mét sè vÊn ®Ò m« t¶ tr−êng tèc ®é giã 

10.1. Hμm t−¬ng quan cña tèc ®é giã 

Trong ch−¬ng 4 ®· chØ ra r»ng ®Ó x¸c ®Þnh kú väng to¸n häc vμ hμm t−¬ng quan cña 

biÕn ®æi tuyÕn tÝnh hμm ngÉu nhiªn dõng nμo ®ã chØ cÇn biÕt kú väng to¸n häc vμ hμm t−¬ng 

quan cña hμm ngÉu nhiªn ®−îc biÕn ®æi. Nh−ng trong thùc tiÔn th−êng x¶y ra c¸c tr−êng hîp 

khi mèi liªn hÖ gi÷a c¸c hμm ngÉu nhiªn thùc sù kh«ng tuyÕn tÝnh. Khi ®ã ®Ó nhËn ®−îc c¸c 

®Æc tr−ng cña hμm ngÉu nhiªn lμ kÕt qu¶ cña phÐp biÕn ®æi phi tuyÕn, th× biÕt kú väng to¸n 

häc vμ hμm t−¬ng quan cña hμm ngÉu nhiªn ®−îc biÕn ®æi lμ ch−a ®ñ, mμ cÇn biÕt c¸c 

m«men bËc cao hoÆc c¸c hμm ph©n bè nhiÒu chiÒu cña nã. Tuy nhiªn trong nhiÒu tr−êng hîp, 

b»ng c¸ch sö dông nh÷ng thñ thuËt nh©n t¹o cã thÓ biÓu diÔn gÇn ®óng kú väng to¸n häc vμ 

hμm t−¬ng quan cña kÕt qu¶ biÕn ®æi phi tuyÕn qua nh÷ng ®Æc tr−ng t−¬ng øng cña hμm 

ngÉu nhiªn ®−îc biÕn ®æi. 

§Ó lμm vÝ dô cho biÕn ®æi phi tuyÕn qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng, ta xÐt ph−¬ng ph¸p 

gÇn ®óng x¸c ®Þnh hμm t−¬ng quan cña modul vËn tèc giã, nÕu biÕt tr−íc  kú väng to¸n häc 

vμ hμm t−¬ng quan cña c¸c thμnh phÇn cña vect¬ nμy. Th«ng th−êng vect¬ giã ®−îc xem nh− 
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vect¬ ngÉu nhiªn hai chiÒu, mμ c¸c thμnh phÇn )(tU x  vμ )(tU y  cña nã lμ nh÷ng hμm ngÉu 

nhiªn kh«ng ®éc lËp víi nhau, t¹i mçi gi¸ trÞ t  chóng tu©n theo qui luËt ph©n bè chuÈn cã 

ph−¬ng sai b»ng nhau. 

Cã thÓ x¸c ®Þnh ®−îc hμm t−¬ng quan cña modul vect¬ giã, nÕu biÕt quy luËt ph©n bè 

hai chiÒu ),( 21 uuf , tøc mËt ®é ph©n bè ®ång thêi c¸c tèc ®é giã 1U  vμ 2U  lÊy ë nh÷ng thêi 

®iÓm kh¸c nhau hay t¹i nh÷ng ®iÓm kh¸c nhau trong kh«ng gian. Ph−¬ng ph¸p nμy ®−îc A. 

S. Martrenko xem xÐt trong c«ng tr×nh [60], ë ®ã trªn c¬ së x¸c ®Þnh lý thuyÕt mËt ®é ph©n bè 

®ång thêi cña c¸c modul )( 1U t


 vμ )( 2U t


, x¸c lËp mèi liªn hÖ gi÷a c¸c hμm t−¬ng quan cña 

tr−êng vect¬ )(tU


 vμ tr−êng v« h−íng )(tU


. Víi mét sè gi¶ thiÕt nμo ®ã ®· nhËn ®−îc nh÷ng 

c«ng thøc t−¬ng ®èi ®¬n gi¶n, vμ thùc tÕ øng dông ®−îc, ®Ó tÝnh c¸c hÖ sè t−¬ng quan cho 

tr−êng hîp tèc ®é giã trung b×nh gÇn b»ng kh«ng. Nh−ng thùc ra, nh− ®· nªu trong c«ng 
tr×nh [60], trong nhiÒu tr−êng hîp tèc ®é giã trung b×nh mUM =][  kh¸c kh«ng, vμ gi¸ trÞ cña 

chóng cã thÓ v−ît qu¸ ph−¬ng sai 2σ  mét c¸ch ®¸ng kÓ. VÝ dô, trong c¸c ®iÒu kiÖn ®iÓn h×nh 

®èi víi dßng ch¶y xiÕt th× ., 1242
2

2

÷=
σ
m

 BiÓu thøc ®èi víi mËt ®é ph©n bè ®ång thêi cña tèc ®é, 

nhËn ®−îc trong c¸c ®iÒu kiÖn ®ã, rÊt cång kÒnh vμ trªn thùc tÕt kh«ng cho phÐp nhËn ®−îc 

nh÷ng c«ng thøc kh¶ dÜ ®Ó tÝnh c¸c hÖ sè t−¬ng quan. 

Chóng ta sÏ x©y dùng c¸c c«ng thøc ®Ó x¸c ®Þnh hμm t−¬ng quan tèc ®é giã cho tr−êng 

hîp gi¸ trÞ trung b×nh cña tèc ®é giã lín h¬n ®¸ng kÓ so víi ®é lÖch b×nh ph−¬ng trung b×nh 

cña chóng. Ph−¬ng ph¸p nμy dùa trªn c¬ së sö dông hμm ®Æc tr−ng cña hÖ c¸c ®¹i l−îng 

ngÉu nhiªn cã d¹ng ®¬n gi¶n ®èi víi tr−êng hîp c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ph©n bè chuÈn. 

Bμi to¸n ®−îc ph¸t biÓu nh− sau. XÐt vect¬ ngÉu nhiªn hai chiÒu 

jiU )()()( tUtUt yx +=                                                  (10.1.1) 

mμ c¸c thμnh phÇn )(tU x  vμ )(tU y  cña nã lμ nh÷ng hμm ngÉu nhiªn dõng ph©n bè chuÈn 

cã kú väng to¸n häc xm  vμ ym , c¸c ph−¬ng sai 2σ== yx DD  vμ c¸c hμm t−¬ng quan )(τxR  

vμ )(τyR . 

C¸c thμnh phÇn cña vect¬ ®−îc coi lμ kh«ng phô thuéc lÉn nhau, tøc hμm t−¬ng 

quan quan hÖ cña chóng b»ng kh«ng. 

Yªu cÇu x¸c ®Þnh hμm t−¬ng quan )(τuR  cña modul vect¬ ngÉu nhiªn 

)()()( tUtUtU yx
22 += .                                             (10.1.2) 

Muèn vËy, ®Çu tiªn ta x¸c ®Þnh hμm t−¬ng quan cña b×nh ph−¬ng modul 

)()()( tUtUtZ yx
22 += .                                             (10.1.3) 

HiÓn nhiªn hμm ngÉu nhiªn )(tZ  kh«ng ph©n bè chuÈn, tuy vËy tÝnh dõng cña nã 

®−îc gi÷ nguyªn. 

Ta x¸c ®Þnh hμm t−¬ng quan )(τzR  

{ } =−τ+=−τ+−=τ 2

zzzz mtZtZMmtZmtZMR )]()([])(][)([)(  

+τ++τ+= )]()([)]()([ tUtUMtUtUM yxxx
2222  

22222

zyyxy mtUtUMtUtUM −τ++τ++ )]()([)]()([ ,                             (10.1.4) 

trong ®ã 
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222222222 2 yxyxyxz mmmmUMUMm ++σ=+σ++σ=+= )()(][][ .                  (10.1.5) 

Ta xÐt hÖ bèn ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ph©n bè chuÈn 

)(),(),(),( τ+==τ+== tUUtUUtUUtUU yyxx 4321    . 

Hμm ®Æc tr−ng cña hÖ nμy, nh− ®· biÕt (xem môc 1.12), cã d¹ng 

,exp),,,(
,

,









+−= 
==

4

1

4

1

4321
2

1

k
kkjk

jk
jk umiuuRuuuuE                            (10.1.6) 

trong ®ã km  lμ c¸c kú väng to¸n häc cña c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn kU , jkR ,  lμ m«men 

quan hÖ cña c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn kU  vμ jU , chóng lμ nh÷ng phÇn tö cña ma trËn 

t−¬ng quan   jkR ,  

)].)([(, jjkkjk mUmUMR −−=  

§èi víi hÖ c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ®ang xÐt ta cã: 
2

44332211 σ==== RRRR ; 

)(),( τ=τ= yx RRRR 3412   ; 

yx mmmmmm ==== 4321   , .                                         (10.1.7) 

V× c¸c hμm ngÉu nhiªn )(tU x  vμ )(tU y  kh«ng phô thuéc lÉn nhau, nªn 

.024142313 ==== RRRR  

Nh− vËy ma trËn t−¬ng quan cã d¹ng 





















σ
τσ

σ
τσ

=

2

2

2

2

00

00

  
)(

)(

,

y

x

jk
R

R

R .                                        (10.1.8) 

C¸c kú väng to¸n häc ë vÕ ph¶i c«ng thøc (10.1.4) thùc chÊt lμ nh÷ng m«men gèc 

bËc bèn cña hÖ c¸c ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ®ang xÐt. Nh÷ng m«men nμy cã thÓ t×m ®−îc 

b»ng c¸ch lÊy vi ph©n hμm ®Æc tr−ng cña hÖ 

==τ+ ][)]()([ 2

2

2

1

22 UUMtUtUM xx ===== 02
2

2
1

4321
4

4 4321

),,,(1
uuuuuu

uuuuE

i ∂∂
∂

 

+++++= 122111

2

222

2

11211

2

12 42 RmmRmRmRRR  

4222422

2

2

1 422 xxxxx mRmmRmm +τ+σ+σ+τ=+ )()(                             (10.1.9) 

Sau khi tÝnh b»ng c¸ch t−¬ng tù nh÷ng gi¸ trÞ cßn l¹i cña c¸c kú väng to¸n häc vμ 

thÕ chóng vμo c«ng thøc (10.1.4), ta ®−îc 

)].()([)]()([)( τ+τ+τ+τ=τ yyxxyxz RmRmRRR 2222 42                           (10.1.10) 

§Ó x¸c ®Þnh hμm t−¬ng quan cña hμm ngÉu nhiªn )(tU , khi biÕt hμm t−¬ng quan 

cña b×nh ph−¬ng cña nã )(tZ , cÇn cã quy luËt ph©n bè cña )(tU  t¹i tõng gi¸ trÞ t . 

Nh− ®· biÕt (xem môc 1.11) luËt ph©n bè cña modul cña vect¬ hai chiÒu 
22

yx UUU += , mμ c¸c thμnh phÇn cña nã lμ nh÷ng ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ®éc lËp, ph©n bè 

chuÈn, cã cïng ph−¬ng sai 2σ  nh−ng kh¸c kú väng to¸n häc yxx mMmUM == ][,][ yU , sÏ lμ 

hμm Releich tæng qu¸t 
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,)(

0  khi                               0

0  khi       
20

2
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2

22

u

u
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Ie
u

uf

mu

                              (10.1.11) 

Trong c«ng thøc nμy 22

yx mmm +=  lμ gi¸ trÞ trung b×nh cña modul vect¬ 

−







σ20  
mu

IU ;  hμm Bessel bËc kh«ng. Khi 1>>
σ
m

 cã thÓ thay hμm Bessel b»ng biÓu thøc 

tiÖm cËn cña nã 

....
8

1
1

2

e
)(I0 






 +

ω
+

πω
≈ω

ω
                                   (10.1.12) 

Khi ®ã cã thÓ viÕt 
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−
σ
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2 um
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ummu

.                          (10.1.13) 

Giíi h¹n ë hai sè h¹ng cña chuçi, ta nhËn ®−îc 

m

u

um
euf

mu

 
8

1
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1 2

2

 ( 
 

2

2








 σ+
σπ

≈ σ
−− )

)( .                                (10.1.14) 

Tõ c«ng thøc nμy thÊy r»ng khi 1>>
σ
m

 víi ®é chÝnh x¸c ®Õn nh©n tö 








 σ+
m

u

um8
1

2

 

hμm R¬le tæng qu¸t cã thÓ thay b»ng luËt ph©n bè chuÈn 

0ue
2

1
)u(f

2

2

2

)mu

>
σπ

= σ

−−
     khi

  

 ( 

                             (10.1.15) 

Hμm Releich tæng qu¸t (10.1.11) cã tÝnh bÊt ®èi xøng thÓ hiÖn râ víi nh÷ng trÞ sè 

nhá cña 
σ
m

, khi t¨ng 
σ
m

 tÝnh bÊt ®èi xøng gi¶m. Khi 2=
σ
m

 hÖ sè bÊt ®èi xøng b»ng 0,24, 

khi 3=
σ
m

 hÖ sè bÊt ®èi xøng chØ b»ng 0,07. 

§Ó n©ng ®é chÝnh x¸c ta sÏ xÊp xØ hμm R¬le tæng qu¸t (10.1.11) b»ng luËt ph©n bè 

chuÈn kh«ng ph¶i theo c«ng thøc (10.1.15), mμ d−íi d¹ng 

0  khi   
 2 

1 2

2

2

 ( 
 

>
σ′π

= σ′
′−−

ueuf
mu )

)(                                  (10.1.16) 

sau khi chÊp nhËn nh÷ng gi¸ trÞ t−¬ng øng cña kú väng to¸n häc vμ ph−¬ng sai ph©n bè 

(10.1.11) lμm kú väng to¸n häc m′  vμ ph−¬ng sai 2σ′  cña nã. 

Nh− ®· biÕt (xem môc 1.11) ®èi víi ph©n bè (10.1.11) kú väng to¸n häc vμ ph−¬ng 

sai cã d¹ng 
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σ
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e
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I
mm

I
m

muM ][ ,            (10.1.17) 

.][ 2222 2 mmuD ′−+σ=σ′=                                         (10.1.18) 

Trªn h×nh 10.1 dÉn ra c¸c ®−êng cong ph©n bè tÝnh theo c¸c c«ng thøc (10.1.11) 

(®−êng cong 1), (10.1.15) (®−êng cong 2) vμ (10.1.16) (®−êng cong 3) víi nh÷ng gi¸ trÞ 
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5 3, 2 1 0 ,,,=
σ
m

. Trªn trôc hoμnh ®Æt c¸c gi¸ trÞ u ®¬n vÞ b»ng σ , trªn trôc tung ®Æt )(uf . 

Ph©n tÝch h×nh vÏ thÊy r»ng khi 2≥
σ
m

 sai sè cña phÐp xÊp xØ ph©n bè (10.1.11) 

b»ng ph©n bè chuÈn (10.1.16) lμ rÊt nhá. PhÐp xÊp xØ b»ng ph©n bè (10.1.15) cho kÕt qu¶ 

kÐm h¬n. 

B©y giê ta sÏ coi hμm ngÉu nhiªn )(tU  t¹i mçi gi¸ trÞ t tu©n theo qui luËt ph©n bè 

chuÈn (10.1.16) víi kú väng to¸n häc m′  vμ ®é lÖch b×nh ph−¬ng trung b×nh σ′  x¸c ®Þnh 

theo c¸c c«ng thøc (10.1.17), (10.1.18). 

 

H×nh 10.1 

Tr−íc ®©y chóng ta ®· nhËn ®−îc hμm t−¬ng quan cho hμm ngÉu nhiªn )()( tUtZ 2= .

 B©y giê chóng ta thiÕt lËp mèi liªn hÖ gi÷a c¸c  hμm t−¬ng quan )(τzR  vμ )(τuR . 

Hμm t−¬ng quan )(τzR  sÏ x¸c ®Þnh theo c«ng thøc 

{ −τ+−=τ )([)]]([)([)( tUtUMtUMRz
222   

} { )]()([)]]([ 2222 mtUMtUM ′+σ′−=τ+− }=′+σ′−τ+× )]()([ 222 mtU  

22222 )()]()([ mtUtUM ′+σ′−τ+= .                                   (10.1.19) 

Ký hiÖu 21  UtUUtU =τ+= )(,)( . V× 1U  vμ 2U  lμ nh÷ng ®¹i l−îng ngÉu nhiªn ph©n bè 

chuÈn, nªn hμm ®Æc tr−ng cña hÖ hai ®¹i l−îng ngÉu nhiªn nμy sÏ cã d¹ng 







 ++++−= )()(exp),( 2211

2

2222112

2

11121 2
2

1
umumiuRuuRuRuuE ,              (10.1.20) 

trong ®ã 

,, 2

221121     σ′==′== RRmmm  

)()])([( τ=−−= uRmUmUMR 221112 .                                (10.1.21) 

)(τuR  lμ hμm t−¬ng quan cÇn t×m cña hμm ngÉu nhiªn )(tU . 

Ta tÝnh ®¹i l−îng )]()([ τ+tUtUM 22  trong c«ng thøc (10.1.19) 

=
∂∂

∂==τ+ == 02

2

2

1

21

4

4

2

2

2

1

22

21
  

  1
uuuu

uuE

i
UUMtUtUM

),(
][)]()([  

)()()( 2222 42 σ′+′−′−τ= mtRmR uu .                                   (10.1.22) 
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ThÕ (10.1.22) vμo (10.1.19), nhËn ®−îc 
42222 2242 mmRRmRR uuuz ′−′+τ=τ′+τ=τ ])([)()()( .                      (10.1.23) 

Tõ ®ã 

242
2

1
mmRR zu ′−′−τ=τ )()( .                                    (10.1.24) 

Thay v× )(τzR  ta thÕ biÓu thøc cña nã theo (10.1.10), cuèi cïng ta cã 

22222 2 mRmRmRRR yyxxyxu ′−τ−τ−τ+τ=τ )]()([)()()( .                     (10.1.25) 

Hμm nμy cho kh¶ n¨ng x¸c ®Þnh hμm t−¬ng quan cña tèc ®é giã theo gi¸ trÞ cña 

hμm t−¬ng quan cña c¸c thμnh phÇn vect¬ giã. Nã thuËn tiÖn cho viÖc tÝnh to¸n víi mäi 

trÞ sè 2≥
σ
m

. 

10.2. KhuÕch t¸n rèi 

Gi¶ thiÕt r»ng t¹i ®iÓm nμo ®ã cña dßng rèi chÊt láng hay chÊt khÝ cã mét t¹p chÊt 

x©m nhËp, ch¼ng h¹n mét sè lín c¸c h¹t r¾n nhá thuèc nhuém. Nhê sù vËn chuyÓn bëi c¸c 

luång x¸o trén hçn lo¹n cña dßng rèi, chÊt nμy lan truyÒn nhanh vμ nhuém mμu mét thÓ 

tÝch lín. HiÖn t−îng nμy gäi lμ khuÕch t¸n rèi. Sù khuÕch t¸n rèi rÊt phæ biÕn trong tù 

nhiªn. Nã quyÕt ®Þnh sù lan truyÒn trong khÝ quyÓn nh÷ng con vi khuÈn vμ siªu vi trïng, 

phÊn hoa, lμm « nhiÔm kh«ng khÝ b»ng khãi vμ c¸c chÊt khÝ do c«ng nghiÖp vμ giao th«ng 

ph¸t ra, vËn chuyÓn h¬i Èm tõ mÆt ®Êt, ph©n t¸n c¸c vËt thÓ næi trªn mÆt thñy vùc... 

Tμi liÖu nghiªn cøu vÊn ®Ò khuÕch t¸n rèi rÊt phong phó. Tr×nh bμy chi tiÕt vÒ lý 

thuyÕt khuÕch t¸n rèi cã trong cuèn chuyªn kh¶o cña A. S. Monin vμ A. M. Iaglom [18]. ë 

®©y chóng ta xÐt tãm t¾t ph−¬ng ph¸p m« t¶ khuÕch t¸n rèi trong tr−êng rèi ®ång nhÊt 

dõng. §Ó m« t¶ rèi mét c¸ch thuËn tiÖn sÏ sö dông ph−¬ng ph¸p Lagr¨ng, ph−¬ng ph¸p 

nμy theo dâi chuyÓn ®éng cña mét phÇn tö x¸c ®Þnh cña chÊt láng hay khÝ trong dßng b¾t 

®Çu tõ mét thêi ®iÓm ban ®Çu nμo ®ã. 

Gi¶ sö t¹i thêi ®iÓm ban ®Çu 00 =t  phÇn tö n»m ë gèc cña hÖ to¹ ®é cè ®Þnh, cßn t¹i 

thêi ®iÓm t  nã n»m ë ®iÓm X


 cã to¹ ®é 321   xxx ,, .  

Hμm vect¬ ),(tX


 ®−îc xem nh− hμm ngÉu nhiªn cña thêi gian, cã thÓ dïng ®Ó ®Æc 

tr−ng cho rèi. 

Mèi phô thuéc vμo thêi gian cña b¸n kÝnh vect¬ quü ®¹o cña mçi phÇn tö chuyÓn 

®éng trong dßng, mμ ta nhËn ®−îc nhê thÝ nghiÖm, lμ mét thÓ hiÖn cña hμm ngÉu nhiªn 

nμy. Ta ký hiÖu 

dt

td
t

)(
)(

X
V




=                                                     (10.2.1) 

lμ vËn tèc Lagr¨ng cña c¸c phÇn tö, chóng ta sÏ xem vËn tèc nμy nh− mét hμm vect¬ 

ngÉu nhiªn ®ång nhÊt dõng. Khi ®ã ta cã thÓ viÕt 

=
t

dsst
0

VX )()(


.                                                  (10.2.2) 

Ta sÏ xem r»ng vËn tèc trung b×nh (lÊy trung b×nh theo tËp hîp tÊt c¶ c¸c phÇn tö) 

b»ng kh«ng, ,)]([ 0V =tM


 khi ®ã kú väng to¸n häc cña hμm ngÉu nhiªn )(tX


 b»ng kh«ng, 



 204

0X =)]([ tM


. 

Trong tr−êng hîp nμy ph−¬ng sai cña sù ph©n t¸n c¸c phÇn tö )(t
ix

2σ  däc theo trôc 

to¹ ®é i cã thÓ x¸c ®Þnh theo c«ng thøc 

  =




















=σ

i t

ii

t

ix dsdssVsVMdssVM
i

0 0

2121

2

0

2 )]()([)( .                          (10.2.3) 

Chóng ta ®−a vμo hμm 

2

iv

ii
i

tVtVM
r

σ
τ+=τ )]()([

)(                                             (10.2.4) 

gäi lμ hÖ sè rèi Lagr¨ng. §ã chÝnh lμ hμm t−¬ng quan chuÈn ho¸ cña thμnh phÇn iV  cña 

vect¬ vËn tèc Lagr¨ng däc trôc to¹ ®é i . Khi ®ã cã thÓ viÕt (10.2.3) d−íi d¹ng 

  −σ=σ
t t

ivx dsdsssr
ii

0 0

2112

22 )( .                                         (10.2.5) 

Do tÝnh ch½n cña c¸c hμm ),(τir  biÓu thøc (10.2.5) cã thÓ ®−a vÒ d¹ng 

 τττ−σ=σ
t

ivx drtt
ii

0

22 2 )()()( .                                         (10.2.6) 

Sau mét sè biÕn ®æi, ta nhËn ®−îc 

 
′

ττ′σ=σ
t t

ivx drtdt
ii

0 0

22 2 )()( .                                           (10.2.7) 

C«ng thøc (10.2.7), biÓu thÞ sù t¶n m¹n cña c¸c phÇn tö qua hÖ sè rèi Lagr¨ng, 

nhËn ®−îc lÇn ®Çu tiªn bëi Taylor [33]. §Ó ®Æc tr−ng cho khuÕch t¸n rèi, bªn c¹nh 

ph−¬ng sai )(t
ix

2σ , ng−êi ta cßn dïng mét ®¹i l−îng kh¸c gäi lμ hÖ sè khuÕch t¸n rèi )(tDi  

dt

td
tD ix

i

)(
)(

2 

2

1 σ
= .                                                (10.2.8) 

HÖ sè nμy ®Æc tr−ng cho tèc ®é biÕn ®æi ph−¬ng sai ph©n t¸n cña c¸c phÇn tö trong 

dßng rèi. T−¬ng øng víi (10.2.7) ta cã thÓ biÓu diÔn hÖ sè khuÕch t¸n rèi qua hÖ sè rèi 

Lagr¨ng 

 ττσ=
t

ivi drtD
i

0

2 )()( .                                               (10.2.9) 

Nh− vËy ®Ó x¸c ®Þnh ph−¬ng sai ph©n t¸n cña c¸c phÇn tö trong dßng rèi ®ång nhÊt 

dõng hay hÖ sè khuÕch t¸n rèi cÇn biÕt hμm t−¬ng quan chuÈn cña c¸c vËn tèc Lagr¨ng. 

Taylor ®· chØ ra hai tr−êng hîp tiÖm cËn, khi mμ sù phô thuéc vμo d¹ng cña hμm 

t−¬ng quan )(τir  cña ®é t¶n m¹n vμ hÖ sè khuÕch t¸n rèi kh«ng ®¸ng kÓ. 

1. Gi¶ sö hÖ sè rèi Lagr¨ng )(τir  tiÕn tíi kh«ng khi ∞→τ , vμ h¬n n÷a tÝch ph©n 

kh«ng kú dÞ, gäi lμ quy m« rèi Lagr¨ng hay thêi gian t−¬ng quan 


∞

ττ=
0

drT ii )(                                                    (10.2.10) 

còng héi tô nhanh nh− vËy. Gi¶ thiÕt r»ng c¶ tÝch ph©n 
∞

τττ
0

dri )(  còng h÷u h¹n. Khi ®ã 
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víi nh÷ng gi¸ trÞ t ®ñ lín )( iTt ≥  (10.2.6) cã thÓ thay thÕ b»ng hÖ thøc tiÖm cËn 


∞

τττσ−σ≈σ
0

222 22 drtTt ivivx iii
)()( .                                     (10.2.11) 

Víi nh÷ng gi¸ trÞ lín cña thêi gian t  th× sè h¹ng thø nhÊt sÏ ®ãng vai trß chÝnh 

trong vÕ ph¶i, thμnh thö ta cã thÓ viÕt ®¼ng thøc gÇn ®óng 

tTt ivx ii
 2 22 σ≈σ )( .                                                (10.2.12) 

§iÒu nμy cho thÊy r»ng ph−¬ng sai ph©n t¸n cña c¸c phÇn tö sau thêi gian dμi t  tû 

lÖ víi thêi gian khuÕch t¸n. KÕt qu¶ nμy trïng hîp víi ®Þnh luËt quen thuéc cña 

Anhstanh vÒ chuyÓn ®éng Braon¬. 

2. Víi thêi gian khuÕch t¸n nhá 0→t , nÕu gi¶ thiÕt tån t¹i c¸c ®¹o hμm h÷u h¹n 

cña hÖ sè rèi Lagr¨ng,  th× hÖ sè rèi Lagr¨ng cã thÓ khai triÓn thμnh chuçi ë l©n cËn ®iÓm 

0=τ , vμ do tÝnh ch½n cña hμm t−¬ng quan, chuçi chØ chøa c¸c luü thõa ch½n. Giíi h¹n 

bëi nh÷ng sè h¹ng kh«ng cao h¬n bËc hai, ta nhËn ®−îc c«ng thøc tiÖm cËn 

20 
2

1
1 τ′′+≈τ )()( ii rr .                                             (10.2.13) 

ThÕ (10.2.13) vμo (10.2.6), ta ®−îc 





 ′′+σ≈σ 2222 0 

12

1
1 trtt ivx ii

)()( .                                       (10.2.14) 

Khi 0→t  ta cã biÓu thøc tiÖm cËn 

222 tt
ii vx σ≈σ )( .                                                  (10.2.15) 

Nh− vËy víi thêi gian khuÕch t¸n rÊt nhá ph−¬ng sai ph©n t¸n cña c¸c phÇn tö tû 

lÖ víi b×nh ph−¬ng thêi gian. 

Víi nh÷ng trÞ sè thêi gian khuÕch t¸n n»m gi÷a nh÷ng tr−êng hîp biªn Êy th× 

ph−¬ng sai ph©n t¸n cña c¸c phÇn tö phô thuéc nhiÒu vμo d¹ng hμm )(τir . X¸c ®Þnh b»ng 

thùc nghiÖm hμm t−¬ng quan cña c¸c vËn tèc Lagr¨ng rÊt khã, v× vËy ng−êi ta th−êng xÊp 

xØ )(τir  b»ng nh÷ng hμm gi¶i tÝch ®¬n gi¶n nμo ®ã c¨n cø vμo nh÷ng lËp luËn vËt lý. 

Trong khÝ t−îng häc hay sö dông ph−¬ng ph¸p x¸c ®Þnh hμm t−¬ng quan cña c¸c 

vËn tèc Lagr¨ng th«ng qua c¸c sè liÖu nhËn ®−îc b»ng c¸ch th¶ chuçi qu¶ cÇu ¸m tiªu 

treo c¸ch ®Òu nhau hay bãng th¸m kh«ng tù do cã träng l−îng ®−îc chän sao cho chóng 

cã thÓ tr«i trong kh«ng khÝ däc theo mét mÆt ®¼ng ¸p nμo ®ã. Khi ®ã nªn nhí r»ng nh÷ng 

®Æc tr−ng thùc nghiÖm vÒ rèi khÝ quyÓn nhËn ®−îc b»ng ph−¬ng ph¸p nμy kh«ng chÝnh 

x¸c l¾m. 

Chóng ta ®· xÐt ph−¬ng ph¸p nμy trong ch−¬ng 6, ë ®ã trong mét vÝ dô ®· tÝnh c¸c 

hμm t−¬ng quan )(τuR  cña thμnh phÇn vÜ h−íng cña c¸c vËn tèc Lagr¨ng theo nh÷ng sè 

liÖu quan tr¾c b»ng bãng th¸m kh«ng (xem h×nh 6.5). §Ó nhËn ®−îc hÖ sè rèi Lagr¨ng 

)(τur , tøc nh÷ng hμm t−¬ng quan chuÈn ho¸ t−¬ng øng, ph¶i chia c¸c gi¸ trÞ trªn h×nh 

6.5 cho c¸c ph−¬ng sai 2

uσ . 



 206

 

H×nh 10.2 

Theo c«ng thøc (10.2.9), ë ®©y cã thÓ biÓu diÔn d−íi d¹ng 

 ττ=
t

uu dRtD
0

)()( .                                               (10.2.16) 

C¸c gi¸ trÞ cña hÖ sè khuÕch t¸n rèi cña thμnh phÇn vÜ h−íng ®· ®−îc tÝnh vμ dÉn 

ra trªn h×nh 10.2. 

Ph©n tÝch h×nh nμy cho thÊy r»ng, theo thêi gian hÖ sè khuÕch t¸n rèi t¨ng lªn, ®¹t 

®Õn cùc ®¹i sau 30 giê, sau ®ã dÇn tiÕn ®Õn gi¸ trÞ giíi h¹n 


∞

ττ=∞
0

dRD u )()( , 

mμ trªn thùc tÕ nã ®¹t ®−îc chØ ë kho¶ng 6054 ÷=τ  giê. 

Ch−¬ng  11: VÒ viÖc tÝnh mËt ®é phæ qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng. 

Phæ sãng biÓn 

11.1. X¸c ®Þnh mËt ®é phæ theo sè liÖu thùc nghiÖm 

Trong ch−¬ng 3 chóng ta ®· thÊy mËt ®é phæ )(ωS  cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng 

lμ biÕn ®æi Fourier hμm t−¬ng quan )(τR  cña nã vμ cã thÓ ®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc 

(3.2.12). Khi ®ã cÇn biÕt hμm t−¬ng quan thùc trªn toμn kho¶ng v« h¹n cña sù biÕn ®æi 

cña ®èi sè. 

Khi x¸c ®Þnh nh÷ng ®Æc tr−ng thèng kª cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn )(tX  theo sè liÖu 

thùc nghiÖm chóng ta sö dông c¸c thÓ hiÖn cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn ®−îc ghi trªn mét 

kho¶ng h÷u h¹n T  nμo ®ã cña sù biÕn thiªn cña ®èi sè t . Khi ®ã ta cã thÓ x¸c ®Þnh gi¸ trÞ 

thèng kª cña hμm t−¬ng quan )(
~ τR  trªn kho¶ng [ ]TT ,−∈τε . §Æc biÖt, khi x¸c ®Þnh hμm 

t−¬ng quan cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng cã tÝnh egodic theo mét thÓ hiÖn )(tx  ®é dμi 

T , gi¸ trÞ thèng kª cña nã ®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc (2.6.2). 

Nh− ®· thÊy trong ch−¬ng 6, do nhiÒu nguyªn nh©n, gi¸ trÞ thèng kª cña hμm t−¬ng 
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quan lμ mét hμm ngÉu nhiªn nμo ®ã, vμ gi¸ trÞ tÝnh ®−îc cña nã )(
~ τR  cã thÓ kh¸c nhiÒu so 

víi gi¸ trÞ thùc cña hμm t−¬ng quan )(τR  vμ ph−¬ng sai sai sè t¨ng ®¸ng kÓ khi ®èi sè τ  

t¨ng. 

V× vËy viÖc sö dông trùc tiÕp c«ng thøc (3.2.12) vμ thay hμm t−¬ng quan thùc trong 

®ã b»ng gi¸ trÞ thèng kª cña nã, thay kho¶ng tÝch ph©n v« h¹n b»ng kho¶ng h÷u h¹n, tøc 

c«ng thøc 


−

ωτ− ττ
π

=ω
T

T

i dReS )(
~

)(
~

2

1
, 

lμ kh«ng hîp lý, v× viÖc kh«ng tÝnh ®Õn nh÷ng trÞ sè cña hμm t−¬ng quan khi T>τ  

vμ nh÷ng kh¸c biÖt ®¸ng kÓ cña hμm )(
~ τR  so víi gi¸ trÞ thùc cña hμm t−¬ng quan, ®Æc 

biÖt t¹i nh÷ng gi¸ trÞ τ  gÇn c¸c cËn cña kho¶ng tÝch ph©n, cã thÓ dÉn ®Õn gi¸ trÞ )(
~ ωS  

t×m ®−îc sÏ rÊt kh¸c víi gi¸ trÞ thùc cña mËt ®é phæ. 

Mét vÊn ®Ò n¶y sinh lμ, lμm thÕ nμo ®Ó x¸c ®Þnh gi¸ trÞ phï hîp nhÊt cña mËt ®é phæ 

cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn ®ang xÐt trong khi kh«ng cã hμm t−¬ng quan thùc, mμ chØ sö 

dông gi¸ trÞ thèng kª cña nã. 

Ta xÐt hμm )(
~ τR , b»ng gi¸ trÞ thùc cña hμm t−¬ng quan )(τR  khi mτ≤τ  vμ b»ng 0 

khi mτ>τ . Hμm nμy cã thÓ xem nh− tÝch cña hμm )(τR  víi hμm )(τλ  

)()()(
~ ττλ=τ RR ,                                                     (11.1.1) 

trong ®ã 







τ>τ
τ≤τ

=τλ
.

,
)(

m

m

  khi   0

 khi   1
                                                 (11.1.2) 

Hμm )(
~ τR  ®−îc cho trªn kh¾p trôc sè thùc. Ta sÏ t×m biÕn ®æi Fourier cña nã vμ 

xem ®ã lμ gi¸ trÞ gÇn ®óng )(
~ ωS  cña mËt ®é phæ )(ωS , tøc lμ tÝnh )(

~ ωS  theo c«ng thøc 


∞

∞−

ωτ−
∞

∞−

ωτ− τττλ
π

=ττ
π

=ω dRedReS ii )()()(
~

)(
~

2

1

2

1
.                            (11.1.3) 

Ta ký hiÖu )(ωS  lμ mËt ®é phæ thùc cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn, tøc biÕn ®æi Fourier 

cña hμm t−¬ng quan thùc )(τR , ký hiÖu )(ωQ  lμ biÕn ®æi Fourier, tøc phæ, cña hμm )(τλ  

ττλ
π

=ω 
∞

∞−

ωτ− deQ i )()(
2

1
.                                             (11.1.4) 

Theo (11.1.3) tÝch )()( ττλ R  lμ biÕn ®æi Fourier cña hμm )(
~ ωS  

ωω=ττλ 
∞

∞−

ωτ dSeR i )(
~

)()( .                                            (11.1.5) 

MÆt kh¸c, ta cã 

=ωωωω=ττλ 
∞

∞−

τω
∞

∞−

τω
2211

21 dQedSeR ii )()()()(  

1221
22 ω








ωωω=  

∞

∞−

∞

∞−

τω+ω ddQeS i )()( )( . 

Khi thay thÕ ω=ω+ω 21  ë tÝch ph©n bªn trong vμ ®æi thø tù lÊy tÝch ph©n, ta ®−îc 
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∞

∞−

∞

∞−

ωτ ω







ωω−ωω=ττλ ddQSeR i   111 )()()()( .                              (11.1.6) 

So s¸nh (11.1.5) vμ (11.1.6) ta nhËn ®−îc mèi liªn hÖ gi÷a mËt ®é phæ thùc )(ωS  vμ 

gi¸ trÞ gÇn ®óng cña nã (11.1.3) 


∞

∞−

ωω−ωω=ω 111 dQSS )()()(
~

.                                           (11.1.7) 

Tõ ®ã thÊy r»ng, )(
~ ωS  chÝnh lμ gi¸ trÞ cña mËt ®é phæ thùc )(ωS  ®−îc lÊy trung 

b×nh theo toμn kho¶ng tÇn víi hμm träng l−îng )( 1ω−ωQ . 

§èi víi hμm )(τλ  d¹ng (11.1.2) phæ )(ωQ  cña nã ®−îc x¸c ®Þnh d−íi d¹ng 


τ

τ−

ωτ−

πω
ωτ

=τ
π

=ω
m

m

mi deQ
sin

)(
2

1
.                                          (11.1.8) 

Nh− vËy, b»ng c¸ch sö dông tÝch (11.1.1) lμm gi¸ trÞ thèng kª cña hμm t−¬ng quan 
trong khi x¸c ®Þnh mËt ®é phæ, chóng ta nhËn ®−îc kh«ng ph¶i mËt ®é phæ thùc )(ωS , 

mμ gi¸ trÞ cña nã ®−îc lμm tr¬n nhê hμm träng l−îng lμ phæ cña hμm )(τλ . Khi ®ã 

ph−¬ng ph¸p lμm tr¬n ®−îc x¸c ®Þnh b»ng c¸ch chän hμm )(τλ . Tõ ®ã n¶y sinh ý t−ëng 

lùa chän hμm )(τλ  sao cho phÐp lμm tr¬n (11.1.7) lμ tèt nhÊt, tøc nã cho gi¸ trÞ )(
~ ωS  gÇn 

nhÊt víi gi¸ trÞ thùc )(ωS . 

Nh− vËy bμi to¸n x¸c ®Þnh mËt ®é phæ cã thÓ ph¸t biÓu d−íi d¹ng sau: Gi¶ sö cã gi¸ 

trÞ thèng kª cña hμm t−¬ng quan )(
~ τR  t¹i T≤τ , ta sÏ t×m gi¸ trÞ thèng kª cña mËt ®é 

phæ )(
~ ωS  theo c«ng thøc 


τ

τ−

ωτ− τττλ
π

=ω
m

m

dReS i )(
~

)()(
~

2

1
                                           (11.1.9) 

víi ®iÒu kiÖn ph¶i chän hμm )(τλ  vμ gi¸ trÞ mτ  sao cho tho¶ m·n mét chØ tiªu tèi −u nμo 

®ã. Hμm )(τλ  ®−îc gäi lμ hμm träng l−îng lμm tr¬n, cßn gi¸ trÞ mτ  gäi lμ ®iÓm c¾t cña 

hμm t−¬ng quan. 

ý nghÜa cña hμm )(τλ  ë chç, nhê nã ng−êi ta lμm tr¬n gi¸ trÞ thèng kª cña hμm 

t−¬ng quan ®Ó tõ ®ã x¸c ®Þnh mËt ®é phæ. Nh− ta ®· thÊy, viÖc chän hμm lμm tr¬n )(τλ  

t−¬ng øng víi sù lμm tr¬n phæ thùc cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn d¹ng (11.1.7) víi hμm 
träng l−îng lμ phæ cña hμm )(τλ . 

§Ó lμm tiªu chuÈn ®¸nh gi¸ ®¹i l−îng )(
~ ωS  vμ chän hμm lμm tr¬n tèi −u )(τλ  cã thÓ 

lÊy sai sè b×nh ph−¬ng trung b×nh )](
~

[ ωη S , x¸c ®Þnh theo c«ng thøc 

[ ] [ ]{ } [ ] [ ])(
~

)(
~

)()(
~

)(
~ ω+ωσ=ω−ω=ωη SbSSSMS 22

2 
2   .                     (11.1.10) 

Trong c«ng thøc nμy ®¹i l−îng 

[ ] [ ][ ]{ } [ ] [ ])(
~

)(
~

)(
~

)(
~

)(
~ ω−ωσ=ω−ω=ωσ SbSSMSMS 22

2 
2                       (11.1.11) 

lμ ph−¬ng sai cña c¸c gi¸ trÞ )(
~ ωS  vμ ®Æc tr−ng cho sù t¶n m¹n cña c¸c gi¸ trÞ thèng kª cña 

mËt ®é phæ xung quanh kú väng to¸n häc cña nã. 

 §¹i l−îng 

[ ] [ ])()(
~

)(
~ ω−ω=ω SSMSb2                                       (11.1.12) 
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®−îc gäi lμ ®é chÖch vμ ®Æc tr−ng cho sù lÖch cña kú väng to¸n häc cña c¸c trÞ sè thèng kª 

)(
~ ωS khái gi¸ trÞ thùc )(ωS . §é chÖch ®Æc tr−ng cho sù hiÖn diÖn cña sai sè hÖ thèng, v× 

nã mμ c¸c gi¸ trÞ )(
~ ωS  sÏ tËp trung kh«ng ph¶i gÇn gi¸ trÞ thùc )(ωS , mμ gÇn mét gi¸ trÞ 

)](
~

[ ωSM  nμo ®ã. 

Tiªu chuÈn kh¸c, nhê ®ã cã thÓ ®¸nh gi¸ ®é chÝnh x¸c cña viÖc x¸c ®Þnh ®¹i l−îng 

)(
~ ωS  vμ chän hμm lμm tr¬n tèi −u )(τλ , lμ sai sè b×nh ph−¬ng trung b×nh tÝch ph©n 

[ ]








ωω−ω=ω 
∞

∞−

dSSMSJ
2

  )()(
~

)(
~

.                                  (11.1.13) 

Bμi to¸n chän hμm lμm tr¬n tèi −u lμ lμm sao víi gi¸ trÞ ®é dμi kho¶ng T  ®· cho, 
ph¶i chän mét hμm )(τλ  lμm cho ®é lín cña tiªu chuÈn ®¸nh gi¸ ®· chän trë thμnh cùc 

tiÓu. NghiÖm cña bμi to¸n nμy phô thuéc nhiÒu vμo d¹ng cña hμm t−¬ng quan thùc )(τR .  

Trong c«ng tr×nh cña E. Parzen [70] ®· nhËn ®−îc nghiÖm bμi to¸n nμy øng víi tiªu 
chuÈn (11.1.13) cho hai d¹ng hμm t−¬ng quan )(τR . 

D¹ng thø nhÊt gåm líp c¸c hμm t−¬ng quan gi¶m theo quy luËt hμm mò víi hÖ sè 

,0>ρ  tøc nh÷ng hμm tho¶ m·n bÊt ®¼ng thøc 
τρ−≤τ eRR 0)( , trong ®ã 0R  lμ mét h»ng sè 

nμo ®ã. 

Ng−êi ta ®· chøng minh ®−îc r»ng ®èi víi nh÷ng hμm t−¬ng quan nh− vËy c¸c hμm 

lμm tr¬n sau lμ tèi −u: 

,
sin

)(,)(,)(
u

u
u

uu

u
=τλ







>
≤−

=τλ
+

=τλ     
1 khi0

1 khi1
    

1

1
    








τ
τ=
m

u , 

vμ mét sè hμm kh¸c n÷a. 

D¹ng thø hai c¸c hμm t−¬ng quan mμ Parzen xÐt lμ líp c¸c hμm gi¶m theo kiÓu ®¹i 

sè, tøc nh÷ng hμm cã d¹ng  r−τ trong ®ã 1<r víi nh÷ng gi¸ trÞ τ  lín. §èi víi c¸c hμm 

d¹ng nμy nh÷ng hμm träng l−îng tèi −u lμm cho sai sè b×nh ph−¬ng trung b×nh tÝch ph©n 

cùc tiÓu cã thÓ lμ nh÷ng hμm d¹ng 

rBu21

1

+
=τλ )( , 

trong ®ã h»ng sè B  ®−îc biÓu diÔn qua hμm t−¬ng quan thùc )(τR . 

Lomnhisky vμ Zaremba [96] ®· chøng minh r»ng hμm träng l−îng tèi −u )(τλ  lμm 

cho sai sè b×nh ph−¬ng trung b×nh tÝch ph©n (11.1.13) cùc tiÓu, cã d¹ng 

[ ])(
~

)(

)(
)(

τ+τ
τ=τλ

RDR

R
2

2

.                                           (11.1.14) 

§iÒu nμy cho thÊy r»ng hμm lμm tr¬n tèi −u )(τλ  phô thuéc vμo hμm t−¬ng quan 

thùc cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn ®−îc kh¶o s¸t vμ do ®ã, kh«ng tån t¹i mét hμm lμm tr¬n 

duy nhÊt ¸p dông cho tÊt c¶ c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn. 

Ngoμi ra, v× khi x¸c ®Þnh thùc nghiÖm c¸c ®Æc tr−ng thèng kª cña qu¸ tr×nh ngÉu 

nhiªn ta ch−a biÕt hμm t−¬ng quan thùc, cßn gi¸ trÞ thèng kª cña nã chØ lμ −íc l−îng gÇn 
®óng, nªn ta kh«ng thÓ sö dông trùc tiÕp c¸c c«ng thøc ®· dÉn ®Ó x¸c ®Þnh hμm )(τλ . 

Nh÷ng c«ng thøc nμy chØ cã thÓ sö dông nh− lμ c«ng thøc ®Þnh h−íng khi chän d¹ng cô 

thÓ cña hμm lμm tr¬n trong c«ng thøc (11.1.9). 
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HiÖn nay c¸c t¸c gi¶ kh¸c nhau ®Ò x−íng nhiÒu d¹ng hμm lμm riªng biÖt cã nh÷ng 

tÝnh chÊt kh¸c nhau, m« t¶ chi tiÕt vÒ c¸c hμm nμy tr×nh bμy trong c¸c c«ng tr×nh [2, 25, 

70, 91−97]. 

Phæ dông nhÊt trong sè ®ã lμ nh÷ng hμm sau: 

1. Hμm Bartlette 







τ>τ
τ≤τ

=τλ
.

,
)(

m

m

  khi0

  khi1
                                            (11.1.15) 

2. Hμm Bartlette biÕn d¹ng 









τ>τ

τ≤τ
τ
τ

−
=τλ

.

,
)(

m

m
m

  khi0

  khi1
                                        (11.1.16) 

3. Hμm Tiukey 







τ>τ

τ≤τ
τ
πτ+−

=τλ
.

,cos
)(

m

m
m

aa

  khi0

  khi221
                               (11.1.17) 

Tiukey ®Ò nghÞ lÊy hÖ sè 230,=a  mμ kh«ng chØ râ lý do chän trÞ sè ®ã. Parzen cho 

biÕt r»ng trÞ sè 250,=a  lμ tèi −u d−íi gãc ®é tiªu chuÈn (11.1.13). 

4. Hμm Hanning 
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τ≤τ
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=τλ
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m
m

  khi0

  khi150
                                (11.1.18) 

5. Hμm Parzen 
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τ
τ

−=τλ
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m
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  khi0

  khi1
                                    (11.1.19) 

víi  1,>q ®Æc biÖt Parzen ®· xÐt hμm nμy víi .2=q  

6. Parzen còng ®· nghiªn cøu hμm d¹ng 











τ>τ

τ≤τ










τ
τ

+=τλ

,

,

)(

m

mq

m

  khi0

  khi

1

1

                                    (11.1.20) 

®èi víi nh÷ng trÞ sè 1=q  vμ .2=q  

7. Hμm Hemming 







τ>τ

τ≤τ
τ
πτ+

=τλ
.

,cos,,
)(

m

m
m

  khi0

  khi460540
                              (11.1.21) 

TÊt c¶ nh÷ng hμm ®· tr×nh bμy lμ tèt nhÊt theo quan ®iÓm tèi −u ho¸ mét tÝnh chÊt 

nμo ®ã trong sè c¸c tÝnh chÊt cña gi¸ trÞ thèng kª cña mËt ®é phæ. 

Khi x¸c ®Þnh gi¸ trÞ thèng kª cña mËt ®é phæ theo c«ng thøc (11.1.9) víi hμm lμm 
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tr¬n )(τλ  ®· chän, gi¸ trÞ nhËn ®−îc sÏ phô thuéc nhiÒu vμo viÖc chän ®¹i l−îng mτ . 

Khi chän ®iÓm c¾t mτ  cña hμm t−¬ng quan cÇn tÝnh ®Õn hai lo¹i sai sè: ®é chÖch cña 

−íc l−îng mËt ®é phæ, xuÊt hiÖn khi c¸c gi¸ trÞ cña ®¹i l−îng mτ  nhá vμ tÝnh biÕn ®éng 

®¸ng kÓ do tËp mÉu cña c¸c gi¸ trÞ )(
~ ωS  t¹i nh÷ng mτ  lín. 

Thùc vËy, trong c«ng thøc (11.1.9), t¹i nh÷ng trÞ sè nhá cña mτ  ta sö dông gi¸ trÞ 

thèng kª cña hμm t−¬ng quan, nã kh«ng kh¸c nhiÒu l¾m so víi gi¸ trÞ thùc, tuy nhiªn ta 

gi¶ thiÕt nã b»ng 0 víi nh÷ng gi¸ trÞ mτ>τ , mμ t¹i ®ã hμm t−¬ng quan cã thÓ rÊt kh¸c 

kh«ng. ChÝnh v× vËy chóng ta ®· m¾c sai sè hÖ thèng g©y nªn ®é chÖch cña −íc l−îng. 

T¨ng mτ  dÉn tíi lμm gi¶m sai sè hÖ thèng nμy, nh−ng khi ®ã trong c«ng thøc (11.1.9), víi 

nh÷ng τ  lín gi¸ trÞ thèng kª )(
~ τR  chóng ta sö dông cã thÓ kh¸c xa so víi gi¸ trÞ thùc 

)(τR . V× lý do ®ã ph−¬ng sai cña −íc l−îng )(
~ ωS  t¨ng lªn, ®Æc biÖt lμ khi kho¶ng ghi thÓ 

hiÖn T  cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn kh«ng lín. 

ý muèn chän ®¹i l−îng mτ  lμm cùc tiÓu c¶ ®é chÖch lÉn ph−¬ng sai cña −íc l−îng 

mËt ®é phæ dÉn tíi sù cÇn thiÕt ph¶i tho¶ m·n hai ®ßi hái m©u thuÉn nhau. 

¶nh h−ëng cña ®¹i l−îng mτ  ®Õn d¹ng cña gi¸ trÞ thèng kª mËt ®é phæ biÓu lé nh− 

sau: T¹i nh÷ng gi¸ trÞ mτ  nhá trªn ®å thÞ )(
~ ωS  c¸c ®Ønh mËt ®é phæ sÏ bÞ lμm tr¬n. Khi 

t¨ng dÇn gi¸ trÞ cña mτ  nh÷ng ®Ønh ®ã dÇn lé râ ra, nh−ng khi tiÕp tôc t¨ng mτ , do sù 

kh¸c nhau gi÷a gi¸ trÞ thèng kª vμ gi¸ trÞ thùc cña hμm t−¬ng quan, ®å thÞ )(
~ ωS  sÏ 

kh«ng ph¶n ¸nh ®Æc ®iÓm cña hμm )(
~ ωS , mμ sÏ tiÕn dÇn tíi thÓ hiÖn cña qu¸ tr×nh ngÉu 

nhiªn mμ tõ ®ã )(
~ τR  ®−îc x¸c ®Þnh. 

11.2. Ph©n tÝch phæ sãng biÓn 

Lý thuyÕt phæ c¸c qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn dõng hiÖn nay ®−îc sö dông réng r·i khi 

ph©n tÝch sãng biÓn. ë ®©y ng−êi ta xem nh÷ng dao ®éng mùc biÓn t¹i ®iÓm x¸c ®Þnh nh− lμ 

hμm ngÉu nhiªn cña thêi gian. Nh÷ng kh¶o s¸t thùc nghiÖm vÒ sãng biÓn cho thÊy: hμm 
ngÉu nhiªn )(tZ  m« t¶ nh÷ng dao ®éng th¼ng ®øng cña mÆt n−íc theo thêi gian t¹i mét 

®iÓm cè ®Þnh so víi mùc trung b×nh, ë mét møc ®é gÇn ®óng nμo ®ã, cã thÓ xem nh− qu¸ 

tr×nh ngÉu nhiªn tùa dõng, cã tÝnh ego®ic. 

Gi¶ ®Þnh r»ng mçi thÓ hiÖn cã thÓ chia thμnh nh÷ng ®o¹n dõng, trong ph¹m vi ®ã 

c¸c ®Æc tr−ng x¸c suÊt gi÷ nguyªn kh«ng ®æi, cßn khi chuyÓn tõ mét ®o¹n dõng nμy sang 

®o¹n dõng kh¸c th× c¸c ®Æc tr−ng x¸c suÊt biÕn ®æi nh¶y vät. TÝnh tùa dõng cña sãng 

thùc còng nh− nh÷ng khã kh¨n kü thuËt trong khi thùc hiÖn nh÷ng ®ît ®o sãng dμi h¹n 

dÉn tíi chç, ®Ó x¸c ®Þnh c¸c ®Æc tr−ng thèng kª buéc ph¶i sö dông mét hoÆc mét sè kh«ng 

nhiÒu c¸c thÓ hiÖn víi ®é dμi h¹n chÕ. 

T−¬ng øng víi gi¶ thiÕt vÒ tÝnh ego®ic, gi¸ trÞ thèng kª cña hμm t−¬ng quan )(
~ τR  

theo mét thÓ hiÖn ®é dμi T  ®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc (6.2.2). 

Sù ph©n tÝch c¸c b¨ng ghi sãng giã æn ®Þnh ë ®¹i d−¬ng, c¸c biÓn vμ hå n−íc ®· cho 

thÊy r»ng c¸c hμm t−¬ng quan cña sãng giã cã thÓ xÊp xØ b»ng biÓu thøc d¹ng 

βτ=τ τα− cos)( DeRz                                                 (11.2.1) 

hay 
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τβτ=τ τγ− BDeRz coscos)( ,                                           (11.2.2) 

trong ®ã  −D ph−¬ng sai cña qu¸ tr×nh,  −β tÇn sè c¸c dao ®éng th¨ng gi¸ng, −B tÇn sè 

nhãm,  −α hÖ sè suy gi¶m néi nhãm cña ®−êng bao hμm t−¬ng quan,  −γ hÖ sè suy gi¶m 

liªn nhãm cña ®−êng bao hμm t−¬ng quan. 

Ta sÏ xÐt ph−¬ng ph¸p x¸c ®Þnh mËt ®é phæ b»ng vÝ dô nghiªn cøu phæ sãng biÓn. ë 

®©y chóng ta sÏ dùa vμo c«ng tr×nh [72].  Víi kiÓu hμm t−¬ng quan ®· chän, mËt ®é phæ 

®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc (11.1.9). §Ó ph©n tÝch ¶nh h−ëng cña ®¹i l−îng mτ  tr−íc tiªn 

ta chän hμm lμm tr¬n )(τλ  lμ hμm Bartlette (11.1.15). Khi ®ã c«ng thøc (11.1.9) ®èi víi qu¸ 

tr×nh ngÉu nhiªn thùc )(tZ  cã thÓ viÕt l¹i d−íi d¹ng 


τ

τωττ
π

=ω
m

dRS zz

0

1
cos)()(

~
.                                         (11.2.3) 

ThÕ hμm t−¬ng quan (11.2.1) vμo (11.2.3) vμ lÊy tÝch ph©n, ta nhËn ®−îc 
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)sin()()cos(

2 ωβα
τωβωβτωβα

π

ατ
mmDe

 





ω−β+α
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22 )(

)sin()()cos( mm                                (11.2.4) 

Nh− ®· chØ ra trong ch−¬ng 3, sè h¹ng thø nhÊt cña (11.2.4) lμ mËt ®é phæ thùc, 

øng víi hμm t−¬ng quan (11.2.1). Do ®ã, sè h¹ng thø hai biÓu thÞ ®é chÖch hÖ thèng cña 

®¹i l−îng )(
~ ωS . §é chÖch nμy, nh− ®· thÊy tõ (11.2.4), gi¶m dÇn khi mτ  t¨ng. 

Nh− vËy nÕu hμm t−¬ng quan x¸c ®Þnh kh«ng cã sai sè, th× mτ  ph¶i sao cho biÓu 

thøc trong dÊu ngoÆc nhän cña c«ng thøc (11.2.4) kh«ng ¶nh h−ëng ®¸ng kÓ ®Õn ®¹i 

l−îng )(
~ ωS . 

Sù ¶nh h−ëng nμy cña ®¹i l−îng mτ  ph¶n ¸nh trªn h×nh 11.1, ë ®ã biÓu diÔn c¸c ®å 

thÞ mËt ®é phæ tÝnh theo c«ng thøc (11.2.4) víi 1=D ; 10,=α ; 6440,=β  vμ c¸c gi¸ trÞ 

37,=τm  gi©y (®−êng liÒn nÐt) vμ 1000=τm  gi©y (®−êng g¹ch nèi). 

§Ó lμm râ tÝnh biÕn ®éng do tËp mÉu cña c¸c gi¸ trÞ thèng kª cña mËt ®é phæ v× 
thay thÕ hμm t−¬ng quan thùc )(τR  trong c«ng thøc (11.2.3) b»ng gi¸ trÞ thèng kª cña nã 

)(
~ τR , trªn h×nh 11.2 dÉn ra c¸c gi¸ trÞ )(

~ ωS  nhËn ®−îc theo chuçi c¸c trÞ sè )(
~ τR  tÝnh 

theo nh÷ng ®o¹n thÓ hiÖn dμi 20 phót cña sãng biÓn æn ®Þnh. §¹i l−îng mτ  ®−îc chÊp 

nhËn lÊy b»ng 112 gi©y. 
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H×nh 11.1 

 

H×nh 11.2 
 

H×nh 11.3 

Trªn h×nh 11.2 thÊy râ c¸c ®å thÞ hμm )(
~ ωS  rÊt kh¸c nhau. Sù t¶n m¹n nμy lμ do 

®· chän gi¸ trÞ mτ  lín mμ víi gi¸ trÞ ®ã, sù t¶n m¹n cña c¸c gi¸ trÞ thèng kª cña hμm 

t−¬ng quan )(
~ τR  biÓu lé rÊt m¹nh. 

C¸c h×nh 11.1 vμ 11.2 cho thÊy r»ng khi chän gi¸ trÞ mτ  cÇn ph¶i: mét mÆt lÊy ®ñ 

lín ®Ó kh«ng x¶y ra sù chÖch, mÆt kh¸c nã ph¶i n»m trong miÒn c¸c gi¸ trÞ cña ®èi sè τ , 

t¹i ®ã ch−a biÓu lé râ sù t¶n m¹n cña c¸c gi¸ trÞ thèng kª cña hμm t−¬ng quan. Sù tho¶ 

hiÖp hai ®ßi hái m©u thuÉn nμy cã thÓ thùc hiÖn b»ng c¸ch thay ®æi c¸c tham sè T  vμ mτ  

nÕu  kho¶ng dõng cña qu¸ tr×nh ngÉu nhiªn ®ñ lín. Cßn nÕu nh− kho¶ng dõng cña qu¸ 

tr×nh kh«ng cho phÐp t¨ng ®¸ng kÓ ®é dμi thÓ hiÖn, trªn ®ã x¸c ®Þnh c¸c ®Æc tr−ng thèng 
kª, th× lóc ®ã viÖc chän hμm lμm tr¬n )(τλ  cã vai trß quan träng. Trªn h×nh 11.3 dÉn ra 

c¸c gi¸ trÞ mËt ®é phæ sãng giã )(
~ ωS  tÝnh theo c«ng thøc (11.1.9) víi hμm träng l−îng 

Hemming (11.1.21) (®−êng cong 1), vμ víi hμm träng l−îng Bartlette (11.1.15) (®−êng 

cong 2). 

§é dμi thÓ hiÖn cña b¨ng ghi sãng T  b»ng 30 phót. §−êng cong 1 tÝnh víi gi¸ trÞ 

cña mτ  lín, Tm  10,=τ , t−¬ng øng víi sù t¶n m¹n ®¸ng kÓ cña ®¹i l−îng )(
~ τR , ®−êng cong 

2 − víi mτ  nhá, thuéc miÒn tin cËy cña ®¹i l−îng )(
~ τR . Nh− ta thÊy tõ h×nh 11.3, ®−êng 

cong 2 cho nh÷ng gi¸ trÞ lμm tr¬n cña mËt ®é phæ. 

Tμi liÖu tham kh¶o 

PhÇn 1 
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