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LOI GIGI THIEU

Ly thuyét xac suat va toan hoc théng ké néi chung va ly thuyét cac ham ngau nhién néi
riéng 1a cong cu toan hoc quan trong dugc st dung rat rong rai va hiéu qua trong cac khoa
hoc khi tugng, thuy vian va hai duong hoc.

Trong chuong trinh dao tao chuyén nganh khi tugng, thuy vén va hai duong hoc viéc
ting dung cac phuong phap théng ké va 1y thuyét cac qua trinh ngau nhién c6 mit trong
nhiéu mén hoc va thé hién duéi nhiing hinh thiic khac nhau. Tuy nhién, cho dén nay & nudc
ta chua c6 mot tai liéu giang day dung chuyén cho nganh khi tugng thiy van, trong d6 nhiing
co s6 cua ly thuyét xac suit, toan hoc théng ké dudc trinh bay diy du, hé théng nhung dé
hiéu d6i v6i trinh d6 toan tuong tng ciia nhiing sinh vién nhém nganh nay.

Cuén “Co s6 1y thuyét ham ngiu nhién va ting dung trong khi tugng thuy van” cia D. 1.
Kazakevits, nguoi da tiing gidng day toan hoc cao cap va ly thuyét xac sudt thong ké nhiéu
nam tai Truong dai hoc khi tuong thuy van Léningrat, to ra dap ting t6t nhat nhiing yéu cau
trén day. Ngoai ra, tac gia cudn gido trinh nay ciing am hiéu va c6 cong téng quan nhiing tng
dung céng cu ctia Iy thuyét ham ngau nhién trong nghién ctiu khi tugng, thiy vin, hai duong
hoc, chi ra trong nhiing van dé nao va khi nao nhiing phuong phap nay ap dung sé& hop 1y va
hiéu qua, nhiing dic thu khi thao tac véi nhiing dii liéu khi tugng thiy van trong khi tinh
toan... Nhu vay cuén sach vita cé tinh chat gido khoa vita 14 mét chuyén khao rat cé6 ich
khong nhiing cho sinh vién trong hoc tap ma con 1a tai liéu tham khdao cho nghién ctiu sinh
va nhiing ngudi nghién ctiu. Hoi dong khoa hoc cia Khoa Khi tugng thuy van va hai duong
hoc quyét dinh dich nguyén ban cudén sach nay lam gido trinh giang day mén hoc “Ly thuyét
cic qua trinh ngau nhién” cia chuyén nganh nay trong Truong dai hoc khoa hoc tu nhién.

Ban dich chic chén sé con nhiing thiéu sét lién quan dén dich thuat va in 4n. R4t mong
dugc cac thay gido va ban doc gép .

Nhitng nguoi dich



LGl NOI PAU

Trong hai chuc nam gan day ngudi ta thdy réng cac cong cu toan hoc vé ly thuyét
ham ngau nhién dudc st dung rong rai trong khi tugng hoc va thuy vin hoc. Co sd cua diéu
nay la ¥ tudng xem xét cac gia tri ttic thoi ghi dude ciia cac qua trinh va cac truong khong
gian khi tugng thuy van nhu nhiing thé hién riéng biét ciia mét qua trinh ngiu nhién hay
mot truong ngiu nhién nao d6. Cach tiép can nhu vay cho phép khong can xét nhiing dic
diém cta cac gia tri tic thoi riéng ré cia trudng khi tugng thuy van véi méi phu thude vao
toa d6 khéng gian va bién trinh thoi gian rat phic tap va khéng rd nét va chuyén sang
nghién ctu mot s6 tinh chit trung binh cta tap hdp thong ké cac thé hién tng véi mot tap
cac diéu kién bén ngoai cu thé nao doé.

Quan diém ly thuyét xac sudt nghién ctu cac hién tugng trong khi tuong va thuy
vin hoc c6 st dung coéng cu 1y thuyét ham ngiu nhién t6 ra rat hiéu qua trong cac linh
vuc: 1y thuyét réi, khi xay dung cac phuong phap du bao thdi tiét han dai, phan tich
khéach quan céac truong khi tugng, danh gia tinh dai dién cta s6 liéu quan tréc, @6 chinh
x4c cua cac dung cu do, giai quyét cic van dé hgp 1y hoa su phan bé mang luéi tram khi
tudng, xay dung cac phuong phap du bao dong chay séng va cic dic trung khi tugng thuy
van, ciing nhu trong nhiéu van dé khac.

Déng gép to 16n vao huéng nay 1a cac cong trinh dit nén méng cua A.N. Kolmogorov
cling nhu cac két qua nghién cttu ciia A.M. Obukhov, A.S. Monin, A.M. Iaglom, M.I. Tudin,
L.S. Gandin, N.A. Bagrov, O.A. Drozdov, E.P. Borisenkov, N.A. Kartvelishvili, I.M.
Alekhin va cac nha khoa hoc khi tugng thuy vén hang dau ctia nudc ta.

T d6 dAn dén phai md rong gido trinh 1y thuyét xac suit trong cac truong khi
tugng thuy vén va dua ra nhiing khoa chuyén dé vé co sé 1y thuyét cAc ham ngiu nhién
va diéu nay dugc thuc hién lan dau tién vao nam 1961 tai Trudng khi tudng thuy van
Leningrat.

Cudn sach nay dudc viét trén co s gido trinh vé 1y thuyét ham ngau nhién ma tac
gia da giang day trong nhiéu nidm cho sinh vién chuyén nganh du béo thdi tiét bing
phuong phap s6 tri cia Truong khi tugng thuy vin Leningrat, va 1a gido trinh hoc tap
cho sinh vién va nghién ctiu sinh cac trudng dai hoc khi tugng thuy vin va cic khoa
tuong ting trong cac truong dai hoc téng hgp ciing nhu cho rong rai cac chuyén gia khi
tugng thuy vin. Cudn sach ciing c6 thé duge stt dung nhu 14 tai liéu hoc tap cho sinh vién
va k¥ su cac chuyén nganh khac quan tAm dén ly thuyét ham ngau nhién va tng dung
cua no.

Ly do bién soan mot cuén sach nhu vay xuat phat tit chd hién nay chua cé cac tai liéu
giso khoa vé 1y thuyét ham ngiu nhién dap ting mot cach day dia nhu cau cta cac chuyén
gia va sinh vién nganh khi tugng thuy vin. Hon niia, sy thAm nh4p ngay cang ting cua ly
thuyét ham ngau nhién vao khi tugng hoc va thuy vin hoc ddi hdi cac chuyén gia khi
tugng, thuy van phai nhanh chéng va chu dong chiém linh né.

Ly thuyét cac ham nglu nhién, mét bo phan cta ly thuyét xac suét, da phat trién
nhanh chéng trong may thap nién gan day va dugc ting dung rat réong rai trong nhiéu
linh vuc khoa hoc va ky thuat. Truée hét phai ké dén céac tng dung cta ly thuyét ham
ngiu nhién trong k¥ thuat vo tuyén, dic biét trong 1y thuyét diéu khién tu déng ma cac
nhu ciu cta ching, d&n lugt minh, lai thic ddy su phat trién cta chinh 1y thuyét nay. Su
ting dung rong rai cua ly thuyét ham ngiu nhién trong khi tuong thuy véin muoén hon



mot chit. Do d6 hién nay c6 hai loai gido trinh vé Iy thuyét ham ngau nhién.

Tai liéu loai thi nhat trinh bay chit ché 1y thuyét qua trinh xac suat dua trén nén
toan hoc ¢ trinh do cao (thi du nhu J. Dub "Céc qua trinh xac suit", I. A. Rozanov "Céac
qua trinh ngiu nhién ding"). Nhiing cudn sach nay dung cho cac chuyén gia vé toan nén
rat khoé doi véi sinh vién cac truong khi tugng thuy van ciing nhu dé6i véi cac k§ su chua
dugc trang bi toan hoc day du. Loai tht hai 1a cac chuyén khao va sach gido khoa trong
d6 trinh bay co s6 1y thuyét ham ngiu nhién tuong t@ng véi nhu cau cua ly thuyét diéu
khién tu dong va k§ thuat vo tuyén. Viéc st dung cac sach loai nay d6i véi cac chuyén gia
khi tuong thuy vin bi khé khén vi trong d6 1y thuyét ham ngau nhién va cac phuong
phap cua ly thuyét diéu khién tu dong hay k§ thuat vo tuyén gin chit véi nhau, kho tach
biét ra dudc. Ngoai ra, 6 day chua phan anh dudc nhiing khia canh hét stic quan trong
khi ting dung 1y thuyét nay vao khi tugng thuy vin hoc.

Cuén sach nay nham nhiing doc gia v6i kién thic toan duge trang bi 6 mic gido
trinh toan cao c4p danh cac truong dai hoc chuyén nganh khi tugng thuy vian. Trong khi
trinh bay, néu budc phai dung dén nhiing phuong phap va khai niém it quen thudc, thi
ching sé duge dién giai mot cach ngin gon (vi du, mot s6 dan lidu tix 1y thuyét cac
phuong trinh tich phan, mot vai khai niém cta dai s6 tuyén tinh, ham delta v.v...).

Vi mot s6 chuyén gia khi tugng thuy van chua c6 di kién thtc vé ly thuyét xac
suit, trong chuong 1 sé& khai quat nhiing mot s6 kién thic co ban ti Iy thuyét xac suat
ma sau nay dung dén khi trinh bay 1y thuyét ham ngau nhién. Viéc trinh bay chi tiét cac
van dé nay da c6 trong cac sach gido khoa vé 1y thuyét xac suit, chdng han trong cuén
gido trinh néi tiéng ctia E.S. Ventxel [4]. Déc gia nao da quen véi 1y thuyét xac sudt co
thé b qua chuong nay.

No6i dung trinh bay trong sach khong nham bao quat day da ly thuyét ham ngiu
nhién, ma chu yéu chi xét nhiing khia canh nao cta ly thuyét c6 ting dung rong rai trong
khi tugng thuy van hoc. Ngoai ra, tic gid chu yéu tap trung trinh bay sao cho don gian
va dé& hiéu, khong bi g0 b6 bdi yéu cau vé su chit ché toan dién vé mat toan hoc.

Cudn sach gom hai phan. Phan tht nhat trinh bay co sé 1y thuyét ham ngiu nhién,
trong d6 bén canh viéc xét cac qua trinh ngiu nhién mot chiéu, da chd y nhiéu dén cac
truong ngau nhién khéng gian. Phan tht hai xét mdt s6 bai toan khi tugng, thuy van
dugce giai bang cac phuong phap cta ly thuyét ham ngiu nhién. Tuy nhién hoan toan
khong dit ra muc tiéu tong quan hé théng tit ca nhiing cong trinh nghién ciu giai da
quyét cac bai toan khi tuong thuy van bang phuong phap 1y thuyét ham ngiu nhién.
Nhiing téng quan nhu vay vé tng dung ly thuyét ham ngdu nhién trong khi tugng thuy
van c¢6 thé tim thiy trong nhiéu cong trinh clia cac tac gia trong va ngoai nudc [5,18,20,
14,45,9,57...].

Trong cudn sach nay chi lua chon mét s6 bai toan khi tugng va thuy vin tiéu biéu
cho phép minh hoa su ting dung cac phuong phap co ban cta ly thuyét ham ngiu nhién
da trinh bay trong phin dau cia cuén sach. Va & day tap trung chu yéu vao cac van dé
phuong phap luan.

Tac gia hy vong cudn sach sé giip dong dao cac nha khi tugng thuy vin linh hoi
nhiing ¥ tuéng va phuong phap co ban ctaa 1y thuyét cac ham ngau nhién va dng dung
chiing vao thuc tién ctia khi tugng thiy van hoc.

Tac gia xin bay t6 long biét on t6i N.A. Bagrov, O.A. Drozdov va M.I. Iudin da c6
nhiing gép ¥ quy gia vé ndi dung va ciu tric cudn sach. Tac gia dic biét cam on L.S.
Gandin d& doc toan van ban thao va néu ra nhiéu nhan xét giip tac gia luu y khi chudn
bi xu4t ban.



PHAN 1 - CO SO LY THUYET HAM NGAU NHIEN

CHUONG 1: MOT SO KHAI NIEM CO BAN CUA LY THUYET XAC SUAT

1.1. Dai luong ngau nhién va ludt phan bé

Pai luong ngiu nhién 14 dai lugng ma khi tién hanh mot loat phép thi trong cung
mét diéu kién nhu nhau c¢6 thé méi 14n nhan duge gia tri nay hoic gia tri khac hoan toan
khoéng biét trudc dude.

Ngudi ta chia dai lugng ngiu nhién thanh hai dang 1a dai lugng ngau nhién roi rac
va dai lugng ngiu nhién lién tuc. Pai lugng ngau nhién roi rac 1a dai luong ngau nhién
ma moi gia tri c6 thé ctia né c6 thé liét ké ra dugc, tic 1a c6 thé danh s6 thi tu bing tap
s6 tu nhién. Con dai lugng ngau nhién lién tuc la dai lugng ngau nhién ma moi gia tri c6
thé ctia né phu ddy mét doan cta truc s6, va do d6 khong thé danh sé dude.

Vi du vé dai lugng nglu nhién roi rac 1a s6 diém khi gieo con xic xéc. Pai lugng
ngiu nhién nay véi mdi 1an thi nghiém cé thé nhan mét trong sau gia tri: 1, 2, 3, 4, 5
hoac 6.

Pai lugng nglu nhién sé dudc xem 14 rdi rac néu né c¢6 thé nhan hoic chi cac s6
nguyén, hoic chi céc s6 hiiu ty. Khi d6 tap cac gia tri c6 thé cua dai lugng ngdu nhién 1a
vO han.

Dai lugng ngiu nhién lién tuc 1a dai lugng ngau nhién ma trong két qua thi nghiém
c6 thé nhan bat ky gia tri s6 thuc nao trén mét khoang hodc mot vai khoang nao dé. Vi
du nhiét @6 khong khi, ap suit khong khi hoéc d6 léch ctia ching so véi trung binh chuén
nhiéu ndm, cac thanh phan cta vecto van tdc gié ¢ thé coi 1a dai lugng ngiu nhién lién
tuc.

Sai s6 cta cac dung cu do c6 thé xem 1a dai lugng ngiu nhién. Thong thudng, cac
sai s0 nay sé 1a dai luong ngau nhién dang lién tuc. Ta qui uéc ky hiéu cac dai lugng
ngiu nhién bing céc chii hoa: A, B, C, X, Y... con cac gia tri c6 thé cia chung la céc chii
in thuong tuong ting: a, b, ¢, X, y...

Gia st dai lugng ngdu nhién rdi rac X c¢6 thé nhan cac gia tri x, X,..., X, V0l Xac
Sué-/t P1; P2s---5 Pn-

Khi da liét ké duge moi gia tri ma dai lugng ngdu nhién cé thé c6 va cho trude xac
sudt ma mdi gia tri cia né nhan, ta hoan toan xac dinh dudc dai lugng ngau nhién doé.

Hé thtc xac 1ap mdi lién hé gitia cac gia tri c6 thé cua dai lugng ngiu nhién va xac
suit tuong ing cta ching goi la luat phan bé ctia dai lugng ngau nhién.

Pé6i véi dai lugng nglu nhién roi rac, luat phan bd c6 thé cho duéi dang bang ma
mét hang 1 cac gia tri c6 thé c6 cia dai lugng ngiu nhién x;, va mot hang khéc 1a xéc
suat tuong Gng p;.



X1X2X3- . -Xn

PiP2P3---Pn

Khi d6 s6 lugng cac gia tri c¢6 thé cta dai lugng ngAu nhién cé thé 1a hitu han hodc
v6 han, con téng cic xac sudt ¢ hang thia hai ctia bang, gidng nhu téng cic xac suit cla
nhém day du cac sy kién xung khéc, bing 1.

2p;=1.

Dé6i v6i dai lugng nglu nhién lién tuc khong thé lap bang tuong tu nhu vay, vi
khong thé liét ké dudgc cic gié tri ctia né. Ngoai ra, nhu ching ta c6 thé thay sau nay, xac
sudt dé cho dai lugng nglu nhién lién tuc nhan mét gia tri cu thé bang khéng, méic du
khi d6 xac sudt ma né nhan mot gia tri bat ky trong khoang v6 ciing bé xung quanh gia
tri d6 khac khong.

Dé dac trung diy du cho dai lugng ngu nhién, ca loai roi rac 1an loai lién tuc,
nguoi ta st dung luat phan bé tich phan, cling con goi 1a ham phan bé.

Luat phan b6 tich phan F(x) cua dai lugng ngiu nhién X dugdc dinh nghia 1a xac
suét dé cho dai lugng ngiu nhién X nhén gia tri nhé hon mot s§ x nao do:

F(x) = P(X<x), (1.1.1)
¢ day P(X<x) 1a ky hiéu xac suit cua su kién X<x.

Néu xem dai lugng ngdu nhién X nhu 1a vi tri cta diém trén truc s6, thi gia tri cta
ham F(x) c6 nghia 1a xac suét dé diém nay ndm bén trai diém x. Su 1y giai hinh hoc nhu
vay lam rd cac tinh chat sau day ciia ham phan bé:

1) F(x) 1a ham khéng gidm theo d6i s6, c6 nghia véi x,>x, thi F(x,)>F(x,);

2) F(—=) = 0 nhu 1a x4c suit cua su kién bat kha;

3) F(+e) = 1 nhu la x4c suit ctia sy kién tat yéu.

Déi véi dai lugng ngdu nhién roi rac gia tri ham phan bo F(x) 1a tong xac sudt p; cia
moi gia tri c6 thé x; nhd hon x, ttc 1a:

FOO=Y P(X=x) (1.1.2)
Xi<X

iz} AFX)

N S
e m—————— = —
4= === — == i
=
e — — —— — | | :
G e e T

a | I 1 | L | r———

! z 3 L L] ) a > X
0 o B
Hinh 1.1
Hinh 1.2

Tt d6 thay rang, do thi ham phan bd ctia dai lugng ngau nhién roi rac 1a dudng bac
thang c6 cac diém gian doan tai x;, va gia tri d6t bién & cac diém d6 bing p; = P(X=x)).

Trén hinh 1.1 d&n d6 thi ham phan bé dai lugng ngiu nhién 1a s6 diém xudt hién
khi gieo con xtdc xdc. Trong truong hgp nay mdi mét gia tri trong sé cac gia tri tit 1 dén 6



tuong tng véi cung xac suat p=1/6.

D6 thi ham phéan b dai lugng nglu nhién lién tuc ma cic gia tri c6 thé caa né 1ap
didy mot khoang [a, b] ndo d6 thudng 1a mot duong cong lién tuc tang tit 0 dén 1 (hinh
1.2).

Tuy nhién, c6 thé dua ra nhiing vi du vé dai lugng ngdu nhién ma gié tri c6 thé ctua
né6 18p diy hoan toan moét khodng nao d6, nhung d6 thi ham phan bé lai c6 diém gian
doan. Dai lugng ngau nhién nhu vay goi la dai lugng ngiu nhién dang hén hgp. Dai
lugng ngAu nhién dang hén hgp trén thuc t& hiém khi gép.

Sau nay ta sé& goi dai lugng ngau nhién ma ham phan bé ctia né lién tuc va kha vi
1a dai lugng ngau nhién lién tuc.

Khi da biét ham phan bé c¢6 thé xac dinh dudc xac sudt dé dai lugng ngiu nhién
nhan gi4 tri trong khoang cho truéc.

Ta hiay xac dinh xac suit P(a < X <b) 14 x4c suat ma dai lugng ngau nhién X nhan
gia tri 16n hon hoéc bang a va nhd hon b.

Xéc sudt P(X<b) dé cho dai lugng ngdu nhién nhan gia tri nhd hon b c¢6 thé coi nhu
téng x4c sudt cua hai su kién xung khéc

P(X<b) = P(X<a) + P(a < X <b). (1.1.3

Tu do:

P(a < X <b) = P(X<b) — P(X<a) = F(b) - F(a). (1.1.4)

Nhu vay, xac suidt ma dai lugng ngiu nhién nhan gia tri trong khoang cho trudc,
hoic nhu ngudi ta thudng néi 1a dai lugng ngiu nhién roi vao khoang cho truée, bang s6
gia ham phan b6 trén khoang do6.

Bay gio ta xét dai lugng ngau nhién lién tuc X va thu hep khoang, cho b tién dén a.
Khi d6 do tinh lién tuc ciia ham phan bd, F(b) sé tién dén F(a). Nhu vay, khi 14y giéi han
ddng thic (1.1.4) vé trai cho xac suét dai luong ngiu nhién X nhan gia tri a, con vé& phai
dan dén 0. R6 rang, d6i véi dai lugng nghu nhién lién tuc xac sudt nhan mot gia tri cu thé
b4t ky nao dé bang 0.

Déi véi dai lugng nglu nhién lién tuc c6 thé viét cong thiic (1.1.4) dé tinh x4c suét
roi vao mot khoang cua dai lugng ngu nhién duéi dang

P(a <X <b) = F(a) — F(b) (1.1.5)

D061 véi dai lugng ngau nhién lién tuc, hAm phan bé caa né lién tuc va kha vi, nén
6 thé st dung dao ham ctia ham phéan bd véi tu cach 1a luat phan bd, duge ky hiéu bing
f(x)

F(x + Ax) — F(x)

f(0)=F(x)= lim > (1.1.6)

va goi dudc 1a luat phan bé vi phan hay 1a mat doé phan bo.

Mat d6 phan b6 1a dao ham ctia ham khong giam F(x) nén né 12 ham khong am, tic
la f(x) > 0 v6i moi x.

Biéu dién ham phan bd F(x) qua mat d6 phan bs f(x) rdi 14y tich phan ding thic
(1.1.6) trong khoang ti —e dén x, ta nhan dudc
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[f(x)dx = F(x) - F(—o) 1.1.7)
Vi F(—~)= 0, nén:

X
F(x)= [f(x)dx (1.1.8)

Tt cac cong thic (1.1.6) va (1.1.8) ta thdy réang ham phan bd va mat d6 phan bd
biéu dién duge qua nhau va do d6 d6i véi dai lugng nglu nhién lién tuc chi cAn mot trong
hai ham phéan b8 hodc ham mat d6 1a du dé dac trung cho né.

Ta hay biéu dién xac suit roi cua dai lugng nglu nhién vao khoang cho truée (a,b)
qua mat do phan bo.

St dung (1.1.5) va (1.1.8), ta dudc:

b a b
P(a<X<b)=F(b)-F(a)= [ f(x)dx— [ f(x)dx=[f(x)dx.  (1.1.9)

Tt d6 thay réang, xac suit rdi cua dai lugng ngau nhién trong khoang (a,b) cho truse
bing dién tich hinh thang cong gi6i han bdi d6 thi ham f(x) (dudc goi la dudng cong phan
b6), truc 0x va cac dudng thing x=a, x=b (hinh 1.3).

Gia st trong (1.1.9) dat a = —eo va b = +oo, ta nhan dugc:

P(—e0 < X <4e0) =1= [f(x)dx, (1.1.10)
ttc 12 tong dién tich ndm dudi dudng cong phan bd bang 1.
e
A
z = [ =l —>
Hinh 1.3

Dé tich phan xac dinh trong (1.1.10) hoi tu, diéu kién can la
lim f(x)=0

X—>—o00

va lim f(x) = 0, ¢6 nghia 12 trong trudng hop dai lugng nglu nhién X c¢6 thé nhan cac
X—>+oo

gia tri trong khoang v6 han thi truc Ox phai 14 tiém can ctia dudng cong phan bd vé ca hai

huéng.
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Ta 14y mét diém x tuy ¥ va moét doan phan ti dx k& can né (xem hinh 1.3). Pai
lugng f(x)dx goi 1a xac sudt phan ti, véi d6 chinh xac dén vo cting bé bac cao hon, né xac
dinh x4c sudt roi ctia dai lugng ngau nhién trén doan phan ti dé.

1.2. Cdc ddc trung sé ctia dai luong ngau nhién

Luat phan bd ctia dai lugng ngau nhién la dic trung day da nhat ctia né. Tuy
nhién, khéng phai lic nao cting ¢6 thé xac dinh dugde luat phan bd, théng thusng ngudi
ta chi st dung mét s6 déc trung s biéu thi nhiing nét cd ban ctia dudng cong phan bé cta
dai lugng ngau nhién. D6 1a cAc mémen phan bé véi bac khac nhau.

Momen géc bac k m,[X] cta dai lugng ngdu nhién rdi rac X 14 téng dang:

m [X]= in(pi (1.2.1)

v6i x; 1& cac gia tri c6 thé cta dai lugng nglu nhién, con p; 1a xac sudt tuong tng cta
ching.

Déi v6i dai lugng nglu nhién lién tuc phép 18y tong theo cac gia tri roi rac x; dude
thay bang phép 14y tich phan theo toan bd cac gia tri ctia d6i s6 lién tuc x. Khi d6 xéac
suat p; dudc thay bang xac suat phan ti f(x)dx.

Nhu vay, d6i véi dai lugng ngiu nhién lién tuc:

m [X]= [x"f(x)dx (1.2.2)

— 00

Momen goc bac nhat m,[X] 14 ky vong toan hoc cua dai lugng ngau nhién X va dudgc
ky hidu 1a M[X] hoic m,.

D061 véi dai lugng ngau nhién roi rac:

i
D61 véi dai lugng nglu nhién lién tuc:
M[X]= [xf(x)dx (1.2.4)
Moémen goc bac k 1a ky vong toan hoc cua dai lugng ngiu nhién luy thua k, ttc la:
m,[X] = M[X¥] (1.2.5)
Do léch cua dai lugng ngau nhién X khdi ky vong toan hoc cia né dude goi la dai
(6]

lugng ngiu nhién qui tAm va ky hiéu bsi X

(0]

X =X-m, (1.2.6)

Moémen trung tAm bac k w[X] ctia dai lugng ngau nhién X 12 mémen géc bac k caa
dai lugng ngau nhién qui tam:

o o
WIX] = my[ X1 =M[ X5 = M[(X-m,)"]. (1.2.7)

Momen trung tam bac k 1a ky vong toan hoc ctia dai lugng ngau nhién qui tam luy

12



thua k.

Do1 véi dai lugng ngau nhién roi rac:

M[X]=>(x; —m,)*p; (1.2.8)
i
D61 véi dai lugng ngau nhién lién tuc:
W [X]= [(x —m,)*f(x)dx (1.2.9)

Moémen trung tAm bac nhat luén luén bang khong. That vay, déi véi dai luong ngau
nhién lién tuc:

Ky [X] = M[X - mx] = J.(X —my )f(X)dX =

— 00

= ofxf(x)dx —m, off(x)dx =m, —m, =0

D61 véi dai lugng ngau nhién roi rac:

HI[X]:Z(Xi _mx)pi :inpi _mxzpi =m, —my =0
i i i

Cac moémen goc 1a cAc mdmen cua duong cong phin bd so véi truc tung. Mémen
trung tAm 12 moémen cta dudng cong phan bd so véi truc di qua trong tAm ctiia duong
cong do.

Momen trung tdm bac hai dugc goi 1a phuong sai cua dai lugng ngau nhién va ky
hiéu la D[X] hay D,.

D, = w,[X] = M[(X-m,)?] (1.2.10)

Phuong sai 1a ky vong toan hoc ctia binh phuong do6 léch cua dai lugng ngau nhién
khoi ky vong toan hoc cua no.

D61 vé6i dai lugng ngau nhién roi rac:

2
D[X]=>(x; —m,)p; (1.2.11)
i
D61 véi dai lugng ngau nhién lién tuc:

D[X]= T(x —m, )*f(x)dx (1.2.12)

Phuong sai ctiia dai lugng ngau nhién 1a déc trung cho su phan tan, tan man cua
dai lugng ngau nhién xung quanh ky vong toan hoc. Phuong sai c6 thi nguyén la binh
phuong tht nguyén cta dai lugng nglu nhién. Dé c¢6 duge dic trung phin tan cung thi
nguyén véi dai luong ngiu nhién ngudi ta st dung do léch binh phuong trung binh, béng

can bac hai cia phuong sai va duge ky hiéu 1a 6[ X] hoic o,, o, = Dy .

X

Mbémen trung tAm bac ba dung dé dic trung cho tinh bat d6i xiing ciia phan bé.
Néu duong cong phan b 1a déi xting d61 v6i ky vong toan hoc thi moi mémen trung tam
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bac 18 bang khong. Thuc vay, vi du d6i véi dai lugng ngau nhién lién tuc, ti (1.2.9) ta cé:

oo

Mon[X]= [(x—m)* ' f(x)dx.

— 00

Thay bién y = x — m, trong tich phan, khi dé:

oo 0 oo
Woen[X]= [yf(y+mdy= [yf(y+m,)dy+ [yf(y+m,)dy.

—oo —oo 0

Trong tich phan diu tién, khi thay y = —z, ta dugc:

Wy [X]==[zf(m, —z)dz+ [yf(y +m, )dy=
0 0

=—J‘Xf(mx —X)dx+jxf(x+mx)dx=0
0 0

vi ham f(x) d61 xting do1 v6i my:
f(m, +x) = f(m,—x)
Dé dic trung cho tinh b4t déi xting, ngudi ta chon mot moémen diu tién trong sé
nhiing mémen trung tadm bac 1é khac khong, tic 14 w,. Ngoai ra, dé ¢6 mot dai lugng vo

thi nguyén dic trung cho tinh bat d61 xiing cia phan bo, nguoi ta dung dai lugng:

S=E%, (1.2.13)
o

goi l1a hé s6 bat doi xting.
Moémen trung tdm bac bén dic trung cho su nhon ctia dinh, sy déc ding ctia dudng
cong phan b6, dic trung d6 goi 1a d6 nhon va duge xac dinh theo cong thic:

Ezgi—3. (1.2.14)

Déi véi loai phan bd thudng gép 1a phan bé chuén, nhu sé thiy trong muc 1.5, /o,
= 3, ¢6 nghia 1a E=0.

Déi v6i cac dudng cong phan bd nhon hon dudng cong phan bé chuan thi E > 0; con
tt hon thi E <0 (hinh 1.4).

)
£>d
=0
E<0
[ — a
Hinh 1.4

Giiia mdmen géc va mdmen trung tAm c6 quan hé sau:

14



He = my— m,?,
U= my; —3m;m, + 2m,’,
M4 = m4 - 4m3m1 + 61’1121’1112 - 3m14. (1.2.15)

Biéu thiic thit nh4t thuan tién cho viée tinh phuong sai, cac biéu thiic thi hai va ba
thuan tién khi tinh do bat d6i xting va doé nhon ctia phan bé.

Chang han, ta sé chiing minh ding thtc tha nhit trong (1.2.15) déi véi dai lugng
ngiu nhién lién tuc:

+o0 oo oo
_ 2 _ 2
W = [(x—m,)*f(x)dx = [x*f(x)dx —2m [xf(x)dx +
+m)2( jf(x)dxzmz —2m§ +m)2( =m, —mlz.

Ta hay xét cac luat phan bd va cic dic trung s6 ctia chiing thudng gip nhat trong

thuc té.

1.3. Luat phéan b6 Poatxéng

Mot trong nhiing luat phan bd phd bién nhit cta dai lugng ngiu nhién roi rac la
luat phan b6 Poatxéng.

Vé phuong dién toan hoc luat Poatxéng dude biéu dién béi:

am
P(X=m)=e*—, (1.3.1)
m!
6 day P(X=m) la xac suat ma dai lugng ngau nhién X nhén gia tri bang s6 nguyén m. Cé
thé dién giai vé dai lugng ngdu nhién X tuan theo luat phan b6 Poatx6ng nhu sau:

Gia st theo thoi gian mot su kién A nao d6 xay ra nhiéu lan. Ta sé xem s6 lan xuat
hién su kién nay trong suét khoang thdi gian cho truédc [t,,t,+T] nhu 12 mot dai lugng
ngau nhién.

Dai lugng ngiu nhién nay sé tuan theo luat phan bo Poatxong khi cac diéu kién sau
day dugc thuc hién:

1. X4c sudt roi cua s6 sy kién cho truée vao khoang thoi gian dang xét phu thudc
vao s8 su kién va do dai cua khoang thoi gian T, nhung khong phu thuéc vao diém dau t,
ctia né. Diéu do6 c6 nghia 1a cac su kién phan b theo thoi gian véi mat do trung binh nhu
nhau, ttc 14 ky vong toan hoc ctia s6 su kién trong mét don vi thdi gian bang hing s6.

2. Xac suét ctua s6 lan xuét hién su kién da cho trong khodng [t,, t,+T] khong phu
thudc vao s6 14n va thoi diém xuét hién su kién trude thoi diém t,, diéu dé c6 nghia 1a c6
su doc lap tuong hd gitia s6 1an xuat hién su kién trong cac khoang thoi gian khéng giao
nhau.

3. Xac suit xuit hién hai hay nhiéu su kién trong khoang thoi gian yéu t6 [t, t+At]
rat bé so véi xac sudt xudt hién mot sy kién trong do.

Ta x4c dinh ky vong toan hoc va phuong sai dai lugng ngiu nhién X phan b6 theo
luat Poatxong.
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Theo (1.2.3) ky vong toan hoc duge xac dinh duéi dang:

oo m oo m-—1

- _aa _ a
=Y mp,= Y me —=ae " Yy —— (1.3.2)
m=0 m=0 m! m=1 (1’1’1 - 1)'
Chudi s6 trong (1.3.2) 1a chudi Macloren d6i véi ham e?, do doé:
m, = aee® = a. (1.3.3)

Nhu vay, tham s6 a trong cong thic (1.3.1) 1a ky vong toan hoc ctia dai lugng ngau
nhién tuin theo luat Poatxong.

Theo (1.2.15), phuong sai cua dai luong ngiu nhién X dudc xac dinh duéi dang:

= Zmzpm—a2 = Zmze_aa——a2 =
m=0 m!
oo am—l m—l 5
—ac * Y m— —a? m-1)+1 —a’ =
mzzl (m—1)! Z[( ) ]( - 1!

a ™S a L
=ae [Z(m )( —— ;(m_l)!] a (1.3.4)

M53i thanh phan trong téng v6 han (1.3.4) 1a chudi Macloren d6i v6i ham e?, né c6
k

) e . = a 5
thé duge viét duéi dang z F, ti d6 (1.3.4) tro thanh:
k=0 K-

D, = ae™ (ae* +e*) —a®=a. (1.3.5)

Do d6, phuong sai cua dai Iugng ngiu nhién phan bé theo luat Poatxong bang chinh
ky vong toan hoc ctia no.

1.4. Luat phan bé déu
Pai lugng nglu nhién lién tuc duge goi 14 ¢6 phan bé déu néu moi gia tri c6 thé cua
n6 nim trong moét khoadng nao d6 va mat do6 phan bd trén khoang Ay khéng ddi.

Mat dd phan bé déu dudc cho béi cong thiic:

1 .
f0=1p_a khi a<x<b (1.4.1)

0 khi X< a hoac x>b

Duong cong phan bé ¢6 dang nhu trén hinh 1.5.

Ham f(x) c6 cac tinh chdt cia mat A f(x)

d6 phan bo. That vay, f(x)> 0 véi moi x, 1
va: "

=) b —a

dx
[ f(x)dx =] =1.
. . b—a ~
X
a 0 b
Hinh 1.5

16



Ta x4c dinh ham phan b F(x):

Do bat ddi xting ctia phan b S=0, vi u,=0. P6 nhon ctia phan bé bang

17

. 0 khi x<a
F(x)= [ f(x)dx = - khi a<x<b (1.4.2)
—00 - a' .
1 khi x>b
D6 thi ham phan bé dude dan trén hinh 1.6.
Ta xac dinh cac dic trung s cua phan bo déu. Ky vong toan hoc bing
< _a+ b
m, = [ xf(x)dx = (1.4.3)
Mbémen trung tdm bac k bang:
= —j( (1.4.4)
. a+b
Thay bién X — =1 trong tich phéin (1.4.4) ta nhan dugc:
b-a
1 2 L
W, = j tkdt (1.4.5)
b—a b-a
2
T d6 nhan thdy rang, tat ca cac b F(x)
momen trung tdm bac 1é bang khong: .
=0, 1=1,2,... gidng nhu tich phan cia ham
1é trong khoang d61 xiing.
Momen trung tAm béc chdn béng: /
b X
Hinh 1.6
b-a
2 b—a)?
Wy =—— [t?dt (21 ) =1,2,... (1.4.6)
b— 221(21-1)
Vé6il=1, ta nhan dugc gia tri ciia phuong sai:
(b—a)” a)
=U, = (1.4.7)
Tu d6 d6 léch binh phuong trung binh la:
0,=4D, =—— (1.4.8)
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— (1.4.9)
o’ 80(b—a)*

1.5. Ludt phan b6 chudn

Trén thuc t& thuong gip nhat 1a cac dai lugng ngau nhién ma mat doé phan bé cua
chiung ¢6 dang:
_(x-a)’

e 20 (1.5.1)

f(x)=

1
oN2m
Luat phan bd dic trung béi (1.5.1) rat phd bién, nén dude goi 1a luat phan bé chuén,
con dai luong ngiu nhién c6 mat d6 phan bs d6 duge goi 1a dai lugng ngau nhién phan bd
chuén.

Trong nhiéu hién tugng tu nhién va ky thuat, mot qua trinh dang xét 1a két qua
tac dong tong hgp cua hang loat cac nhan t6 ngiu nhién. Khi d6 dai lugng ngiu nhién
déc trung bing s cia qua trinh dang xét 1a tong ciia mot chudi cac dai lugng ngdu nhién
ma moi mot trong ching tudn theo mot luat phan b nao dé. Néu dai lugng ngiu nhién
14 téng ctia mot s6 16n cac dai lugng ngdu nhién déc 1lap hodc phu thudc yéu, va mdi mot
trong cac dai lugng nglu nhién thanh phan cé ty trong déng gép khong 1én 1dm so véi
téng chung, thi luat phan bd cta dai luong ngiu nhién téng 14 chudn ho#c gan chuén,
khoéng phu thudc vao phan bo cta cac dai lugng ngau nhién thanh phan.

DPiéu nay rat ra tit dinh 1y néi Fix)
tiéng cua Liapunov: néu dai lugng
ngiu nhién X 1a téng cta cac dai lugng
ngdu nhién doc lap X, X,,..., X,

n rE———
X= ZXi va thod man diéu kién: GYem
i=1 5 I .
23
Hinh 1.7
n X
lim ZM3[‘ 1‘] _ O, (15.2)

neis 6 [X]
thi khi n—eo luat phan bd ctia dai lugng nglu nhién X tién vé han dén luat chuén.

Diéu kién (1.5.2) phan anh su tién dan dén khong cta ty s6 giia tdng cac mémen
trung tam tuyét déi bac ba | Xl 1 ctia cac dai lugng ngau nhién X; va lap phuong d6 léch
binh phuong trung binh cta dai lugng ngdu nhién téng cong X khi ting dan sd cac sd
hang, va dic trung cho su nhd tuong d6i cia ting s6 hang ngiu nhién trong téng chung.

Dudng cong phan bd cta luat phan bé chuén dan ra trén hinh 1.7 c¢6 tén 1a lat cit
Ole, hay dudng cong Gauxo.

Puodng cong phan bé d6i xting qua dudng thing x=a va cé cuc dai bang tai

1
C2T
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diém x=a.
Dé xac dinh ¥ nghia ctia cac tham s6 a va o, ta tinh ky vong toan hoc va phuong sai
cua dai lugng ngau nhién X c¢6 phan bé chuén:

. x—a)>
1 (xa)

= J.xe 20° dx. (1.5.3)
oN21w =,
Thay bién trong tich phan (1.5.3):
XTa ¢ (1.5.4)
o2 -
ta dugc:
1 ' 42 ov2 T e a T o_p
m, =— [ (vV2ot+a)e™" dt = V2 e dt+— [ e dt.  (1.55)
V22, Jr

r L

Tich phan th@ nhat trong (1.5.5) bing khong vi d6 1a tich phan cta ham 1é trén
mién giéi han d6i xting, tich phan thi hai 1a tich phan Poatxdng da biét, bang \/E . Tu
d6 m,=a, ttc 12 tham s6 a trong ham (1.5.1) 14 ky vong toan hoc cua dai lugng ngiu
nhién.

Tiép theo:

| e _(x—a)2
2
D, = I (x - a)ze 207 (x, (1.5.6)
oV2m
Thuc hién viéc d6i bién (1.5.4) trong tich phan (1.5.6) ta dudc:
262 +oo )
D, = N3 [ t?edt. (1.5.7)
T _

Lay tich phan ting phan (1.5.7) ta dudc:
D,=¢" (1.5.8)
Do d6, tham s6 ¢ 1a d6 léch binh phuong trung binh ctia dai lugng ngau nhién.
Tham s6 a chi vi tri tdm d6i xtng ctia dudng cong phan bg, thay d6i a c6 nghia 1a dich

chuyén tdm nay doc theo truc 0x. Tham s6 ¢ x4c dinh tung d6 dinh dudng cong phan bé,

1
V2T

Nhu vay, mat d6 xac suét cta luat phan b6 chuén dudc xac dinh bdi hai tham s6 1a
ky vong toan hoc ctia dai lugng ngiu nhién va do léch binh phuong trung binh hodc
phuong sai cua né.

bing . Tri s6 6 cang nho thi dinh cang cao, tiic 1a dudng cong phan b6 cang nhon.

Ta tinh m6émen trung tAm cta phan bd chuén:
1 oo " _(X_a)
= — J'(x—a) e 2 dx, (1.5.9)

St dung phép thay bién (1.5.4) vao tich phan ta nhan dudc:
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M=

(*/_")k j the ' dt (1.5.10)

LAy tich phan tiing phan ta cé:

(k- 1(0\/_) jt gt (1.5.11)

k—

(1.5.12)

k-2
= (0' \/_ ) J’ th2at’
nén ta nhan dudc cong thic truy hoi:
. = (k—1)0* W, (1.5.13)

Vi u,=1 va w,=0 d6i véi bat ky dai lugng ngau nhién nao, nén tat ca cac mdémen
trung tAm bac 1é ctia phan b6 chuén bing khong. P61 v6i cde mémen trung tAm bac chin
ta cé:

=07 W,=36% ... Uy =(21-1)!'c*
Tt d6 thdy ring, d6i v6i phan bs chuén d6 bat d6i xting va d6 nhon bang khong:

s=fi-o, E=f_3-,
O' O'

Ta hay tinh x4c suét roi ctia dai lugng ngau nhién phéan bs chudn vao khoang (o.,p).
Theo (1.1.5) ta c6

P(0<X<p) = G\/lgle_(x;)zdx (1.5.14)
Thay (1.5.4) vao ta dudgc:
B-a
P(0<X<p) = T jﬁ - 4t (1.5.15)
o3
Ham
D(x) = %{e‘tzdx (1.5.16)

dugc goi 1a ham Laplas.
Tu ddng thtc (1.5.15) c6 thé biéu dién xac suét roi vao khoang (o;B) qua ham
Laplas:

B-a o-a
o2 o2

P(a<X<p) = l i J’ e_tzdt_i J' e_tzdt _
2l Nm T
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:%{cp('i_:/;j _ q)[i—:/;ﬂ (1.5.17)

Ham Laplas c6 cac tinh chat sau: Fix)
1. ©0)=0; r,at —
2 7 e
2. B(e) =—= € dt=1;
x
o5 -

3. d(—=x) = -O(x).

|
I
[.rqln -

Hinh 1.8
Thuc vay:
2 2
P(—x) = N £ e
Thay t = —u ta c6:
O(—x) = — 2 u=— (%)

2
S

Néu tinh x4c suit roi trong khoang d6i xting qua ky vong toan hoc (a-h, a+h), thi

runaxann - a2 _gfs-h)

:%{q{%j - q’(_%ﬂ - CD(%) (15.18)

Ham phan bd ctia dai luong ngau nhién X phan b6 chuin dude x4c dinh duéi dang:
(x—a)’

1 % rg2
dx =
o 2T _'L

F(x) =

K ( j
=——— |e” dt + — T dt=—|14+D 1.5.19
Nt =l { o2 } o1y

D6 thi cia F(x) dudc biéu dién trén hinh 1.8. Piém x=o tuong tng véi F(x)=1/2.
1.6. Luat phan b6 Role va Macxoen

Dai lugng ngau nhién X dude goi 1a tuan theo luat phan bd Role néu ham mat do
phan b6 c6 dang:
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khi x>0 (1.6.1)

0 khi x<0

Trong muc 1.11 sé chi ra ring modul cia vects ngdu nhién phan bd chuén hai chiéu
c6 cac @6 léch binh phuong trung binh ctia cac thanh phan bang nhau va cac ky vong
bang khong 1a dai luong ngiu nhién c6 luat phan bo Role. P6 thi ham (1.6.1) ¢6 dang nhu
trén hinh 1.9. Theo (1.1.8), ham phéan bé (hinh 1.10) bang:

)(2

F(X)= 1—e 2 khi x>0 (1.6.2)
0 khi x<0
Ta hay xac dinh dic trung s6 cua phan bé Ro le:
LG
m, :ijze 2" dix (1.6.3)
0
Sau khi 18y tich phan tting phan ta nhan dugc:

27 x2

m = —xe 20 | + je 267 dx (1.6.4)
0
0

S6 hang tht nhat trong (1.6.4) bang 0, s6 hang thd hai sau khi thay bién
X = \/EGt sé dan dén tich phan Poatxdng. Tu dé:

m, = \/Ecj'e_tz dt = \/gc (1.6.5)
0

Theo (1.2.12), phuong sai bang:

oo 2 [
Df%f x—JEG Xe 202dx=(2—£j(52 (1.6.6)
(o 2 2

Tuong tu, néu su dung cac déng thiic tht hai va th@ ba trong (1.2.15) va sau khi
tinh cac tich phin tuong ting ta nhin duge gia tri ciia mémen trung tAm bac ba va bac

bén ctia phan bo:
T
W = (n—3)1/503 (1.6.7)

2
u, = (8—3%}54 (1.6.8)

Tu (1.2.13) va (1.2.14) ta nhan dugc gia tri cia do bat d6i xiing va dé nhon d61 véi
phan b6 Role:
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(1.6.9)

(1.6.10)

|

I

I

1
ma

Hinh 1.11

Hinh 1.10

Hinh 1.9

T day thay rang dudng cong phan b Role khong doi xting qua ky vong toan hoc.
Diém cuc dai goi 1a mét cia phan bd, ndm phia trai ky vong toan hoc. Gia tri Am cua do
nhon chi ra ring dudng cong phan bé Role c¢6 dinh bang phing hon so véi phan bé chuin
tuong tng (khi cung gia tri 6).

Né&u vecto nglu nhién ba chiéu tuan theo luat phan bd chuén c6 cac do léch binh
phuong trung binh ctia ciac thanh phan bang nhau con ky vong toan hoc bang khong, thi
c6 thé chi ra ring modul ctia vecto 4y 1a mét dai luong ngdu nhién c6 mat d6 phan bs

bang:
2 X’
X 2 55 .
2
) = 4 ;2 \/;e 7 khix >0 (1.6.11)
0 khix<0

Ham f(x) nhu trén dugc goi 1a luat phan bé Macxoen. Vi du, phan bé ctia van toc cac
phan ti khi tuan theo luat Micxoen. D6 thi ham (1.6.11) din trén hinh 1.11.

Giong nhu phan bd Role, phan bé Micxoen ciing dude xac dinh béi mot tham s6 ©.

Tuong tu nhu da lam d6i v6i phan bé Role, c6 thé nhan cac biéu thiic sau d6i véi
ham phan b6 va déc trung s6 cia phan bé Micxoen:

X2

2 cb(ij—ie_szz khix >0

F(x) = o o (1.6.12)

0 khix <0
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\F
m,=2,|—0C (1.6.13)
T

D, = (3—§)02 (1.6.14)
T

1.7. Hé cdc dai luong ngau nhién va ludt phdn bé ctia chiing

Khi gidi quyét nhiéu bai toan nguoi ta thuong gip tinh huéng la két qua thi
nghiém dugc mé ta khong phai chi béi mot, ma 14 mot s6 dai lugng ngau nhién. Vi duy,
hinh thé synop phu thudc vao nhiéu dai lugng ngau nhién: nhiét d6 khong khi, ap suét,
do 4m...

Trong cac trudng hdp nay ta sé néi rang c6 mot hé cac dai lugng ngiu nhién. Cac
tinh ch4t cia hé dai lugng ngau nhién khéng dugc mé ta hét bdi nhiing tinh chat cta cac
dai lugng ngau nhién riéng ré, chiing con bao ham ca nhiing méi quan hé tuong hd gitia
cac dai lugng ngau nhién cta hé.

Ching ta sé xem hé hai dai lugng nglu nhién nhu 1a céc toa d6 cua diém ngiu
nhién trén méit phing, con hé ba dai lugng nglu nhién nhu 14 toa do ciia diém ngiu
nhién trong khong gian ba chiéu. M6t cach tuong tu, hé n dai lugng ngau nhién sé& dudgc
xem nhu toa d6 cta diém ngiu nhién trong khong gian n chiéu.

Ciing c6 thé xét hé dai lugng ngiu nhién nhu cic thanh phin cia vects nglu nhién
trén mat phang, trong khong gian ba chiéu hodc n chiéu. Tuong tng véi diéu nay, cac gia
tri ngAu nhién x,, y; cta hé cac dai lugng nglu nhién X va Y sé dugc biéu dién hoidc duéi
dang cac diém N;; ¢6 cac toa do (x;, y;), hodc dudi dang ban kinh véctd r;; cua cac diém d6
(hinh 1.12).

Ta xét cac luat phan bd ciia hé hai dai lugng ngiu nhién.

Ham phan bd ctia hé hai dai lugng ngau nhién X va Y 1a xac suit thuc hién déng
thoi cdc bat dang thic X<x, Y<y

Fx,y) = P (X<x, Y<y) (1.7.1)

Vé mit hinh hoc, F(x,y) 1a xac suat roi Ay
cia diém ngau nhién (X,Y) vao mét hinh vuéng
khong giéi han nam & géc trai bén dudi cia N;
dinh 6 diém (x,y) (hinh 1.13). :

Ham phan bd cé cac tinh chat sau day: I :

1. F(x,y) la ham khong gidm, tic néu M
x,>x, thi F(x,,y)>F(x,,y), con néu y,>y, thi :
F(x,y2)2 F(x,y)).

Xi

Hinh 1.12

Thuc vay, ching han khi dich chuyén bién phai cia hinh vudng (ting x) ta khéng
thé gidm xA4c suit roi vao no.

2. Vi cac su kién X<—oo va Y<—co 12 nhiing sy kién bat kha, nén
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F(=eo,y) = F(x,—00) = F(=00,—0) = 0.
3. Vi céc su kién X<+eo, Y<+oo 12 nhiing su kién chic chin, nén
F(x,+00)=P(X<x,Y<+te0) = P(X<x) = F,(x),
v6i F;(x) 12 ham phan bd caa dai lugng ngau nhién X.
Mot cach tuong tu:
F(teo,y) = Fy(y),
v6i Fy(y) ham phan bé cia dai lugng ngau nhién Y.
4. F(4oo,+00) = 1.
Ta hay xac dinh x4c suét roi cia diém nglu nhién vao mot hinh chi nhat c6 cac
canh song song v6i cac truc toa dé.

A y A y
)
(x,y) 5 (o) ()

0 ! (o) (B

Hinh 1.13 Hinh 1.14

Xét hinh chii nhat R gi6i han bdi cac dudng thing x=a, x=B, y=y, y=0

Cac bién trai va duéi thudc hinh chii nhat, con cac bién phai va trén thi khong.

Su kién diém ngiu nhién N(X,Y) roi vao trong hinh chi nhat R, tic NeR, tuong
duong véi viéc cac su kién a<X<P, y<Y<8 doéng thoi xay ra.

Xac sudt roi vao trong hinh chii nhat R bing xac sut réi vao trong hinh vuéng c6
dinh (B, &) tru di x4c sudt roi vao hinh vudng c6 dinh (0,d), trit di xac suat roi vao hinh
vudng dinh (B, y), cong vé6i xac suit réi vao hinh vudng dinh (o, v).

P(NeR) = F(B,8)-F(0,8)~(FB,1)+F(,) (1.7.2)

Ta dua vao khai niém méat d6 phan bé ctia hé hai dai lugng ngau nhién.

Gia st c6 hé hai dai lugng nglu nhién lién tuc X va Y. L4y trén méit phing diém
(x,y) va mot hinh chii nhat nho R, ké sat né cé cac canh 1a Ax va Ay.

X4c sudt roi cia diém ngiu nhién N (X,Y) vao trong hinh vuéng Ra, theo (1.7.2),
bang:

P(NeR,) = F(x+Ax,y+Ay)-F(x,y+Ay)-F(x+Ax,y)+F(x,y)(1.7.3)

Chia x4ac suit nay cho dién tich hinh chii nhat AxAy va 14y gi6i han khi Ax—0 va
Ay—0, ta nhan dudc mat do xac sudt tai diém (x,y).

Gia thiét rang ham F(x,y) kha vi hai 14n, khi dé:
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- F(x+ Ax,y+ Ay) - F(x,y + Ay) — F(x + Ax,y) + F(X,y)

li
Ax—0 AxAy
Ay—0
= lim i lim I:F(X + AX9y+ AY) — F(X:y—l_ AY) _ F(X + AXa Y) B F(Xa Y):l
Ay—0 Ay Ax—0) AX AX
JF(x,y+A4y) dF(x,y)
- 2
= lim 9x ox _9F(xy) (1.7.4)
Ay—0 Ay oxdy
Ham
2

f(x,y) = M (1.7.5)

0xay

dudgc goi 1a mat @6 phan bé ctia hé. V& mit hinh hoc c6 thé biéu dién ham hai bién f(x,y)
nay nhu la mot mit trong khong gian va duge goi 1a mit phan bé. Ham f(x,y) khong Am
vi né6 1a giéi han cua ty s6 gitia hai dai ludng khong 4m 1a xac suét roi vao hinh chii nhat
va dién tich hinh chi nhat. Biéu thuc f(x,y)dxdy duge goi 1a yéu t6 xac suét ctia hé hai
dai lugng ngau nhién. Yéu t6 xac suat 1a xac suat roi vao trong hinh chii nhat yéu t6 R,
tiép giap diém (x,y).

X4c suét roi cia diém N(X,Y) vao mot mién D b4t ky dude xac dinh duéi dang tich
phén hai 16p:

P(NeD) = [[ f(x,y)dxdy (1.7.6)
(D)
Trong truong hdp néu mién D 14 hinh chii nhat R, thi:
Bd
P(NeR) = [ [ f(x,y)dxdy 1.7.7)
ay

Khi st dung cong thic (1.7.7) c6 thé biéu didn ham phan bé F(x,y) qua mat d6 phan
bé f(x,y)

Xy
Fay) = [ [f(x,y)dxdy (1.7.8)
Vi xac sudt roi trén toan mat bang 1, nén:
oo oo
j _[f(x,y)dxdy= 1 (1.7.9)
Vé mit hinh hoc, xac sudt roi vao trong mién D 14 thé tich hinh ling tru dugc gidi
han bdi mién D & phia duéi, con phia trén 12 mat phan bé (hinh 1.15)

—+oo 4o
Dé cho tich phan xac dinh I J.f(X,y)dXdy =1 héi tu, thi cAn thiét 14 mit phan

b6 phai tiém can t6i mit xOy theo moi hudng.
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Khi biét ham phéan bé cta hé hai dai lugng nglu nhién, c6 thé xac dinh ham phén

bé cia moi dai lugng ngiu nhién trong doé:
F,(x) = F(x,+) (1.7.10)
Fy(y) = F(+e0,y) (1.7.11)
Ta hay biéu dién mat d6 phan b6 cta ting dai lugng ngiu nhién qua mat d6 phan

bé cua hé:
X oo

F,(x) = F(x,+o0) = j j f(x,y)dxdy (1.7.12)

—00 —0o0

Nhung mat do phan bs 12 dao ham cia ham phan b6, khi dé

’ oo
£ =F (x)= [f(x,y)dy (1.7.13)

’ +oo
£ =F, (y)= [f(x,y)dx (1.7.14)

Luat phan bd ciia mét dai lugng ngiu nhién ctia hé véi diéu kién dai lugng ngau
nhién thd hai nhan mot gia tri xac dinh goi 1a luat phan b6 c6 diéu kién.

Luat phan bé c6 diéu kién sé dugc ky hiéu duéi dang:

f(x/y) — luat phan b6 dai lugng ngiu nhién X véi diéu kién Y=y

f(y/x) — luat phan b6 dai lugng ngiu nhién Y véi diéu kién X=x.

Xac sudt roi trong hinh chit nhat yéu t6 Ry, bang f(x,y)dxdy, c¢6 thé biéu dién nhu la
tich x4c suét roi vao dai I, bang f,(x)dx va xac sudt roi vao dai II, bang f(x/y)dy, véi diéu
kién da xay ra su kién roi vao dai I (hinh 1.16).

Tu do:
f(x,y)dxdy = f;(x)dxf(y/x)dy (1.7.15)
Gian uéc cho dxdy, ta co:
f(x,y) = f(®)1(y/x) (1.7.16)
Tuong tu c6 thé thu duge ding thic:
f(x,y) = f:(y)f(x/y) (1.7.17)
£z, ) ]
| ;
Ay
2 i
£ | o
o X x
Hinh 1.15 Hinh 1.16

T d6 c6 thé biéu dién luat phan bd c6 diéu kién qua mat d6 phan bé ctia hé duéi
dang:
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fix,y) _ f(xy)

f(x/ly) = £ (y) =1z (1.7.18)
2 [y
f(y/x) = f(X’Y) = f(X’Y) (1.7.19)

10 Trxydy

Cac dai lugng ngau nhién X va Y dugc goi 1a doc 1ap néu luat phan bs cia mot
trong ching khong phu thudc vao viéc dai lugng ngau nhién kia nhan gia tri nao.
D61 véi cac dai lugng ngau nhién doc lap:
f(x/y) = f1(x) (1.7.20)
f(y/x) = f,(y) (1.7.21)
Néu X khong phu thudc vao Y, thi Y ciing khong phu thudc vao X.
That vay, tit cac ddng thic (1.7.16) va (1.7.17) ta thdy ring, néu f(x/y)=f,(x) thi
f(y/x) = f2(y).
Ta ¢6 dinh 1y sau:
DE cho cac dai lugng nglu nhién X va Y 1a doc lap, diéu kién can va da 1a déng thic
sau dugc thuc hién:
f(x,y) = L)L), (1.7.22)
ttc 14 mat d6 phan bd cia hé bang tich mat d6 phan bé cia cac dai lugng ngiu
nhién thanh phan trong heé.
Mbt cach tuong tu, c6 thé xac dinh dudc luat phan b6 ctia hé n dai lugng ngiu
nhién.
Ham phan b6 ciia hé n dai luong nglu nhién X,, X,,..., X, 1a xac sudt dé thuc hién
déng thoi n bat dang thic X<x;, i= 1,2,...,n.
F(x,x,,...,x,) = P(X;<x;,X0<X,...,X,<X,) (1.7.23)
Néu ton tai dao ham riéng hén hgp ctia ham F(x,,X,,...,x,) dudc 1ay 1an lugt theo
tling d61 so:
0"F(X{,X5,...,X,,)

0X,0X,...0X

f(X17X27"-7Xn) = (1724)

thi n6 dugc goi 1a mat dé phan b ctia hé cac dai lugng ngau nhién lién tuc (X, X,,..., X,).
Ta sé& nhan dugc ham phan bé ciia mdi dai lugng ngau nhién ctia hé, néu trong ham
phén bd ctia hé ta dat tat ca cac bién con lai bang +eo.

FI(XI) = F(X1’+ °°7-~'7+°°) (1725)
Ham phan b6 ctia hé con (X,, X,,...,X,) nhan dudgc ti hé c6 dang:
FI,Z ..... k(Xl’XQ’“"Xk) = F(Xl’ XZ"-'7Xk7+ °°7~'-’+°°) (1726)

Mat dd phan bo cia mdi dai lugng ctia hé nhan duge bang cach tich phan mat do
ctua hé trong khoang v6 han theo cac bién con lai.
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oo +oco

fi(x,) = j .[f(xl 3 X9 5eees Xy )Xy oodX (1.7.27)
Mat d6 phan b6 ctia hé con (X,, X,,...,X,) dudc xac dinh duéi dang:
oo oo
f1o 1 (X1,Xope X)) = I J.f(xl,xz,...,xn)dxk+1...dxn (1.7.28)

Luat phan b6 c6 diéu kién cta hé con (X;, X,,...,X,) 1a luat phan bé dudc tinh véi
diéu kién cac dai lugng con lai (X,,,,..., X,) da nhan cac gia tri xac dinh x4, ..., X,

f(x1,X5,..-,Xy)
fk-i—l,....,n (Xk+1 LR DXn)

Cac dai lugng ngau nhién X,, X,,...,X, dugc goi 1a ddc 1ap néu luat phan b cia mbi
hé con khéng phu thudc vao cac dai lugng ngau nhién con lai nhan gia tri nao.

f(X15X0 e Xy / Xpg15eeesXp ) = (1.7.29)

D61 véi cac dai lugng ngau nhién doc lap:
f(Xl ,X2 ,...,Xn) = fl (Xl)fz (X2 )...fn(Xn) (1730)
Ham phéan bé ctia hé duge biéu dién qua mat d6 phan bs duési dang:

F(x,,Xy,...,X,) = II If(xl,xz, , X, )dx dx, .. dx, (1.7.31)

—00 — OO

XAac sudt roi cia diém ngadu nhién N(X,, X,,...,X,) trong gi6i han mién D-n chiéu
dugc xac dinh duéi dang:

P(NeD) = [...[f(x),Xy,...,x,)dx dx,...dx, (1.7.32)
(D)

1.8. Cdc ddc trung sé ctia hé cdc dai luong ngau nhién
Momen géc my (bac k+s cia hé hai dai lugng ngau nhién (X,Y) 1 ky vong toan hoc
ctia tich XX va Y*:
my =M X" Y®] (1.8.1)

0 o 0

Momen trung tdm [ , bac k+s 1a ky vong toan hoc cuaa tich XK Y?, 8day X v

(6]
Y 14 cac dai lugng ngau nhién qui tam.

(6] (6]
My =MIX*.Y®) (1.8.2)
Déi véi cac dai lugng ngAu nhién roi rac ta cé:
k
1]
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His= ZZ(XI —mx)k(}’j —my)spi,j (1.8.4)
]

tI'OIlg do Pi; = P(X:Xi’YZYj)'

D061 véi cac dai lugng ngiu nhién lién tuc:

my (= T Txkysf(x,y)dxdy (1.8.5)
oo +o0 o . S
Hk,s:J. I (x—mx) (y—my) f(x,y)dxdy (1.8.6)

S6 k+s dugdc goi 1a bac cia mémen. Ciing giong nhu déi véi mot dai lugng ngiu
nhién, cac mémen ctua hé dai luong ngau nhién khong phai 14 nhiing dic trung bao quat
diy du, tuy nhién ching xac dinh mét loat cic tinh chat quan trong caa hé.

Cac moémen bac nhat m;, va mg; 12 ky vong toan hoc clia cac dai lugng ngiu nhién
thanh phan ctaa hé.

m, y = MIXY°] = M[X] = m, (1.8.7)
mo; = MIX°Y] = MIX] = m, (1.8.8)

Vé mat hinh hoc, day 1a cac toa do cta diém trung binh ma cac diém ngiu nhién

NX,Y) phan tan xung quanh né.

Ta hay xét cAc mémen trung tAm bac hai cua hé:

(0] (6] (6]

o= M| X?Y° |=M| X? | =DIX] (1.8.9)
0 o ] o

o= M| X°Y? |=M| Y? | =DIY] (1.8.10)

Day 14 phuong sai ctia cac dai lugng ngau nhién, chiing déc trung cho su phan tan
cta cac diém ngau nhién theo hudng cac truc toa do.

Momen trung tAm hén hgp bac hai dudc goi 14 mémen tuong quan hay momen lién
hé cta cac dai lugng ngau nhién va bang:

(0] (6]
wo= M XY | = MIRem)(Y-m,)1 = R,, (1.8.11)

Déi véi cac dai luong ngau nhién roi rac:

i
D61 véi dai lugng ngau nhién lién tuc:
oo 400
R,, = I J-(X—mx)(y—my)f(x,y)dxdy (1.8.13)
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D061 véi cac dai lugng ngau nhién doc lap R,,=0.
Thuc vay, tu (1.7.22):

Ry = [[(x=m)(y - my)f, (0f, (y)dxdy =

— .[(X — mx)fl(X)dX .[(y — my)fz (y)dy = HI[X]Hl[Y] -0

Tu d6 thdy ring, néu R, # 0, thi X va Y 14 nhiing dai lugng phu thuoc.
Dai lugng:

R
Ty =—— (1.8.14)
6,0y

dudc goi 1a hé s6 tuong quan ctia cac dai lugng ngau nhién X va Y.

Déi véi cac dai lugng nghu nhién doc 1ap thi r,, = 0. Diéu ngugc lai sé khong dung,
tic r,, = 0 12 diéu kién cdn dé X va Y doc lap, nhung chua phai 1a diéu kién du.

Céac dai lugng ngau nhién X va Y ¢6 r,, = 0 duge goi la cac dai lugng ngiu nhién
khong tuong quan véi nhau.

Tu tinh doc 1ap caa dai lugng ngiu nhién suy ra tinh khéng tuong quan cta ching.

Véi tu cach 1a cac dac trung s6 cua hé, ti n dai lugng ngiu nhién X,, X,,..., X, ta
nhan dudge n ky vong toan hoc IIlXi ,1=1,2,...,n cua cac dai luong ngiu nhién ban dau, n

phuong sai D, cuaa ching va n(n-1) mémen tuong quan R, | :
i 1)
inxj = M[(X;- m, YX- mXj )] (1.8.15)
Phuong sai D, ¢6 thé xem nhu mémen tuong quan cua dai lugng ngdu nhién X
v61 chinh né, c6 nghia la:
D, = R, , =M[X;-m, )’] (1.8.16)

Dé thuan tién ta sdp x&p cac mémen tuong quan dudi dang ma tran vudéng va goi la
ma tran tuong quan cta hé cac dai luong ngau nhién (X, X,,..., X,).

Rll RIZ Rln
R R ... R
21 Ko n | _ HRij (1817
Rnl Rn2 Rnn
Tt dinh nghia momen tuong quan ta thay rang:
o [¢] (6] (6]

Vi vay c6 thé chi cAn dién mot nita trén clia ma tran tuong quan tinh tit dudng chéo
chinh.
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R

= (1.8.19)

Trong truong hop khi cac dai lugng ngau nhién X,, X,,..., X, khéng tuong quan, ma
tran tuong quan c6 dang:

R, 0 0
R ... 0
HRij = 22 (1.8.20)
Rnn

Ma tran nhu vay goi 1a ma tran duong chéo.
Thay cho cAc mdmen tuong quan ngudi ta thuong st dung cac hé s6 tuong quan

l‘ij =iy = (1.8.21)
i
6,0y
va ching lap thanh ma tran tuong quan chufn hoid ma cac phan td trén dudng chéo
chinh cia né bing don vi, 1, , =1
it

1 1, Iy
1 ... r
| = 2n (1.8.22)
1

1.9. Cdc dinh ly vé ddc trung sé

D61 véi cac dac trung sd cua dai lugng ngiu nhién nhiing dinh 1y sau day 1a diang:

1. Ky vong toan hoc cia dai lugng khong ngiu nhién béng chinh né.

Pai lugng khéng ngau nhién c c6 thé dudc coi nhu mot dai lugng ngau nhién c6 mot
gié tri c6 thé ¢, ma dai lugng ngiu nhién nhan né véi xac suét bang 1.

Tu dé:
Mlcl=c.1=c¢ (1.9.1)
2. Phuong sai caa dai lugng khong ngau nhién bang khong.
Dl[c] = M[(c-m,)*] = M[(c—c) (1.9.2)
3. Néu c la dai lugng khong ngau nhién, thi:
M[cX] = cM[X], (1.9.3)
DlcX] = ¢2DIX], (1.9.4)

ttic 14 c6 thé dua dai lugng khong nglu nhién ra ngoai ddu ky vong toan hoc va cé thé
dua dai lugng khong ngau nhién ra ngoai dau phuong sai nhung sau dé6 14y binh phuong
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cua né.

Ta tién hanh phép chiing minh déi véi dai lugng ngau nhién lién tuc.

oo +oo
M[cX] = .[cxf(x)dx =cC Ixf(x)dx = cM[X],

D[cX]= M[(CX — mcx)z] = M[(CX — cmx)z] = CZM[(X — mx)z] = ¢’ D[X]

LAy cdn bac hai ca hai vé& (1.9.4), d61 v6i d6 léch binh phuong trung binh ta nhan

dugc:
olcX] = co[X] (1.9.5)

ttc 1a c¢6 thé dua dai lugng khong ngdu nhién ra ngoai ddu dé léch binh phucng trung
binh.

4. Ky vong toan hoc ctia tong mot s6 cac dai lugng ngau nhién bang téng cac ky
vong toan hoc ctia chiing. DPinh 1y nay dude goi 1a dinh 1y cong cua ky vong toan hoc.

Ta sé& chiing minh né cho trucéng hgp hai dai lugng ngiu nhién lién tuc:

+oo +o0

Mix+Yl= [ [ (x+y)f(x,y)dxdy =
Fo0 o0 o Foo oo
= [ [xf(x,y)dxdy+ [ [yf(x,y)dxdy=
i~ -

I X J.f(x,y)dxdy+ I y If(x,y)dxdy:

+oo +oo
= [xfi(x)dx+ [yf,(y)dy = MIXHMIY] (1.9.6)

5. Phuong sai ctia tong hai dai lugng ngdu nhién bing téng cic phuong sai cua
ching cong véi hai 1an mémen tuong quan.
D[X+Y] = DIX] + D[Y] + 2R,, (1.9.7)
Ta ky hiéu:

(6] (6] o
X+Y=22=X+Y=(X-m)+(Y—-m,), (1.9.8)

khi dé:
o

02 o 0)2 5 02 0 o
DIX+Y]1=M|Z~ |[=M (X+Y) =M| X" |+M|Y +2M|:XY:|=

= DIX] + D[Y] + 2R,,
Ciing c6 thé ching minh cong thiic:
D[X-Y] = D[X] + D[Y] - 2R, (1.9.9)
Tuong tu, khi st dung coéng thtc d6i véi binh phuong cta téng nhiéu s6 hang, ta
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nhan dudc cong thiic tinh phuong sai cua téng n dai lugng ngau nhién.
n n
D Z;Xi = Z%D[Xi]JrzZ. R, (1.9.10)
i= i= i<j

ViD[Xi] = R

nén cb thé viét cong thiic nay duéi dang:

D{z Xi} =22 Ry, (1.9.11)
i=1

i=1 j=1

XX

D61 véi cac dai lugng ngdu nhién khong tuong quan R, , =0 khi i # j, nén cong
iXj

thiic dudc viét lai nhu sau:
n n
i=1 i=1

ttc 14 phuong sai ctia tong cac dai lugng ngdu nhién khong tuong quan bang téng céc
phuong sai cua ching. Dinh 1y nay dude goi l1a dinh 1y cong phuong sai.
6. Do1 v6i ky vong toan hoc cta tich cac dai lugng ngiu nhién coéng thiic sau la
dung:
MIXY] = M[X].M[Y] + R,,. (1.9.13)
Mbémen tuong quan c6 thé duge biéu dién duéi dang:
R,, = M[(X-m,)(Y-m,)] = M[XY] - m M[Y] - m M[X] + m m,
= M[XY] - M[X].M[Y], (1.9.14)
tu d6 suy ra cong thiic (1.9.13).
Dai vé6i cac dai lugng ngAu nhién khong tuong quan R, = 0, ti (1.9.13) ta nhan duge
dinh 1y tich ky vong toan hoc
MIXY] = M[X].M[Y]. (1.9.15)

Téng quat hoa dinh 1y nay cho n dai lugng nglu nhién chi ddng khi ching 1a cac
dai lugng ngau nhién doc lap.

1.10. Luét phdn b6 chudn ciia hé cdac dai luong ngdu nhién

Xét hé hai dai lugng ngiu nhién — vecto ngau nhién hai chiéu (X,Y).
Ngudi ta néi ring hé nay c6 luat phan bé chuédn néu mat d6 phan bé c¢6 dang:

1
fx,y) = X

2
2no, 0 VI-r

U [x-m)? 2G-moy-my) (y-m,f
2

R (Y e 6,0, G

(1.10.1)

X y

Vi ¢6 thé xem (X,Y) nhu 12 mot diém nglu nhién trén mét phing, nén luat nay dude
goi 1a luat phan bd chuén trén mit phing. Ham (1.10.1) phu thude vao 5 tham s6: m,, m,,
Oy, Oy, T.
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Ta hiy 1am sang t6 ¥ nghia cua cac tham s6 d6. Ta sé chi ra ring m, va m, 1a cac ky
vong toan hoc M[X] va M[Y] cta cac dai lugng ngdu nhién X va Y, o, va o, 1a do léch binh
phuong trung binh ctia ching, con r 1a hé s§ tuong quan cta cac dai lugng ngau nhién X
vayY,ticlar=r,.

Muon vay, ta tim mat do phan b6 cta tiing dai lugng ngau nhién caa hé.
+oo 1

[expl-—Lx

+oo 1
fl( ) = f(X9 Y)dyz
’ lo 216, 6,V1-1° ZQ—fz)

(x—mx)2 ~ 2r(x—m, )(y—m,) N (y—my)2 ;

X 7 7 y (1.10.2)
Oy G40y Gy
Thuc hién phép ddi bién trong tich phan (1.10.2):
X—m y—m
S S A (1.10.3)
V26, V2o,
ta nhan dugc:
f,(x) ! T exp{ ! (u2 2ruv+ Vz)}dv (1.10.4)
1 X = - - . .
/ 2
Sau khi dua vao cac ky hiéu:
A= ! B= ru C= v’ (1.10.5)
1-r2 1-r2’ 1-r2
ta qui tich phan (1.10.4) vé tich phan da biét:
+o0 ) = _AC-B’
I e (AV2Bv=O)gy = J—e A (1.10.6)
e A
Két qua ta nhan dudc:
(X_mx)2
1 o6t
fx)= —e 2% (1.10.7)

271G,

T (1.10.7) ta thay rang dai lugng ngiu nhién X tuan theo luat phan bd chuén, hon

nia:
m, = MIX], 6, = /D[ X] (1.10.8)
Tuong tu do6i véi f,(y) ta co:
(y-my)’
L o 2 (1.10.9)

fL@y)= —
Y Vznoy
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Tinh moémen tuong quan R,
o0 4o

Ry= [ [(x=m)(y—my)f(x,y)dxdy =

—00 —00

“+oo 400 1

1
- (x=my)(y = m, )expi——
ZTCGXGY\/I—I'Z _J;O_J;o FTIRSYTIIER 2(1—r2)

(-m) 2-mI-m,) (y-m,)’

cs 040, o,

X

dxdy (1.10.10)

L4y tich phan biéu thic (1.10.10) ta nhan dude:
R,, =ro,c, (1.10.11)
Tu d6 thay ring r chinh 1a hé s6 tuong quan r,,.
Nhu vay, mat d6 phan bé chudn ctia hé hai dai luong ngdu nhién X va Y hoan toan
duge xac dinh bdi cac ky vong toan hoc m, va m, cua cac dai lugng ngiu nhién da cho va

ma tran tuong quan
D, R
= ( W (1.10.12)

HRU D,

Nhu vay, d6i v6i phan b6 chuén cac dic trung sé — ky vong toan hoc va ma tran
tuong quan la cac dic trung day du cta hé.

Néu cac dai Iugng ngdu nhién ctia hé ¢6 phan bé chuén (X,Y) khong tuong quan véi
nhau, ttclar=r, =0, thi

f(x,y) = ;e = f,(x).f,(y) (1.10.13)
2n6,0,

va day 1a diéu kién doc lap cta hé.

Nhu vay, tu tinh khong tuong quan cua cac dai luong ngau nhién ctia hé c6 phan bs
chuén suy ra tinh ddc lap cta ching. D61 v6i cac dai lugng ngau nhién c6 phan bé chuén,
diéu kién khong tuong quan va diéu kién doc lap 1a tuong duong nhau.

Ta xét mat dudc xac dinh béi mat do phan bs chuén:

_ (X—mQX)2+(y_m2Y)2

fx,y) = ;e , (1.10.14)

216,06,

cho trudng hop cac dai luong ngau nhién X va Y doc 1ap. Mit nay c6 dang d6i ma dinh
nim tai diém (m,,my) (hinh 1.17).

C4t mit phan bé nay béi cdec mit phing song song véi mit x0y, ta nhan dude cac
elip.
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Thuc vay, khi cho f(x,y) = A*> = const, ta co:

(X_mx)2 N (y_mY)2 _ 2

2 2
20} 20,

(1.10.15)

Phuong trinh (1.10.15) 1a phuong trinh hinh chiéu ctaa elip trén mét xOy. D6 1a ho
cac elip dong dang c6 tAm tai diém (m,, m,), ¢6 cac truc do1 xtng 1a cac duong théng song
song véi cac truc Ox va Oy. Tai moi diém ctia mdi elip nhu vay, mat &6 phan bé khong d6i,
nén chiing dudc goi 1a cic elip mat do phan bd déu hay 14 elip phan tan.

C6 thé chi ra ring, sé nhan dudc mét iz
btic tranh tuong tu ngay ca d6i véi phan bo
chuén trong trudng hdp téng quat, khi ma
r#0, nhung trong trudng hgp nay cac truc
do61 xting cua elip khong song song véi cac
truc toa do.

Hinh 1.17

Céac truc d6i xting nay duge goi 1a cac truc phan tan chinh. Bing cach chuyén goc
toa do t6i diém (m,, m,) va quay cac truc toa do cho dén khi trang véi cac truc phan tan
chinh ¢6 thé d&n luat phan bd chuén véi r # 0 vé dang chinh téc.

Jg
fEM) = — e L2 2] (1.10.16)
2n6:0,
trong d6 oz, o, dudc goi la do 1éch binh phuong trung binh chinh.

Nhu vay, ching ta da thay thé vects ngu nhién phan bd chuén cé cac thanh phan
(X,Y) phu thuoc 1an nhau bdi vects phan bd chudn khac (€,n) ma cac thanh phan ctia n6
doc lap v6i nhau.

Thong thuong, khi xét luat phan bé chuén trén mit phing, ta ¢ gdng chon trude
cac truc toa d6 Ox va Oy sao cho chiung trung véi cac truc phan tan chinh.

Khi d6 xac suit roi vao hinh chii nhat R (hinh 1.14) ¢6 cac canh song song véi truc
phan tan chinh dugc xac dinh theo céng thiic (1.7.6) va sé bang:

(X_mx)2+(y_mY)2

Bd 1 - Zci 265
P(NeR) = ”—e dxdy =
Mznoxcy
2
pos -l ‘(y;? )
= Ie 20% dx je Yo dy=
2no, |, moy
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B—m, 4 —my S—my Y my
(\/_0 j (D(—\/Ecxj | @ —\/Ecy \/_0 (1.10.17)

Bay gio ta xét hé n dai lugng ngiu nhién (X,, X,, ... X,). Hé nay dudgc goi 1a c6 phan
b6 chudn néu nhu mat d6 phan bé cia né ¢ dang:

n n
i _$Z ZD Xj—m;j xk my
£(X],X g0 X, ) = e © ikl oo (1.10.18)
6,0,..6,4(2n)"D
trong d6 D 1a dinh thiic ctia ma tran tuong quan chuén hoa:
oy, o Ty,
1 r
Ty x, | = 2% (1.10.19)
1

D;, 1a phan phu dai s6 ctia phan tu Iy x, trong dinh thic D.

Tt (1.10.18) thay rang, mat &6 phan bé n chiéu déi v6i luat chudn phu thude vao n
n(n—1

ky vong toan hoc, n do léch binh phuong trung binh (phuodng sai) va ) hé s6 tuong

quan.
Néu cac dai lugng ngau nhién X,, X,, ... , X, doc lap thi mat do phan bs bang:
f(Xl,Xz,...,Xn) = fl (Xl)fz (Xz)...fn(xn):

2
1 L Xi_mi
1 e‘zé( )

i (1.10.20)

) (2n)"?6,0,...0,

Cong thiic nay nhan dudc tit cong thic téng quat (1.10.18) khi Ty x, =0 trong trudng
hop 12k va Ty x, = 1 véii1=k. Khi d6 D=1, D;=0 khi izk, D,=1 khi i=k.

Truong hop riéng, khi n = 3 ta nhan dudc luat phan bé chuén trong khéng gian.
Trong truong hop nay ma tran tuong quan c6 dang:

1 I‘7‘17‘2 I'X1X3

1 r (1.10.21)

XX3

1

XXk

Mat dé phan bd chuén ba chiéu phu thuéc vao 9 tham s6 m,, m,, m,, G,, Gy, G,
Ty x, s Txpx; 2 T, . D61 v6i phan b chudn 3 chiéu thay cho elip phan tan 1a elipx6it phan
tan. Khi huéng céc truc toa do theo cac truc chinh cua elipxdit phan tan ta nhan duge hé
thong cac phan bo ctia ba dai lugng ngau nhién doc lap (,n,0).

Trong truong hop nay mat doé phan bd sé c6 dang:
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FEM.L) = L e

32
(2m) GG, O¢

(1.10.22)

trong d6 o, oy, o¢ 1a cac do 1éch binh phuong trung binh chinh.
1.11. Ludt phan bé ctia ham cdc déi s6 ngau nhién

1) Luat phan bé ctia ham mét d6i s6 ngau nhién

Gia st c6 dai lugng ngAu nhién lién tuc X c6 mat d6 phan bé f(x) va mot dai lugng

ngau nhién khac Y, lién hé véi né béi su phu thuéec ham
Y =¢(X), (1.11.1)
v6i @ 12 ham lién tuc, kha vi.

Yéu cdu tim mat d6 phan bé cta dai lugng ngiu nhién Y. Truéc hét, ta gia thiét
rang ham y = ¢(x) don diéu, khi d6 né c6 ham ngugc duy nhat: x=y(y). Thém vao d6, ti
diéu kién:

Xo<X<x,+dx.

chéc chin suy ra riang y,<Y<y,+dy va ngudc lai. 0 day yo= ¢(xc)

1) b)

l o) L)

Hinh 1.18

Do d6 xac sudt cta cac bat ding thiic bing nhau:
P(x,<X<x,tdx) = P(y,<Y<y,+dy) (1.11.2)
Gia st mat d6 phan bd cua dai lugng Y 14 g(y), khi d6 tit cac do thi f(x) va g(y) (hinh
1.18 a va b) ta nhan thiy rang xac suit

P(x,<X<x,+dx) = S, (1.11.3)
bang dién tich phia duéi dudng cong y = f(x), con xac suit
P(y <Y<y ,+dy) =S, (1.11.4)

l1a dién tich phia dudéi dudng cong x = g(y)
Véi dx, dy du nho ta co:
S, =f(x)dx, S, = g(y)dy, (1.11.5)
khi d6
f(x)dx = g(y)dy (1.11.6)

va do vay:
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gly) =f(x )T = flyM1v'(y) (1.11.7)

Vi f(x) >0, g(y)=0, nén trong céong thic nay can 1ay gia tri tuyét doi |l//'( y)|
(1.11.8)

g(y) =
Néu ham y = ¢(x) khéng don diéu thi ham ngude x=y(y) c6 thé da tri, tic 1a c6 mot
vai nhanh:  x; = y(y), X, =Ws(Y), ..., X, =Wa(¥).
Khi d6 tut su kién:
Vo<Y<y,+dy, (1.11.9)
dan dén mot trong cac kha ning xung khéc tuong hd:
x] < X < x] +dx; hogic x5 < X<x)+dx, ...
hoéc
Xy < X <xp+dx, (1.11.10)
Khi d6 theo dinh ly cong xac suit ta co:
P(y,<Y<y,+dy) = P(X] < X < X] +dx;) + P(x5 < X < x5 +dx,) +..+

+P(xy < X <xp +dx,) (1.11.11)

hoac
g(y)dy = f(x;)dx; + f(xy)dx, +...+ f(x,)dx,(1.11.12)
Trong truong hgp khi x=\|!(y) 12 ham da tri, ta nhan dudgc cong thic do6i véi g(y):

Ly fi(x 2) +.4+f(x,) dx,
dy d

g(y) = f(Xl) (1.11.13)

tac la:
g®) = iy (Wi ()| + @)l (Wi (9] +.+ fly®l (Wh(y)  (1L1119)
Cdc vi du:
1. Gia X va Y ¢6 quan hé phu thudc tuyén tinh:
Y = aX +b (1.11.15)
Trong truong hgp nay ham nguge 1a don tri

1
X=y)=—(Y-b) (1.11.16)
a
Pao ham ham nguge bang:
1
v(y) = — (1.11.17)
a
Tu d6, thé (1.11.16) va (1.11.17) vao céng thiic (1.11.8) d6i véi g(y) ta nhan dude
dy- b
g(y) = ‘ ‘ (1.11.18)
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Nhu vay, khi bién ddi tuyén tinh dai Iugng ngdu nhién, dudng cong phan bé cia né
dich chuyén mot lugng b va thay d6i ty 1é doc theo truc toa d6 1a a 1an.

Khi d6 ta nhan dude quy luat phan bé cia ham tuyén tinh ctia d6i s6 tuan theo
phan b6 chuén (1.5.1) duéi dang

2
| _(a‘mx) | [y—(am,+b)]’
262 2a’c2
o) = ——€ x o= e X (1.11.19)
la2mo V2rfao,
DPay 14 quy luat phan bd chuén véi cac tham s&

c,=[a

GX’

m, =am, +b
2. Gia st cac dai lugng ngu nhién X va Y lién hé v6i nhau bdi su phu thuoc bac hai
Y =X2
Trong trudng hop nay méi mot gia tri cua Y (Y ludn duong) tuong ting véi hai gia tri
cua dai luong ngau nhién X:
X, :\lll(Y):\/?, Xzzllfz(Y):—\/?.

Ham ngudgc 1a ham hai tri, cho nén theo (1.11.14) ta cé:

g(y) = £ W (¥)]+ o). [ W () (1.11.20)
Vi
() == W) = (L11.21)
Yy 2\/§, Yoy 2\/; A1
nén
1
—|flJy |+ =Y khiy>0
gy) = 2\/§[ (\/7) ( \/7)] (1.11.22)
0 khi y<0

Dic biét, khi d6i s6 X tudn theo luat phan bé chuén (1.5.1), mat do phan b6 cua dai
lugng ngiu nhién Y sé c6 dang:

(f-mf (o)
1 262 2062 .
—|e x +e x khiy>0
g(y) = 4242myo Y (1.11.23)
0 khi y<0

Néu ky vong toan hoc bang khong, m, = 0 thi:
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1 _202 .
_ x khiy>0
8y) =\ .\ 2myo, © ty (1.11.24)

0 khiy <0

2) Luat phan b6 cia ham hai d6i s6 ngau nhién

Gia st c6 hé hai dai lugng ngau nhién lién tuc (X,Y) c6 mat do phan bé f(x,y). Va gia
st dai lugng ngau nhién Z, lién hé v6i X va Y bdi moi phu thuoe ham

7= o(X,Y).

Yéu ciu tim quy luat phan bé cta dai lugng ngiu nhién Z. Ta xay dung do thi ham
z = @(x,y). Pay la mét méat nao do6 trong khong gian (hinh 1.19).

Ta x4c dinh ham phan bé cta dai lugng Z

G(z) = P(Z<z) = Plo(X,Y)<z]. (1.11.25)

B4t ding thiic e(X,Y)<z sé dugdc thoa mén v6i moi diém ctia mat z=@(x,y) ndm duéi
mit phing Q song song véi mit x0y, va cach né mot khoang bang z.

Mit phing nay cit mit z=¢(x,y) theo mét dudng cong L nao d6. Chiéu dusng cong L
nay lén mat phang x0y, né giéi han mot mién D nao d6.

Hinh 1.19

Xac suét dé cho (X,Y)<z bang xac suét rdi cua diém (X,Y) vao trong mién D trén
mit phéng x0y dude x4c dinh béi bat déng thiic ¢(x,y)<z. Xac suét nay dudc biéu dién béi
tich phan hai 16p theo mién D.

J'J‘ f(x,y)dxdy

(D)
Nhu vay, ham phan bé ctia dai lugng ngau nhién Z c6 dang:
G(z) = H f(x,y)dxdy (1.11.26)
(p(x,y)<z)
Dé nhan duge mat d6 phan bé g(z) cn tim dao ham caa ham (1.11.26) theo z
g(z) = G'(2) (1.11.27)

RG rang, mién phan tich [@(x,y)<z] c6 thé 1a mién da lién thudc mat phing xOy,
trong d6 bat ding thic o(x,y)<z dudc thuc hién.

Vi du: Xét ham phéan bd ctia modul vecto phan bd chuén hai chiéu ma hinh chiéu
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ctia n6 1én cac truc toa do X va Y 1a cac dai lugng nglu nhién doc 1ap cé ky vong toan hoc
bang m,va m,, va phuong sai déu bing oc,.

Dai luong ngiu nhién cin tim Z sé& lién hé véi cac dai luong ngiu nhién X va Y béi

mo6i phu thudc ham:
7=VX>+Y? (1.11.28)

Dai lugng ngiu nhién Z khéng 4m, vi viy mat d6 phan bé ctia n6 sé bang khong khi
z<0.

Vi X va Y 1a cac dai lugng ngdu nhién doc 1ap c6 phan bs chuédn nén mat dé phan bd
chung f(x,y) c6 dang (1.11.14).
Theo (1.11.26) ta nhan dugc ham phan bé cua dai lugng ngau nhién Z duéi dang:
1 2 2
I s bem)P(y-m,) |
Go= || e y
(«/xz+y2 <z) 210

Mién tich phan 1a mién trong hinh tron tadm & géc toa do va ban kinh bang z.

dxdy (1.11.29)

Ta chuyén tich phan hai 16p vé toa d6 cuc bing cach st dung cic cong thiic
X = pcos®, y = psing, dxdy = pdpde (1.11.30)
Khi d6 ta nhéan dugc:

G = Tj e—ﬁ[(zmw—mx)2+(Zsin<v—my)2]

pdodep (1.11.31)

2

270" 4y

L&y vi phan biéu thiic nay theo z ta nhan dude mat do phan bd cia dai lugng nglu
nhién Z.

2z —%[(Zcos¢—mx)2+(zsin¢—m )2]
12j 20 "dp  khiz>0
g(z) ={ 2776” } (1.11.32)
0 khi z<0
Ta hay bién d6i ham duéi d4u tich phan:
(zcos@—m,)* + (zsing—m,)” = z*~2z(m,cos@+m,sing)+ m>2( + m%, (1.11.33)
Ky hiéu:
m m
m)2( + m§,=m2, —X —¢os6, —y=sin9 (1.11.34)
m m
khi do6
my
0 = arctg—— (1.11.35)
mx
nhu vay ta nhan dugc
(zcos@ - m,)* + (zsing - m)* =z* +m* -2zmcos(¢-6) (1.11.36)

Thé (1.11.36) vao (1.11.32) ta nhan dudc:
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22+m? 27 zZmcos(p-6)
e 20 je o de khiz>0 (1.11.37)

0

g(Z) - 272_0_2

Lam phép thay thé
0-0=u (1.11.38)
ta nhan duge
_Z+mlogz_g
e 20 j e du khiz>0 (1.11.39)

0

g(z) =

2no?

Tich phan trong cong thiic (1.11.39)

S

Nhu vay, ta c6

g(z) =1 270? o’ (1.11.40)

0 khi z<0

Z e o |o(ﬂj khi >0

Ham nhan dudc goi 12 ham Role suy rong. Cac dic trung s6 cua né, nhu ky vong
toan hoc va phuong sai, duge xac dinh duge theo cac cong thic:

2 2 2 2 ,miz
mZ:G\/E ESLLI | LU PRLURY LU | (1.11.41)
2 20 4o 20 4o

(1.11.42)

DZ:202+m2—m§

Déi vé6i truong hop ky vong toan hoc bang 0, m, = m, =0, biéu thic (1.11.29) dudge
viét lai duéi dang

~ 1 ‘X;;ZZ ~ 1 2z _% _
G@= [ vl 7y = ! ! e 27 pdpdg=
(WX*+y?*<2z)
Z2
= ]—¢ 20 (1.11.43).

2(z) = {2 khi z>0 (1.11.44)
0 khi z<0

Day 1a quy luat phan b6 Role da dudc xét 6 muc 1.6.
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1.12. Ham ddc trung

Ham d#c trung g(t) cia dai lugng ngau nhién X 12 ky vong toan hoc ctia dai lugng
ngau nhién phic e
g(t) = M[e'*], (1.12.1)
0 day,
i=-1.

Néu X 1a dai lugng ngau nhién rdi rac thi
n
gt)= > e™kp, (1.12.2)
k=1
Néu X 1a dai luong ngiu nhién lién tuc thi
+oo
gt)= [e™f(x)dx (1.12.3)

Cong thtc (1.12.3) bién d6i ham f(x) d6i s6 x thanh ham g(t) d6i s t, 12 phép bién
d6i Fourier ham f(x).

Nhu vay, ham dic trung cia dai lugng ngdu nhién lién tuc 14 phép bién ddi Fourier
ham mat do6 phan bd ctia né.

Cdc tinh chdt cua ham ddc trung

1. Néu g.(t) 12 ham dic trung cta dai lugng ngiu nhién X, thi ham déc trung caa
dai lugng ngau nhién
Y = aX(1.12.4)
bang
g,() = gat (1.12.5)
Thuc vay,
g,(t) = M[e"™] = M[e'®X] = g (at) (1.12.6)
2. Ham dac trung cua téng cac dai lugng ngau nhién déc lap bang tich cac ham dac
trung cua tiing hang tu.

Néu X, X, ... X, 1a cac dai lugng ngau nhién doc 1ap c6 cac ham dic trung:

gx, (0,8, (1),....g, (1) (1.12.7)
va gla su
n
X=> Xy (1.12.8)
k=1
Ta sé chiing minh rang:
n
2.0 =[] gy (t) (1.12.9)
k=1

That vay, khi st dung dinh 1y tich ky vong toan hoc d6i véi cac dai lugng ngau
nhién déc lap, ta nhan dudgce:
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itiXk n . n . n
g ()=M|e -M l!—[elth — IHM[elth ]: pgxk (t) (@.12.10
=1 =1 =1

3. Gia tri cia ham dic trung bang don vi khi t=0:
—+oco
g0) = [f(x)dx=1.

Vi ham dac trung g(t) ctia dai lugng ngdu nhién lién tuc 1a bién d6i nguge Fourier
ctia mat do phan bd f(x) nén, nhu da biét ti 1y thuyét bién d6i Fourier, c6 thé nhan duge
mat d6 phan bé f(x) nhu 14 bién d6i Fourier truc ti€p ham g(t)

f(x) = ! J]e_itxg(t)dt
X —_— ———
21 -

Nhu vay, khi biét mat do6 phan bd f(x) ta c6 thé xac dinh duy nhat mot ham déc
trung, ngude lai, néu biét ham déc trung, c6 thé xac dinh mot cach duy nhat mat dé phan
bo.

Khi d6, trong nhiéu truong, st dung ham déc trung thuan lgi hon so véi mat do
phan bé.

MGoi lién hé gitta ham ddc trung va moémen cua dai lugng ngdu nhién

Khi biét ham dic trung g(t) dé dang xac dinh dugc cAc momen phan bd ctua dai
lugng ngau nhién.

Ta hay khai trién ham e thanh chudi Macloren

it _ ~ (it)k K
e =) X (1.12.11)
= k!
Dat (1.12.11) vao (1.12.1) ta nhan dude chubi:
.\k .\ k
< (1t < (1t
ot)= M ZQXI‘ = ZQM[XI‘] (1.12.12)
k=0 k! k=0 k!
Nhung M[X¥] 14 mémen géc bac k (mg) ctia dai lugng ngau nhién X.
Tu d6 ta nhan duge khai trién chudi ham dac trung
(o) ‘k
1 m
gty = > ——K " (1.12.13)

Nhu vay, c6 thé tim duge tat ca cac momen goc cia dai lugng ngau nhién bing cach
khai trién ham dic trung thanh chudi Macloren déi véi tham s&'t.

Ta biéu dién ham dac trung theo céng thtc khai trién tdng quat thanh chudi
Macloren:
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=1 dfg(t)]
gty= ) ———— t
gok! dt* (=0

S6 sanh (1.12.13) va (1.12.14) ta nhan dudc biéu thic d6i v6i moémen cta dai lugng
ngau nhién:

(1.12.14)

1 d¥g(t
my =+ g(t)

(1.12.15)
i gtk

t=0
Mbt cach tuong tu, ¢ thé biéu didn cdc moémen trung tAm cua dai lugng ngdu nhién
qua ham déc trung.

Khi biéu dién dai lugng nglu nhién X duéi dang:

(6]
X=X+m, (1.12.16)

(0]
v6i X 1a dai lugng ngau nhién qui tAm, ta nhan dudc:

. it )O(+mx ) .o . .o
g(t) = M[eltx] =Mie ( j = M{eltmxeltx} = e‘thM{eltX} (1.12.17)

o

Khai tridn € thanh chudi Macloren, ta dudgc

o o [ k o o [ k o oo [ k
M{eitx}zM zﬂxk :zﬂM Xk :Zﬂuk (1.12.18)

k=0 k! k=0 K! k=0 K!

Thé& (1.12.18) vao (1.12.17) ta nhan dudge

.k
—itm = (1t

gtye M= Z( ) e (1.12.19)
k=0 K!

Do d6, khi khai trién Macloren ham g(t) g 'tm
trung tAm cua dai lugng ngau nhién.

it

* ta nhan dugc tat ca cAc moémen

M theo cong thic khai trién téng quat chudi Macloren:

n idk[e_itmxg(t)]

Khai trién g(t) e~

—itm k
gye M=) t (1.12.20)
k:()k! dtk
t=0
So sanh (1.12.19) va (1.12.20), ta nhan dudc:
l"l‘k = '_ . .
ik dt*
t=0

Vi du: Nho ham dic trung ta sé tim duge cAc mdmen ctia phan bd chuén.

Gia st dai lugng ngiu nhién X tuan theo quy luat phan bd chuén (1.5.1). Ta sé tim
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ham dic trung cta né.

(x—mx)2 x? xm, m’

5 1 +oo +itx+————=
2Gx dX — I e 26
N21o,

x %% 2%y (1.12.22)

® 1 To itx 2 2 2
gt)=——— | e "¢
21O, -

C6 thé dua tich phan (1.12.22) vé tich phan da biét:

Joo , P _AC-B’
je‘AX +2BX“’dx:\/:e A (1.12.23)
i A
va dua vao ky hiéu
1 ito? + X
A=—, p="000 0 oo Tk (1.12.24)
20, 20, 20
Khi d6
itmx—tzai
ghy=e (1.12.25)

Theo (1.12.15), mémen goc bac nhat bang:
_ 1 dg(t) _ imx CO

1= - - =m, (1.12.26)
1 dt | 1
Ta tim cdc mdmen trung tdm cua phan bé:
. tlol t’c?
—itm _ _—itm ttm, 2 _ 2
€ Xg(t) =€ X e =¢ (1.12.27)
Khai trién ham nay thanh chudi Macloren, nhan dugc:
oo 2k o :2k 2k
—i kK O 17 O
e Mgty = Y (-1)" =X t2k = Zk—XtZk (1.12.28)
k=0 27 k! k=0 2 k!
Tu d6 co:
i Wo = —jzkcik (1.12.30)
Zk - . .
(2k)! 2k k!
hay
2k)!
oy _ (2 0%, (k=1,2,..) (1.12.31)
2K k!
Dac biét

My =05, My = 30
Céc cong thiic nhan dudge 1a cac céng thic tinh truc ti€p momen caa phan bé chudn
6 muc 1.5.
Tuy nhién phuong phap st dung ham déc trung don gian hon nhiéu.
Ham ddc trung cta véc to ngdu nhién
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Ham dac trung cia hé n dai lugng ngau nhién (X,, X, ... X, ) hoidc vectd ngau nhién
n chiéu 12 ham n tham sé t,, t,, t,, dudc xac dinh bdi cong thiic:

X,
g(ty,ty,...,t,)=M| e ! (1.12.32)

D61 vé6i hé cac dai lugng ngdu nhién lién tuc day 1a phép bién déi Fourier n chiéu
ciia mat do phan b6 f(x,,x, .... X,)
+oo  foo
gty ty,.ty)= | ... jel(t‘xl+"‘+t“x")f(xl y X9 5eenr Xy )dX dX, .. dx,, (1.12.33)

Tuong tu nhu trudng hop moét chiéu, mat d6 phan bo f(x,,x, .... x,) 1a bién déi
Fourier n 14n d6i véi ham dac trung g(t,, ts,. t,)
F (X, X 0ees %) =

1 +oo +oo .
2 [ o Jen ittt gt oty )dtdt, . dty (1.12.34)
Tc —_00 —00

Déi vé6i hé céc dai lugng nglu nhién phan bé chudn (X,, X, ... X,) ¢6 mat do phan bé
(1.10.20), ham d#c trung g(t;,t5,...,t,) dugc tinh theo cong thic (1.12.33) c6 dang

%Zn:RjktithriZn:mitj
a(t,t,,....t)=e = (1.12.35)

trong d6 m; 14 ky vong toan hoc ctia dai lugng nghu nhién X;, R 12 mémen tuong quan

cua céc dai lugng ngau nhién X; va X,.
Néu cac dai lugng ngau nhién X, X,,..., X, doc 1lap v6i nhau thi ham dic trung n
chiéu cta ching bang tich cac ham dic trung cta tiing dai luong ngiu nhién trong doé.

n
gttt =] ] 9, &) (1.12.36)
k=l
Nho ham dic trung nhiéu chiéu c6 thé xac dinh duge mémen hén hop cta phan bé

cua hé cac dai luong ngiu nhién (vecto ngiu nhién) theo cong thiic

K +..+k,
i—(k,+k2+...+kn) 0—) l g(tl ,...,tn)
k Kq
AL A"

M (5 X X)) = (1.12.37)

‘tl:...tn:O
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CHUGONG 2: HAM NGAU NHIEN VA CAC DAC TRUNG CUA CHUNG

2.1. Dinh nghia ham ngdu nhién

Dai lugng ngau nhién 1 dai luong ma khi tién hanh mot loat cac phép thi trong
cing nhiing diéu kién nhu nhau c6 thé mbi 1an nhan dude gia tri nay hay gia tri khac
khong biét trude duge cu thé.

Gia thiét rang, két qua thi nghiém khong phai 14 mot s6 ma la mot ham nao dé caa
mot hay nhiéu d6i s6. Mot ham ma két qua ciia méi lan thi nghiém dudc tién hanh trong
nhiing diéu kién nhu nhau, c¢6 thé ¢6 cac dang khac nhau, khong biét trude dude cu thé,
dugc goi 1a ham ngau nhién. Khi dé6 ham khong ngiu nhién thu dugc do két qua cia moi
thi nghiém dudc goi 14 thé hién ciia ham ngiu nhién. Véi méi 1an 1ap lai thi nghiém ta
nhan duge mot thé hién méi. Nhu vay c6 thé xem ham ngiu nhién nhu 14 tap tit ca cac
thé hién cta né. Cach tiép can thong ké nhu vay rat thuan lgi khi nghién ctu nhiéu qua
trinh vat 1y, ky thuat, sinh hoc v.v... Dic biét, khai niém ham ngau nhién phan anh rat
tot thuc chat ctia cac qua trinh khi tugng thuy vin.

Tinh chit dic trung cua khi quyén 1a chuyén dong roi nhidu loan gay nén su bién
dong manh ctia cac yéu t6 khi tuong ca theo thoi gian 1an khong gian. Cac xung réi manh
XAy ra ca trong cac qua trinh qui mé 16n cting nhu trong cac chuyén déng qui mé nhd. Su
ton tai cia roi dan t6i chd nhiing diéu kién ban dau khong con quy dinh mot cach day dua
dién bién ctuia qua trinh, do d6 cac thi nghiém tién hanh trong cung nhiing diéu kién bén
ngoai nhu nhau sé dan dén cac két qua khac nhau.

Gia st vao cung mot ngay mot gid ciia moéi nam trong mdt khodng thoi gian nao d6
ta do nhiét do khong khi tai mot diém cho trude trong khi quyén. Vi mdi 14n do nhu vay
ta nhan dugc nhiét d6 nhu 12 ham cta thoi gian T(t). Cac ham nhan duge khi l4p lai thi
nghiém sé khac nhau. M&i ham T,(t) nhan dudc & thi nghiém i ¢6 thé dudc xem nhu mét
thé hién riéng, con tap tat ca cac ham thu duge cho ching ta tap hgp cac thé hién quan
trac cia ham ngau nhién.

Tuong tu, cac yéu to khi tuong khac - ap suét, cac thanh phan caa vects van toc gio,
v.v... ciing c6 thé duge xem nhu 1& caAc ham nglu nhién cta thdi gian va toa do khéng
gian.

Trén hinh 2.1 din cac dudng cong phu thudc vao thdi gian ctia thanh phan vi huéng
vectd gi6 nhan duge theo cac s6 lidu quan trac tham khong.

Tiung dudng cong trén hinh 2.1 14 mot thé hién cta ham ngiu nhién. Né&u ¢é dinh
thoi diém t=t, va vach mot dudng thing vuéng géc véi truc hoanh, thi né sé cit mbi thé
hién tai mét diém. Cac diém giao 1a céc gia tri cia mét dai lugng ngdu nhién ma ngudi ta
goi 1a lat cat clia ham ngiu nhién tng véi gia tri ctia d6i s6 t=t,.

Xudt phat tit d6 c6 thé dua ra mét dinh nghia khac vé ham ngiu nhién: Ham ngiu
nhién ctua do6i s6 t 12 ham X(t) ma gia tri ctia né tai mdi tri s6 cua doi s6 t=t, (mdi mot 1at
cat tuong Gng véi t=t,) 12 mot dai lugng ngau nhién.

Ta sé ky hiéu ham ngiu nhiénU (m/s) ac chit cai 16n kém theo d6i s6 X(t),
Y(t)..., con cac thé hién cta né la cac chit cai nhé x,(t), x,(t)... véi cac chi s6 néu
r6 1an thi nghiém ma thé hién trén nhan duge. Lat cit ctia ham ngau nhién tai
gia tri d6i s6 t, duge ky hidu 1a X(t,).
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Hinh 2.1

D6 s6 t ¢6 thé nhan mot gia tri thuc b4t ky trong khoang hiiu han hoic vé han da
cho, hoac chi 1a cac gia tri roi rac nhat dinh. Trong truong hgp thi nhat X(t) duge goi 1a
qué trinh ngau nhién, con trong truong hop thi hai né duge goi 1a day ngiu nhién.

Thuat ngii ham ngiu nhién bao ham ca hai khai niém trén. D61 s6 cia ham ngiu
nhién khong nh4t thiét phai 1a thoi gian. Chéng han, c6 thé xét nhiét d6 khong khi nhu
12 ham nglu nhién cua d6 cao. Ham ngdu nhién c6 thé phu thudc khong chi vao mot bién
ma c6 thé vai bién. Ham nglu nhién cta vai déi s6 goi 1a trusng ngau nhién.

Vi du, trong khi tugng hoc ngudi ta xét trucng nhiét do, truong gid, trudng ap suit,
ttic 1a nhiét do, ap suat hay vecto gi6 duge xem nhu 14 ham ngiu nhién ctia 4 d6i s6: 3 toa
d6 khéng gian va thdi gian. Khi dé trudng ngdu nhién c6 thé vo huéng nhu trong cac
truong hdp truong nhiét do va trucéng ap suit hodc truoéng véc té nhu truong gi6, khi ma
mdi thé hién ctia né 12 mét ham vecto.

Cac qua trinh khi tugng thuy vén 1a cac ham ctia d6i1 s6 lién tuc, vi vay ching ta sé
khong dé cap dén 1y thuyét ciia chudi ngau nhién, ma chi xét cac qua trinh ngiu nhién
ctia mot déi s6 lién tuc va cac truong ngau nhién nhu 14 ham ngau nhién ctia mot vai déi
s6 lién tuc. Khi d6 ta sé goi qua trinh mét chiéu 14 ham ngiu nhién hay qua trinh nhiu
nhién, khéng phan biét gitta cac thuat ngtt dé.

2.2. Cdc qui ludt phan b6 qud trinh nhéu nhién

Nhu ta da thay trudc day, dai lugng ngau nhién dude hoan toan xac dinh néu biét
ham phan b6 caa né

Fx) = PX<x) (2.2.1)
Heé cac dai luong ngau nhién dudc xac dinh néu cho ham phan bo ctia né
F(x,,x,...,x,) = PX(<x;,Xo<Xs...,X,<X,) (2.2.2)

Qua trinh ngdu nhién X(t) c6 thé duge xét nhu 1a tap hgp tat ca cac lat cit ciia né
ma moi mot lat cat 1a mot dai lugng ngiu nhién.

Khi ¢6 dinh cac gia tri ciia d6i s6 t,, t,..., t, ching ta nhan dudc n lat cit ciia qua
trinh nhau nhién.

XIZX(tl) ’ X2:X(t2) IAREY] Xn:X(tn)
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Khi d6, mét cach gan ddng, qua trinh ngdu nhién c¢6 thé dude dic trung bdi ham
phan bé ctia hé cac dai lugng ngiu nhién nhan dugc.

F.(x,%,,..,%X,) = P(X;<x1,X,<Xo,..,X,<X,) (2.2.3)

R& rang, ham phan b6 nay sé déc trung cho qua trinh ngau nhién cang day du hon,
néu cac gia tri cta doi sé t; cang phan bé gan nhau, s6 1at cit n ¢6 dude cang 16n.

Xuit phat tit d6, qua trinh ngau nhién X(t) dudc coi nhu da cho truéec néu doi véi
moi gia tri t, ham phan bé cta dai lugng ngau nhién X(t) da dugc xac dinh

Fi(x,t) = PIX(t)<x)], (2.2.4)
do6i v6i moi cap hai gia tri t, va t, cia doi sd t, ham phan bd ctia hé cac dai lugng
ngau nhién X;=X(t,), X,=X(t,;) dudc xac dinh
Fo(x,x5,t) = P(X<x;, X,<x,), (2.2.5)
va néi chung, v6i moi n gia tri bat ky t,, ts,..., t, cua d6i s6 t, ham phan bé n chiéu
ctua hé cac dai lugng ngiu nhién X,=X(t,), X,=X(t,)..., X,=X(t,) dugc xac dinh
F.(x1,Xs,...,X,; t1,t9,...,t,) = P(X;<x1,X5<X,,...,X,<X,). (2.2.6)

Ham F,(x;t) dudc goi 12 ham phan bd mdt chiéu ctia qua trinh ngiu nhién, né dic
trung cho qui luat phan bd ctia mdi mét 1at cit ciia né, nhung khéng giai dap duge van dé
vé su phu thudc 1an nhau giiia cac lat cat khac nhau.

Ham Fy(x,,X,;t,,t,) dudc goi 12 ham phan bé hai chiéu ctia qua trinh ngau nhién, né
ciing khong phai 1a dic trung bao quat ctia qua trinh ngau nhién.

Dé dic trung day da qua trinh ngdu nhién cin phai cho tit ca cac ham phan bé
nhiéu chiéu.

D6i v6i cac ham ngau nhién lién tuc, mbi lat cit cta né 1a mot dai luong ngdu nhién
lién tuc, c6 thé st dung qui luat phan bé vi phan nhiéu chiéu dé dic trung cho ham ngau
nhién. Néu F,(x;t) c6 dao ham riéng theo x

oF, (x;t)
0x
thi né duge goi 1a mat d6 phan b6 mot chiéu hay qui luat phan b vi phan mot chiéu cia
ham ngau nhién.

=fi(x;t) (2.2.7)

Qui luat phan bd vi phan mot chiéu f,(x;t) 1a qui luat phan b vi phan cta dai lugng
ngau nhién - 1at ct ciia ham ngiu nhién tng véi gia tri t cho trude.

Qui luat phan bé vi phan nhiéu chiéu cia ham ngau nhién ciing dugc xac dinh mot
cach tuong tu.

Néu toén tai dao ham riéng hén hgp ctia ham phéan bo n chiéu

n .
a Fn(Xl’X2””9Xn’t1’t2""9tn)

=1 (X{,X5,..., X5t 1,05, (2.2.8)
0X,0X,...0X mitb me "

thi né dugc goi 12 mat doé phan bé n chiéu ctia qua trinh ngiu nhién.
Ham phan bd va mat dd phan bd cin thoda man diéu kién doi xtng, ttc 1a can phai
nhu nhau véi moi cach chon céc gia tri ctia d61 s6 t,...,t,.

V6i moi hoan vi i;, 1y,...,1, t cac s6 1, 2,..., n, cac hé thic sau day phai dugc thuc
hién:
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Fn(Xi1 ’Xi2 ,...,Xin;til ’tiz ””9tin):Fn(xl’xz””9Xn;t1’t2""’tn) (2.2.9)

fn(Xil ’Xi2 ,...,Xin ;til 9ti2 ,...,tin ):fn(Xl ,Xz,...,Xn;tl,tZ ,...,tn) (2.2.10)

Nhu da chi ra trong muc 1.7, ti ham phin bé va mat d6 phan bé cia hé n dai ludng
ngiu nhién c6 thé nhan dudc ham phéan bd ctia moi hé con ctia né. Vi vay, néu da biét
ham phan bé hodc mat dé phan bd n chiéu thi ciing chinh 1i cho trudc tat ca cac ham
phan b6 va mat do phan bo bac thap hon.

Dic trung ham ngiu nhién bing viéc cho truée cac qui luat phan bs nhiéu chiéu,
phén 16n trong tng dung thuec tién, 14 khéng thé, do tinh phiic tap cta viéc xac dinh thuc
nghiém cac qui luat phan bo nhiéu chiéu, ciing nhu do su céng kénh, kho khan khi st
dung dé giai cic bai toan tng dung.

Vi vay, thay cho céac qui luat phan bé nhiéu chiéu, trong da sé truong hop ngudi ta
giéi han béang cach cho nhiing dic trung riéng cta cac qui luat nay, tuong tu nhu trong ly
thuyét dai lugng ngiu nhién, thay cho qui luat phan bé ngudi ta st dung cac dic trung so
cua chung.

2.3. Cdc ddc trung ctia qud trinh ngdau nhién

Pé dac trung cho quéa trinh nglu nhién, ciing nhu céc dai lugng ngiu nhién, ngusi
ta st dung cAc mémen phan bé.

Momen bac i,+i,+...+i, ciia qua trinh ngau nhién 1a ky vong toan hoc cta tich cac
luy thita tuong ting cta cac lat cit khac nhau ctia qua trinh ngiu nhién

My (bt = MIXET X @T L IX W]} (2.3.1)
Momen bac nhat:
m,(t) = MIX(t)] = m(t) (2.3.2)
goi 1a ky vong toan hoc ctia qua trinh ngiu nhién.
Ky vong toan hoc ctia qua trinh ngau nhién 134 mot ham khéng ngau nhién m,(t),
ma gia tri clia né véi méi t bang ky vong toan hoc ctia lat cit tuong tGng.

Ky vong toan hoc m,(t) hoan toan xac dinh bdi quy luat phan bs bac nhat
oo
m, ()= [xf,(x;t)dx (2.3.3)

A ~ A . 2 R, . A A . A 2,0 N A 2 M
Momen goc bac hai c¢6 thé c6 hai dang: mémen bac hai déi véi ciang mot 1at cat cua
qué trinh ngau nhién

2
m, (1) :M{[X(t)] } ©2.3.4)

va moémen hén hop bac hai déi véi hai 14t cdt khac nhau
m (t;,t,) =M[X(t,)X(t,)] (2.3.5)

Mo6men m,  phu thudc vao mot gia tri doi s6 t, mdémen hén hop m,; ; phu thudc

vao hai gia tri t, va t, ctia do1 so t.

53



Bén canh cidc mdémen goc, ngudi ta con xét cac mdmen trung tdm cua qua trinh
ngau nhién.

Hiéu gitia qua trinh ngiu nhién va ky vong cia né

(6]
X(t)=X(t) - my(t) (2.3.6)
dudc goi 1a qua trinh ngau nhién qui tam.

Momen trung tAm cia qua trinh ngau nhién X(t) 14 mémen goc bac tuong tGing ctua

0
qué trinh nhau nhién qui tam X(t)

Momen trung tdm bac nhit bang khong

t(® = M X() 1= MIX(®) - my(®)] = my(©) - my(t) = 0.

Moémen trung tam bac hai c6 dang:

2
Wy (=M {X(t)} - M{[X(t)—mx(t)]z} @.3.7)

Wy (ty,ty)= M{)o((tl)}o((tz)} =

= M{[X(t)) = m, (t) [ X(t2) — my (t;)]} (2.3.9)

Mbémen trung tdm [l, o(t) 1a ham cta d6i s6 t, v6i mdi gia tri t c6 dinh né la

phuong sai cta lat cit tuong tng cia qua trinh ngiu nhién. Ham khong ngiu nhién nay
ctia doi s6 t

Dy(t) = M{[X(t) - mx(t)]z} (2.3.9)

dudc goi 1a phuong sai ciia qué trinh ngau nhién.

Mbémen trung tdm g, (t;,t,) 12 ham cta hai d6i s6 t, va t,, v6i moi cap hai gia tri t,
va t, d6 12 momen quan hé hay mémen tucng quan gitia cac lat cit tuong ting cia qua
trinh ngiu nhién.

Ham khong ngau nhién cua hai déi s6 t, va t,

Rx(tl’tz) =M {[X (tl) - mx(tl)][x(tz) - mx(tz)]} (2.3.10)
dugc goi 1a ham tuong quan cua qué trinh ngau nhién X(t).

R6 rang, khi t,=t,=t thi R.(t,t) = D,(t), tiic 1a v6i cac gia tri cua d61 s6 nhu nhau thi

ham tuong quan trd thanh phuong sai.

Khi st dung qui luat phan bé vi phan hai chiéu cta ham ngdu nhién, ¢6 thé viét lai
ham tuong quan R (t,,t,):

400 400

R(t.t)= [ [ —m)b - mt)]f,06.:t,t)dxdx, (2.3.11)

—00 —oco

Tu dinh nghia ham tuong quan R (t,,t,) thay rang, n6 déi xting ddi véi cac dbi s&

54



R((tlatz):R((tzatl) (2312)
Thay cho ham tuong quan, c6 thé st dung ham tuong quan chuén hoa r.(t,.t,) dugc
xac dinh duéi dang

— R<(t1>t2)
r(t,t,) o (t)o. ()’ (2.3.13)

trong d6 o,(t) = /D, (t) dugc goi 1a dd 1éch binh phuong trung binh ciia hAm ngiu nhién.

V6i mdi cap gi tri t, va t,, ham tuong quan chudn hoa r.(t,,t,) 1a hé s6 tuong quan
cua hai lat cit tuong ting ciia ham ngau nhién.

Viéc cho mdmen bac nhat va bac hai, ttc la ky vong toan hoc va ham tuong quan
cua qua trinh ngau nhién, ma khong cho cac dic trung day du ctia né, ciing da xac dinh
dugc hang loat tinh chat ctia qua trinh ngiu nhién.

Tai moi gia tri c6 dinh ctia déi s6 t, ky vong toan hoc m,(t) xac dinh tAm phan bd
ctia mbi lat cit ctia qué trinh ngiu nhién.

Ham tuong quan R (t,t,), tré thanh phuong sai khi cac gia tri cua d6i s6 nhu nhau
t,=t,=t, dic trung cho tinh tdn mat cta cic gia tri ngau nhién ctaa lat cit da cho xung
quanh tAm phan phoi.

V6i cac gia tri t, va t, khac nhau, ham tuong quan dac trung cho mic dé6 phu thuoc
tuyén tinh gitta mdi cap cac lat cit ctia qua trinh ngiu nhién.

Khi gidi quyét nhiéu bai toan @ing dung, chi cAn biét hai mémen nay - ky vong toan
hoc va ham tuong quan ctia qua trinh ngau nhién, 14 du.

Phan ly thuyét ham ngau nhién dua trén cac déc trung nay cé tén goi l1a 1y thuyét
tuong quan cia ham ngiu nhién.

D6i v6i cac qua trinh ngiu nhién phan bé chuan thudng gip trong thuc t&, ky vong
toan hoc va ham tuong quan 1a cac dic trung bao quat cia qua trinh ngau nhién.

Qua trinh ngiu nhién dudc goi 1a ¢6 phan bd chudn néu moi hé cac 1at cit X(t,),
X(ty),..., X(t,) ctia né déu tuan theo quy luat phan bé chuén cta hé cac dai lugng ngiu
nhién.

Mat d6 phan bé ctia hé cac dai lugng ngdu nhién phan bé chuin dude x4c dinh duy
nhat bdi cac ky vong toan hoc va ma tran tuong quan ctia hé dai lugng ngau nhién (xem
muc 1.10).

Vi ky vong toan hoc ctia cic lat cit cla qua trinh ngiu nhién 1a tri s6 cia ky vong
toan hoc m(t) tai cac gia tri cd dinh ctia d6i s6 t, con cac phan tii cia ma tran tuong quan
12 gia tri ham tuong quan R (t,t,) khi ¢d dinh cdp hai d61 s6 cta né, do d6 ky vong toan
hoc v ham tuong quan ciia qué trinh ngau nhién hoan toan xac dinh moi mat d6 phan
b6 n chiéu ctia qua trinh ngiu nhién phan bé chuén.

Ngay nay, 1y thuyét ham ngiu nhién duge xay dung kha day da va nhd né da c6 thé
gidi quyét hang loat bai toan ting dung quan trong. Ly thuyét tuong quan cho phép xac
dinh cdu tric thong ké cua cic qua trinh va cac truong khi tugng, thuy vén, giai quyét
cac bai toan du bao nhiing quéa trinh nay va nhiéu bai toan khac.
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Trong théng ké toan hoc, khi xac dinh ky vong toan hoc va cac mémen tuong quan
ctua cac dai lugng ngiu nhién theo s lidu thuc nghiém, theo dinh luat s6 16n, thay cho
cic gia tri clia chiing 1a trung binh theo moi gia tri ciia dai lugng ngau nhién

m, = M[X] :%Zx (2.3.14)
i=1

R, =MIOX=m)(v=my]= -3 5 ~m)(y -m). (2.8.15)

¢ day, n 1a so tri s6 cua dai lugng ngau nhién.
Viéc 14y trung binh tuong tu theo tap hop tat ca cac thé hién dude tién hanh khi xac
dinh ky vong toan hoc va ham tuong quan ctia ham ngiu nhién:

1 n
m,(t) = ﬁZx(t) (2.3.16),

R(6) =[x (6)-m,t)Ix ) -mt,)] @317

trong d6, n 1a s8 lugng cac thé hién.

Tu d6, dé xac dinh cac déc trung ctia ham ngu nhién, thay cho toan ti 14y ky vong
toan hoc, trong cac tai liéu thuong st dung toan tu trung binh hoa ma né duge ky hiéu
bai

m,(t) = X(t) (2.3.18)

R(t,t,) = X (t) - X)X (t,) - X(t,)] (2.3.19)

§ day, duong gach ngang phia trén moéi dai lugng 1a ky hiéu 14y trung binh dai lugng nay
theo tap hop tat ca cac thé hién ctia ham ngiu nhién.

Ta hiy xét xem cac dic trung ctia qué trinh ngiu nhién thay d6i nhu thé nao khi
thém vao n6é mét ham khoéng ngau nhién.
Gia su
Y(t) = X(t) + o(t) (2.3.20)
trong dé6 @(t) 1a ham khong ngiu nhién.
Theo dinh 1y cong ky vong toan hoc:
m,(t) = m,(t) + o(t) (2.3.21)
Ta hiay xac dinh ham tuong quan ctia qua trinh ngiu nhién Y(t)
Ry(tl’tZ) =M {lY(tl) - rny(tl)JlY(tZ) - my(tz)J}z
=M{X(t)+o(t)~m,t) - et) X ) +ot,) - m ) - )=
=M{x @) -m )X e)-m )= Rt (2.3.21)
ttc 14, rd rang, khi thém vao moét hang tit khong ngiu nhién, ham tuong quan cta qua
trinh ngAu nhién khéng thay ddi.

St dung tinh chat nay, théng thuong, thay cho chinh qua trinh ngau nhién ngudi ta
xét qua trinh ngiu nhién qui tam.
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Khi nghién ctiu cac qua trinh khi tugng thuy van, ky vong toan hoc nhan dudc bang
cach trung binh hoa theo moi thé hién ctia qué trinh ngdu nhién, 1a chuéin khi hau caa
qua trinh da cho. D6 c¢6 thé 1a chudn trung binh ngay, thang hodc nhiéu nam, v.v., phu
thudc vao tinh chit ctia qué trinh nghién ctu. Su thay d6i cia quéa trinh dude dic trung
bdi d6 léch ctia thé hién ctia quéa trinh so véi chuéin va goi 1a di thudng.

Diéu quan tam 16n nhat khi nghién ctiu thong ké cac qua trinh ngiu nhién 1a dic
trung cua cac di thuong nay. Ching han, trong du bao ta quan tam dén dé léch caa yéu
t6 can xét so v6i chuén, tiic 14 y&éu t6 d6 sé 16n hon hay nhé hon chuén khi hau.

Tu d6, thong thuong ngudi ta xét cac qua trinh ngiu nhién qui tdm véi ky vong
toan hoc bing 0. Khi d6 ham tuong quan ctia qué trinh qui tdm tring v6i ham tuong
quan cua qua trinh ban dau.

2.4. Hé cdc qua trinh ngdu nhién. Ham tuong quan quan hé

Thong thuong ta xét déng thoi mot vai qua trinh ngau nhién. Khi dé ngoai cac dic
trung ctia mdi qua trinh ngau nhién, chu yéu la xac lap méi quan hé giiia cac qua trinh
khac nhau.

Chéng han, khi nghién ctiu cac hién tugng thoi tiét doi hoéi phai xét doéng thoi mot
loat cac qua trinh nglu nhién, nhu su thay ddi cia nhiét do6 khong khi, 4p suét, do 4m,
V.V...

Tuong tu nhu hé cac dai luong ngdu nhién, c6 thé xét hé n qua trinh ngiu nhién
nhu 12 vecto ngidu nhién n chiéu phu thudc vao doi s6 t, ma mdi mot qua trinh ngau
nhién dudc xem 1a hinh chiéu cta vecto nay trén truc toa do da cho.

Do su cong kénh va khong c6 kha nang ting dung thuc t& nén cac qui luat phan bé
nhiéu chiéu ctia hé cac qua trinh ngiu nhién sé khong dude mo ta, ching ta sé giéi han
hai moémen dau tién ma ching dude st dung trong ly thuyét tuong quan. Mémen goc bac
nhat trung véi ky vong toan hoc cac qua trinh ngiu nhién tuong tng.

Mémen trung tdm béc hai c¢6 thé c6 hai dang. Dang thi nhét, c6 thé xét moémen
trung tam bac hai d6i véi hai lat cit ctia cting mét qua trinh ngiu nhién, né sé 1a ham
tuong quan ciia mdi qua trinh ngau nhién cua hé.

Dang tht hai, c6 thé xét mémen trung tAm bac hai d6i v6i mét 1at cit tuong tng véi
gia tri d6i s6 t, cia mot qua trinh nglu nhién cta hé, con lat cit ciia qua trinh thd hai
tuong tng véi gia tri doi so t,.

Mo6men trung tdm nay dugc goi la ham tuong quan quan hé giia hai qua trinh
ngau nhién da cho. Ngudi ta cling con dung tén khac, 14 ham tuong quan 1an nhau.

Xét hé hai qua trinh ngau nhién X(t) va Y(t). Trong 1y thuyét tuong quan cac déc
trung cua né sé la: Ky vong toan hoc m,(t) va m(t), ham tuong quan R,(t,,t,) va R(t,,t,),
va ham tuong quan quan hé

R (t1,t) = M{[X(t1 )—my (t)][Y(t;)—my(t, )]} 2.4.1)

Ham tuong quan quan hé (2.4.1) déc trung cho miic d6 phu thudc tuyén tinh gitia
cac lat cat X(t,) va Y(t,). Khi t,=t, ham tuong quan quan hé sé dac trung cho mtc d6 phu
thudc tuyén tinh cta cac lat cit tuong ting véi cing mét gia tri d6i s6 clia cac qua trinh
ngiu nhién X(t) va Y(t).
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Ham tuong quan ciia mdi qua trinh ngau nhién déc trung cho mtic d6 quan hé gitia
cac lat cat clia cing mot qua trinh, d6i khi con dude goi 1a ham tu tugng quan.
Ham tuong quan quan hé R, (t,,t,) khong do1 xtng doi véi cac d6i s6 cua ching, tuy
nhién né c6 tinh chat 14 khong thay d6i khi chuyén vi ddng thdi ca d6i s6 va chi s6.
Thuc vay, tu (2.4.1) r6 rang:
ny(t17t2) = Ryx(t29t1) (2.4.2)
D& rang chiing minh dugc ring ham tuong quan quan hé khong thay d6i khi thém
vao mdéi ham ngu nhién cac hang ti khéng ngiu nhién, cho nén cé thé tinh né khi st
dung ham ngiu nhién qui tam.
Khi ¢4 dinh cac gia tri d6i s6 t, va t, thi R (t;,t;) 12 mémen quan hé gitia hai dai
lugng ngau nhién X(t,) va Y(t,), vi vay
R, (t.t)[< 0, t)o, (1) (2.4.3)

Thay cho ham tuong quan quan hé ta xét dai lugng vd thit nguyén, goi la ham
tuong quan quan hé chuén hoa.
t .t
ry(t,t,)= _Rytt) (2.4.4)
O-X (tl )O-y (t2)
Theo (2.4.3)
Iry (.t <1 (2.4.5)
Khi ¢6 dinh cc gia tri t, va t, ham tuong quan quan hé chuén hoa ry(t,t,) la hé s
tuong quan cta cac dai lugng ngau nhién X(t,) va Y(t,).
Néu ham tuong quan quan hé déng nhat biang khong thi cac qua trinh ngiu nhién
dugc goi 1a khong lién hé hay khéng tuong quan.
Ciing nhu d6i véi dai luong ngau nhién, diéu kién khéng tuong quan la diéu kién
can nhung khéng phai 1a diéu kién dt dé cac qua trinh ngdu nhién doc 1ap. N6 chi dic
trung cho su khong phu thudc tuyén tinh gitia chiing.

Néu c6 hé n qua trinh ngdu nhién X,(t), X,(t),..., X,(t) thi, dé dic trung cho hé nay,
trong 1y thuyét tuong quan can phai cho n ky vong toan hoc m, (t), n ham tuong quan

n(n—1 N Lo
R, (t,t,) va (n-1) ham tuong quan quan hé R, (t;,t,). Do (2.4.2), chi can cho cac ham
tuong quan quan hé dai véi cac cap chi s x;, x;, v6i i<j 1a dua, vi

Rx,xJ (t.t,)= RX,X. (t,.1) (2.4.6)
Xét truong hop khi qua trinh ngau nhién Z(t) 1a tdng ctia hai qua trinh ngu nhién
khac X(t) va Y(t),
Z(t) = X(t) + Y(t) (2.4.7)
Ta tim ky vong va ham tuong quan ctia qua trinh ngau nhién Z(t).
V6i mbi gia tri t c¢6 dinh, theo tinh chét ky vong ctia tong cac dai lugng ngiu nhién,
ta nhan dugce
m,(t) = m,(t) + m,(t) (2.4.8)
Tinh ham tuong quan R,(t,t,)
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Z() =2 -m® =[XO-mol+ YO -mm]=XO+Y1D). (249
Twu doé

R (t,,t,)=M P(tl)iaz)} =M {[f«tl)ﬁal)}[iaz)+$(t2)}}=

- M[f«tl) >°<<t2>}+ M[\?al)\?(tz)} M[>°<<tl)¢(t2)}+ M[\?(tof«tz)}:
“R(t,4)+R (4.4,)+ R, (t,1,) + R, (t,.1,) (2.4.10)

Nhu vay, dé x4c dinh ky vong toan hoc cta téng hai qua trinh ngiu nhién can biét
ky vong toan hoc ctaa ca hai qua trinh.

Pé xac dinh ham tuong quan cua téng hai qua trinh nglu nhién can biét ham
tuong quan cia mdi qua trinh thanh phan va ham tuong quan quan hé ctia cac qua trinh
d6. Trong truong hop khi cac qua trinh ngadu nhién X(t) va Y(t) khong lién hé,
Ry (1,5,)=0, R,(t,,t,)=0 thi (2.4.10) c6 dang

R(t,t)= R(t,t,)+ R (t,t,) (2.4.11)
Céc cong thiic nay c6 thé dudc tong quat hoa cho trudng hgp téng ctia n hang ti
Z(t) = Zn: X (1) (2.4.12)
=)
khi d6
m,(t) =Zn1:rm ® (2.4.13)
R (t.t,) =2& (t.t,) +Zn: R (4,1) (2.4.14)

i<j

Trong trudng hop tat ca cac qua trinh ngiu nhién d6i mot khong lién hé ta c6
n
R(t.t)=> R (t.t,). (2.4.15)
i1

Khi cong ham ngiu nhién X(t) véi dai lugng nglu nhién Y, ta c6 thé xét dai lugng
ngiu nhién nay nhu 1a ham ngiu nhién khéng thay déi theo ddi s6 t.
Trong truong hgp nay my(t) = my, con R (t,t,)=R (t,t)=D,. Khi d6 cong thic (2.4.8)
dugc viét lai dudi dang
m,(t) = m.(t) + m,. (2.4.16)
Khi ham ngiu nhién X(t) khéng lién hé véi dai lugng ngiu nhién Y, cong thtic
(2.4.10) dugc viét lai duéi dang

R(,t,)=R(t,t,)+D,, (2.4.17)
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2.5. Qud trinh ngdu nhién dung

Cac qua trinh ngiu nhién ma nhiing tinh chat thong ké ctia chiing, trén thuc té,
khong thay d6i theo d6i s6 1a nhiing qué trinh don gian nhat cho viéc nghién ctu va mé
ta thong ké. Cac quéa trinh nhu vay dude goi 1a ding.

Thuat ngii diing xuat hién khi nghién ctiu cdc ham ngiu nhién thoi gian va dic
trung cho cac tinh chit cua ching khong thay d6i theo thoi gian. Déi véi cac qua trinh
ngau nhién ma d6i s6 cta ching khéng phai thoi gian ma 1a bién khac, ching han,
khoang cach, thuat ngit déng nhat 14 tu nhién hon. Tuy nhién, thuat ngi dung dugc thita
nhan déi v6i ham ngau nhién moét bién khong phu thudc vao tinh chat cta bién nay.

Thuat ngii dong nhat duge 4p dung cho trudng ngau nhién, khi déc trung cho tinh
chdt déng nh4t cta chung trong khong gian, con tinh diing cta trudng dude hiéu 1a cac
tinh ch&'t théng ké ctia né khong thay d6i theo thoi gian. Ta sé dinh nghia chinh xac hon
khai niém dung.

Qua trinh ngau nhién X(t) dudge goi 1a diing néu tat ca cac qui luat phan bs hitu han
chiéu ctia né khong thay déi khi thém vao moi gia tri cia d6i s6 v6i cling mét s6, tic la
néu tat ca ching chi phu thudc vao su sip xép cac gia tri cia d6i s6 véi nhau ma khong
phu thudc vao chinh cac gia tri nay.

Nhu vay, qué trinh ngAu nhién X(t) 14 ditng néu véi moi n va moi t,, déng thic sau
day dugc thuc hién

F (X5 Xy seees X3 oLy 0) = £ (X X e, Xt + 8L + 1t + 1) (2.5.1)

Do d6, mat d6 phan bd 1a bat bién dsi véi phép dich chuyén géc tinh cta d6i s6't.

Cu thé, d6i v6i mat d6 phan bd mot chiéu f,(x;t) ctia qua trinh ngiu nhién ding, khi
dat t,=—t ta nhan dudgc

fi(x;t) = fi(x;t—t) = £1(x;0) = f,(x) (2.5.2)
ttic 12 mat do phan bé mot chiéu khong phu thuodc vao t, né nhu nhau déi véi moi
lat cit ctia qua trinh ngiu nhién.

Khi t,=—t, mat d6 phan b hai chiéu dudc dua vé dudi dang

£5(x1,X05t1,80) = £3(%X1,%550,85-t1) = £5(%1,Xs5t0—t1) = £5(%1,%5;7), (2.5.3)

ttc 1a mat do phan bd hai chiéu phu thudc vao khong phai ca hai déi s6 t,, t, ma chi
phu thudc vao mot d61 s6 1a hiéu ctia ching t = t,—t;. Tt d6, theo (2.5.2), d61 v6i qua trinh
ngiu nhién diing ta nhan dugc

m,(t)= fﬁl(x)dx =m, = const (2.5.4)

ttic ky vong toan hoc cia qua trinh ngau nhién ding khéng phu thuodc vao d6i so t
va 1a mét dai lugng khong d6i.
Theo (2.5.3) va (2.5.4),

400 400

R (t,t,)= j I(Xl—nL)(xz—mx)fz(&,xz;r)dxld@: R(7) (2.5.5)

—00 —oco

Nhu vay, ham tuong quan ctia qua trinh ngiu nhién diung 14 ham chi cia moét doi
Sé"t = t2_t1.
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Cac diéu kién (2.5.4) va (2.5.5) dugc thuc hién d61 véi moi qué trinh diing, ttc d6 1a
nhiing diéu kién can cta tinh ding. Tuy nhién ching khéng phai 1a diéu kién dua d6i véi
qué trinh diing, c¢6 nghia 1a diéu kién d6 chua dam bao dé thuc hién diéu kién (2.5.1) khi
n>3.

Trong ly thuyét tuong quan ciia ham ngau nhién nguoi ta khong st dung qui luat
phan bd nhiéu chiéu ma chi st dung hai mémen phan bs dau tién, khi d6 viéc thuc hién
cac diéu kién (2.5.4) va (2.5.5) 1a diéu hét stic c6t yéu, né lam don gidn hoa rat nhiéu viéc
mo ta cac qua trinh ngau nhién va giai quyét dugc nhiéu bai toan.

Vi vay, trong ly thuyét tuong quan nguoi ta tach ra 16p cac qua trinh ngau nhién
ma cac diéu kién (2.5.4) va (2.5.5) dugdc thoa mén, ttc 14 d61 véi ching ky vong toan hoc
la dai lugng khéng d6i, con ham tuong quan 14 ham chi ctia mot d6i sé.

Cac qua trinh nhu vay dudgc goi la dung theo nghia rong. Sau nay, khi nghién ctu
1y thuyét tuong quan ham ngau nhién, néu néi dén tinh ding ta sé ham y 14 ding theo
nghia rong.

D6i v6i cac qua trinh nglu nhién c¢6 phan bd chuén, tinh ding theo nghia rong
tuong duong véi tinh ding theo nghia hep, vi tat cad cdc mat d6 phan bd n chiéu trong
truong hgp nay hoan toan duge xac dinh bdi ky vong toan hoc va ham tuong quan cua
qué trinh ngau nhién. Va do dé, su khéng phu thudc cia ky vong va ham tuong quan vao
viéc chon goc tinh cua d6i s6 t dan dén tinh bat bién ctia mat d6 phan bo n chiéu cua qua
trinh ngAu nhién c6 phan bd chuén.

T tinh chat d6i xting ciia ham tuong quan (2.3.12) suy ra

Ry(7) = Ry(~1) (2.5.6)
ttic ham tuong quan cua qua trinh ngdu nhién ding 14 ham chin. Tu d6 ctiing c¢6 thé
néi ham tuong quan chi phu thuodc vao gia tri tuyét doéi cta hiéu t,—t,, tic 12 xem 1 =
It, -t
Déi véi qua trinh ngau nhién dung X(t), phuong sai
D,(t) = Ri(t,t) = R(0), (2.5.7)
ttic phuong sai cling 14 mot dai lugng khéng d6i, khong phu thudce vao d6i s6 t. N6
nhan duge ti ham tuong quan R.(t) khi 1=0.

Theo (2.3.12), ham tuong quan chuin hoa ctia qua trinh ding dugdc xac dinh duéi
dang

_R(®_R® -
W0="02 =R 0 (2.5.9)
Dic biét
R(0)
0)=—">-+==1 2.5.9
L0=% 0 (2.5.9)

Ta hay xét hé cac qua trinh ngiu nhién X;(t), X,(t),..., X,(t). Hé nay dudc goi 1a ding
theo nghia rong néu moéi moét qua trinh ngiu nhién X;(t) 13 diing theo nghia rong, ngoai
ra, cic ham tuong quan quan hé Rw (t,,t,) 1a ham chi cia mot dé1 s6 t=t,—t,, tiic 1a

R, (t:5H) =R, (7). (2.5.10)
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Hé nhu vay cling con dude goi la diing va lién hé dung.
D61 véi hé nhu vay, ti tinh chit cia ham tuong quan quan hé (2.4.2) ta dugc

R, (1)=R, (=7) (2.5.11)

T nhiing diéu da trinh bay ta thay rang, tinh ding ciia ham ngiu nhién da lam
don gian di mot cach dang ké viéc mé ta théng ké né. Trong khuon khé 1y thuyét tuong
quan diéu d6 cho phép vach ra cac phuong phap toan hoc kha hiiu hiéu giai quyét cac
vén dé bién d6i ham ngiu nhién ding, du bao ching,...

Déi véi cac ham khong diing viéc gidi quyét cac van dé dé gip rat nhiéu khé khan.
Vi vay, truée khi xét bat ky mot ham ngiu nhién nao xay ra trong thuc t&, ta phai xét
trén quan diém c6 thé cho rang né la ding.

Déi véi cac qua trinh xay ra trong khi quyén va thuy quyén, gia thiét vé tinh ding
ctia ching dugc thoa man tuong déi tot trong khoang thoi gian ho#c khoang cach khong
16n. Khi tang khoang thay déi ctia d6i s6 tinh ding bi pha huy. Khi d6, do bién trinh
ngay (nam) cta cac yéu té khi tuong va cac nhan t6 hé thong khac, ma dan dén viéc ky
vong toan hoc thay d6i theo su thay d6i ctia d6i s6. Vi vay nhiéu khi tinh ditng theo nghia
ham tuong quan khéng phu thudc vao goc tinh toan, trén thuc té&, van dude bao toan, néu
khoéng chinh x4c thi cling 1a x4p x1 cho phép nao do.

Trong truong hop nay, thay cho chinh qua trinh ngau nhién, hop 1y hon ta xét qua
trinh ngau nhién qui tam, ttc 1a do léch ctia n6 khoi ky vong toan hoc

[0}
X(t) = X(t) —m,(t)

Khi d6, c6 thé xem qué trinh nglu nhién qui tdm la ding véi ky vong toan hoc
khong doi bing 0. Ham tuong quan ctia qua trinh ngau nhién qui tAm va qua trinh ngau
nhién ban dau tring nhau nhu da chi ra trong muc 2.3.

Khi nghién ctu cu tric thong ké cac qua trinh khi quyén va thuy quyén, théng
thuong nhat 1a cac qua trinh ngiu nhién diing c¢6 ham tuong quan duge xap xi bdi cac
dang ham sau day:

1) R@=o0c€", 00 (hinh2.2)

2) R@=0%€",0>0 (hinh 2.3)

3)  R@=o’e"cospr, x>0  (hinh 2.4)

4)  R()= 0°€“ cosPt, >0  (hinh 2.5)

5)  R@)= o (coth+%sin Blz), 0>0,>0  (hinh 2.6)

az(l—lj khi |d<z,
6) R@®= %o

0 khi |z|>7,

(hinh 2.7)

Trén cac hinh chi dan ra @6 thi cac ham tuong quan ddi véi ©>0, do tinh chin cta
cac ham nay, ta sé c6 tuong ting cac dudng cong do6i xiing dé1 véi truc tung.
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Tu cac hinh 2.2, 2.3, 2.7 ta th4y, gi tri cia ham tuong quan giam khi t tang, tic 1a
moi lién hé tuong quan gitia cac lat cidt cia ham ngiu nhién giam theo su tang cta
khoang cach gitia chung.

Cac duong cong trén hinh 2.4 va 2.5 c¢6 dang dao dong diéu hoa véi bién d6 gidm
dan. Dang cac duong cong nay néi lén tinh c6 chu ky trong cdu tric cia ham ngau nhién.
Viéc nhan dugdc cac gia tri &m ctia R(t) trén khoang bién d6i ctia T chi ra mdi quan hé
nghich bién giiia cac lat cit cia ham ngiu nhién, ttc 1a d6 léch khéi ky vong toan hoc 6
14t cit nay duong tuong ting véi do 1éch am & 1at cit khac.

D061 véi tat ca cac trudng hop da néu, ham tuong quan dan téi khéng khi t dan téi
vo han. Thuc t&, tinh chat nay thuong dugc thod man dsi véi tat ca cac ham ngiu nhién
thudng gap trong khi tugng thuy vin.

Ngoai trit trudng hop khi ma trong cdu tric cia ham ngiu nhién c6 thanh phan 1a
mot dai lugng ngau nhién khéong d6i. Trong trudng hgp nay ham tuong quan sé chtia mét
hang tti 14 hang s6, bang phuong sai cta dai lugng ngiu nhién nay. Khi 1 — o thi R(t) sé
din dén phuong sai nay. Vi du nhu, d6i véi trusng hop 3 @6 thi sé c6 dang nhu trén hinh
2.8.

R(T) R(T)

Hinh 2.2 Hinh 2.3

R(x) R(T)

o ~— .
\/ ’
\/ T

Hinh 2.4 N
Hinh 2.5
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R(t) R(T)

67 7
0 /_\ T
S ———
0 —
T, i
Hinh 2.6
Hinh 2.7
Mot van dé xuit hién 14, c6 phai moi
ham chin déu c6 thé 1a ham tuong quan R(T)
cia qua trinh ngdu nhién diung hay
khong.
Ham f(t) ma d6i véi né bat ding
thtic sau day ding dé6i véi moi n sd thuc N
. ' id tri cha doi s 0 —
a;, ay..., 4, va mo1 g1a tr1 cua do1 so t,, N~—
ts,..., t, dudc goi 1a xac dinh duong: D
T
Hinh 2.8
n n

aa f(t-t)=20 (2.5.12)
i1 ol
Ta xét téng kiéu nhu vay d6i véi ham tuong quan R, (1)

n

Zn:M[f((ti)ﬁ)((tj)}aaj:M {Za )O((ti)} >0 (2.5.13)

j=1 i=1

Y aa R -t)=)

j=1 i

n
i=1

n
=1

Téng (2.5.13) khéng Am gidng nhu ky vong toan hoc cta dai lugng khong am. Do
d6, ham tuong quan 1a xac dinh duong. T d6 thdy rdng, moét ham chi c6 thé 1a ham
tuong quan cia qua trinh ngiu nhién ding khi né 1a xac dinh duong.

Diéu ngugc lai ciing ding vi moi ham xic dinh duong 14 ham tuong quan d6i véi
mot qua trinh ngau nhién ding nao doé.

C6 thé chi ra réng, tit ca cdc ham dugc xét trén cac hinh 2.2-2.7 déu xac dinh
duong.

D61 v6i ham tu tuong quan, nhu ching ta da thdy, gia tri cuc dai bing phuong sai
cua qua trinh ngiu nhién, dat duge khi 1=0.

Dé6i véi ham tuong quan quan hé cia hai qua trinh ngiu nhién diéu d6 khéng phai
luén luén x4y ra. Thuc vay, anh hudng cia mot qua trinh 1én quéa trinh khac c6 thé xay
ra v6i do tré nao d6. Chéng han, su nung néng tang binh luu do biic xa mét trdi chi xay
ra sau mot thoi gian T nao d6. Trong truong hgp nay, gia tri cia mémen quan hé gitia cac
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lat cit ctia cac qua trinh nay sau khoang thdi gian 1, 16n hon so v6i mémen quan hé gitia
cac lat cit tai ciing thoi diém cta cac qué trinh d6. Su tré nay cé thé 1a nguyén nhéan cta
tinh khong dé1 xting cia ham tuong quan quan hé d61 véi déi s6 T, tic 1a

Ry(7) # Ry (=7).

2.6. Tinh egodic ctia qud trinh ngdu nhién ditng

Cho dén nay chiing ta da xac dinh dugc cac dic trung ciia ham ngiu nhién, nhu ky
vong toan hoc va ham tuong quan, bang cach 14y trung binh theo tap hop tét ca cac thé
hién. Tuy nhién c6 thé c6 phuong phép 14y trung binh khéc néu ching ta c6 mot thé hién
v6i d6 dai da 16n. Néu méi lién hé gitia cac lat cit khac nhau cta qué trinh ngiu nhién
giam nhanh thi c¢6 thé xem cac phan cta thé hién khéng phu thudc 14n nhau va c6 thé
xét ching nhu 1a tap hop cac thé hién. Puong nhién, chi c6 thé xét phuong phap nay dsi
v6i ham ngau nhién ding, vi d6i v6i ham khong dung cac tinh chit théng ké thay déi
theo d6i s6, va cac doan riéng biét cia thé hién khéng thé xem 14 nhiing thé hién khac
nhau nhu két qua ctia cac 1an thi nghiém trong cting nhiing diéu kién nhu nhau.

D61 véi qua trinh ngau nhién ding, ky vong toan hoc (gia tri trung binh) khéng phu
thudc vao d6i s6, vi vay c6 thé xac dinh gia tri cia né nhu 14 trung binh s6 hoc caa tat ca
cac gia tri cia thé hién da cho ma khéng cin chia thé hién thanh cac phéan riéng biét.
Trong truong hdp nay ky vong toan hoc duge xac dinh béi cong thiic

.
m, =%IX(t)dt (2.6.1)

trong d6 T 1a khoang 14y trung binh.

Tuong tu, ham tuong quan R, (1) ciing dudc xac dinh nhu 1a trung binh s6 hoc cua
tich

[x(t)-mJxt+7)-m,]

theo tit ca cac gia tri cia thé hién da cho bing céng thiic
1 T-1
R(7)=—— [[x® - mIx(t+7)-mJat (2.6.2)
0

Mot van dé xuat hién 1a cic gia tri nay c6 tiém can véi gia tri tuong ing nhan dudgc
bang cach 14y trung binh trén toan tap hdp hay khéng. Cau tra 16i 1a diéu d6 sé xay ra
khéng phai d61 v6i moi ham diing.

Ngudi ta néi rang, ham ngau nhién c6 tinh egodic 14 ham ma d6i véi né, cac dac
trung nhan dude bing cach 14y trung binh theo mét thé hién c6 thé tién dan dén cac dac
trung tuong tng nhan dude bang viéc 14y trung binh theo tap tat ca cac thé hién véi xac
suat tuy ¥ gan bang don vi khi ting khoang 14y trung binh T. Cac ham ngiu nhién cé
tinh egodic 14 cAc ham ma mdi thé hién cta ching cé cing mot s§ tinh chét théng keé.
Néu cac thé hién riéng biét c6 nhiing dic tinh ciia minh, vi du nhu dao dong xung quanh
cac gia tri trung binh khac nhau, thi gia tri trung binh nhan dudc theo mét thé hién cé
thé khac nhiéu so véi trung binh theo tap hgp tit ca cac thé hién.

Diéu kién toan hoc ctia tinh egodic ciia ham ngiu nhién diing da dugc phat biéu.
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Cu thé, ham tuong quan R (1) tién dén khong khi t tién dén vé han d8i véi ky vong
toan hoc 1a diéu kién du cho tinh egodic. Diéu kién nay thuong thod man déi véi moi ham
ngiu nhién gip trong thuc t&. Tuy nhién, né sé khong dugc thyc hién néu trong thanh
phan ctia ham ngau nhién c6 chita mot dai lugng nglu nhién nao dé6 nhu 1a mot hing so’
cOng.

Thuc vay, gia sit ham ngiu nhién Z(t) 1a téng ctia qua trinh ngdu nhién ding X(t)
va mot dai luong nglu nhién c6 ky vong toan hoc bang 0 khong lién hé véi né. Khi do,
theo (2.4.17), x4y ra dang thic sau:

R,( =R +D,,
va R,(1) s& khong tién t6i 0, ma tién t6i mot s6 duong D, ndo d6 khi t—eo, tham chi ca khi
diéu kién 11_>mm R.(7) =0 dugc thoa man.

Trong truong hgp nay, theo (2.4.16), ta cé

m,(t) = m,(t) + m, = m,(t). (2.6.3)

M53i mot thé hién z(t), tai moi gia tri d6i sd't, sé chtta mét hing s6 cong bing gia tri
y; cia dai lugng ngau nhién Y, ttc 1a

z()=x{M)+Yy, (2.6.4)
vi vy, gia tri trung binh nhan dudc bing viéc 14y trung binh theo thé hién nay bang
m,=m, +Y, (2.6.5)

sé khac véi gia tri thuc m, mot dai lugng ;.

Khi xac dinh céac déc trung cia qua trinh ngdu nhién c6 tinh egodic theo mét thé
hién thi d6 dai ctia khodng 18y trung binh hét siic quan trong. Vi cac dic trung nhan
dudc bing viéc trung binh hoa theo mot thé hién kha gin trung véi cac dic trung thong
ké thuc cua ching chi khi giéi han khoang 14y trung binh tang 1én v6 han, nén khi chi c6
cac quan tric trong mét khoang nhé ctia déi s6 thay d6i, c6 thé nhan dude cac dic trung
cin tim véi sai s6 16n khong cho phép.

Taylor [33] da chi ra rang, d6i véi phuong sai cia hiéu gitta gia tri thuc cta ky vong
toan hoc ciia qua trinh ngau nhién X(t) c6 dang da néi va gia tri nhan dugc bang cach 14y
trung binh theo mét thé hién véi T du 16n, cong thiic x4p xi sau day 1a dung

D z2%RX(O), (2.6.6)

trong d6 T 1a khoang 14y trung binh, con T, 14 dai lugng, goi 1a thoi gian tuong quan,
duge xac dinh theo cong thiic

T RX(O) f R()dz. (2.6.7)

Nhu vay, dé xac dinh chic chin cac dic trung cin tim, ciAn phai 14y khoang trung
binh ho4 16n hon nhiéu 1an so véi thdi gian tuong quan T,.

Diéu kién egodic d6i véi ham tuong quan dude phat biéu phtc tap hon. Trén thuc t&
thong thudng ta khong kiém tra dudc su thod mén cta ching, vi vy ngudi ta thudng
phan doan tinh egodic xuit phat tit ban chat vat 1y cia qua trinh.
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Tinh egodic c6 y nghia thuc t& 16n, vi nho né viéc xac dinh cic dic trung thong ké
khong doi hoi phai c¢6 s6 thé hién 16n. Khi nghién ctu cdu tric théng ké cac yéu td khi
tugng, hoan toan khéng phai lic nao ciing ¢6 thé thuc hién viéc lip lai cac thi nghiém
nhiéu lan trong nhiing diéu kién nhu nhau.

Con mot diéu phtic tap niia trong thuy vén. Vi du nhu s6 liéu dong chay nam cta
séng c6 thé chi 1a moét thé hién.

Néu c6 mét vai thé hién do dai nhu nhau, 14 két qua cta céc 14n thi nghiém trong
cing mot diéu kién, thi khi st dung tinh egodic, c6 thé nhan dudc cac dic trung théng ké
bing cach 18y trung binh theo méi thé hién, va sau d6 18y gia tri trung binh s hoc cta
ching nhu 1a gia tri cAn tim. Néu d6 dai cac thé hién khac nhau thi cAn phai tién hanh
18y trung binh két qua theo ching c6 tinh dén trong s6 ciia mbi thé hién.

2.7. Ham c@u tric

Pé dic trung cho qua trinh nglu nhién ding, bén canh ham tucng quan ngudi ta
con xét ham cau tric B(t) ma né duge xac dinh bdi ky vong toan hoc ctia binh phuong
hiéu céc lat cit ca qua trinh ngu nhién tuong tng véi cac gia tri cta doi s6 t va t+1

B,(t) = M{X(t+7)- X®)F } 2.7.1)

Tt dinh nghia thay rang, ham ciu tric khong Am, B (1)>0.

C6 thé biéu dién ham ciu tric qua ham tuong quan
2
B.@ = Mt -m) - (X -mF = M{[X(t +1) - m, '}

+M{X (O -m}2M{Xt+0)-m X -m]=2[R(0) ~R(D)]. (2.7.2)
T (2.7.2) va tinh chit ciia ham tucng quan ta nhan dugc:
B,(0) =0, (2.7.3)
B.(-1) = B,(7) (2.7.4)
tic ham c4u tric ciia qua trinh ngau nhién diung 14 ham chén.
D61 véi qua trinh ngiu nhién, néu thoa man diéu kién
}1_{2 R(7)=0 (2.7.5)
thi £t (2.7.2) ta c6
limB, () = 2R, (0) = 20

Ky hiéu limB,(7) = B (<), khi (2.7.5) thoa mén ta viét lai (2.7.2) duéi dang

B.(7) = B,()—2R (7), (2.7.6)
tir d6 c6 thé biéu dién ham tuong quan qua ham ciu tric
1
R(#) = [By(=)-B(®)] @.7.7)

Nhu vay, véi diéu kién (2.7.5), ma trén thuc t& né thuong thoa man, khi biét ham
c&u trdc trén khoang vo han ctiia déi s6, ta ¢ thé xac dinh duge ham tuong quan theo
ham ciu truc.
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Thuc t& ta khong bao gid ¢6 ban ghi thé hién cta qué trinh ngiu nhién trén khoang
vo han, tuy nhién, trong nhiéu truong hdp, ham cau tric dat kha nhanh dén gia tri ma
khi tang hon niia khoang 1, gia tri nay thay d6i ciing khong dang ké.

Gia tri d6 duge xem 1a B, (c0), d6i khi né duge goi la gia tri bdo hoa cua ham ciu

tric. Gitia ham c4u tric va ham tuong quan xay ra hé thtc
1
RX(T)+5 B.(7)=0. (2.7.8)

Trén hinh 2.9 minh hoa hé thtc nay d6i véi qua trinh ngau nhién ding c6 ham
tuong quan (hinh 2.2) 1a

RX(T) — O_Ze—a\r\

Vi ham c&u tric duge biéu dién qua ham tuong quan nén d6i véi qué trinh ngiu
nhién diing c6 tinh egodic, ham c&u tric cting ¢6 thé duge xac dinh theo mét thé hién do6
dai du 16n bang cong thic:

1 T-7
B,(7)=—— j[x(t +7)—x(t)[ dt (2.7.9)

v oo

Néu ham ngau nhién 1a ding va cé
s thé hién du 16n ddm bao mé ta dude cac
tinh chat ctia né mot cach chic chin trén
tat ca cac khoang bién ddi ctia d6i sd, thi
c¢6 thé x4c dinh ham tuong quan truc tiép &
theo céc so6 liéu thuc nghiém.

! .
7 Bx(1)

Hra

Tuy nhién, trong nhiéu truong hop
t6t hon ca nén st dung ham c4u tric. Rz ()

Hinh 2.9

Tinh diing cta cic qua trinh khi tugng thuc thuéng mang tinh chat dia phuong, né
chi dudc bao toan trén khoang thay d6i khong 16n 14m cua déi s6.

Khi nghién ciu ciu tric qui md via, va dac biét 1a qui mé 1én, cua cac qua trinh
nay, tinh ding (déng nhét) cta ching chi ¢6 thé duge chdp nhan véi mic d6 gan dung
nhat dinh. Khi d6 ky vong toan hoc cia ham ngiu nhién khong phai 1a hang s6. Viéc xac
dinh ham tuong quan d8i véi cac qua trinh nhu vay c6 thé méic phai sai s6 16n khi gia tri
ctua d61 s6 nho.

Nhiing bién d6i cham chap ctia chinh qua trinh khéng anh hudng dén ham ciu tric
khi d6 16n cta hiéu cac gia tri d6i s6 t nhd. Vi vay, tinh khéng déng nhat ctia cac nhiéu
dong séng dai khong anh hudng rd rét dén d6 chinh xac ctia viéc tinh B(t) khi gia tri ©
nhé. N6i chung, nhiing sai s6 hé théng, ma ching bao toan gia tri cia minh trong suét
chu ky dai 16n hon 1, khéng anh hudng dén dai lugng B,(t), vi chiing bi khti b6 khi tinh
hiéu x(t+7)—x(t).

Né&u khong st dung trung binh théng ké thuc ma st dung trung binh theo thé hién,
ttic 12 lai x4y ra sai s6 hé théng, thi viéc sti dung ham cau tric sé t6t hon khi xi 1y theo
mot thé hién. Ham c&u tric duge tinh theo cac thé hién riéng biét khong chia sai sé hé
théng nay, vi khi tinh toan ngudi ta khong dung gia tri trung binh theo thé hién. Pay la
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truong hop viéc chinh 1y dugc tién hanh theo tap hop théng ké sé cac thé hién khéng 16n
1am.

Nhu vay, trong nhiéu truong hop viéc st dung ham cdu tric cho phép lam giam
anh hudng ctua tinh khong dong nhat cia qua trinh va sai s6 hé théng dén do chinh xac
cua cac déc trung cia ham ngiu nhién tinh toan theo s6 liéu thuc nghiém.

Tuy nhién, nhiing uu viét ctia ham c&u tric 14 dang ké chi khi gia tri cia tham sé't
nhé. Khi tinh ham tuong quan qua ham ciu tric, trudc hét @6 chinh xac khong ting 1én,
vi tit ca sai s6 ndm trong gia tri bao hoa cia ham céu tric.

2.8. Gi6i han ctia qua trinh ngau nhién

Ta dinh nghia khai niém giéi han cia qua trinh ngiu nhién X(t) khi d6i s6 t dan téi
gia tri t, nao do.

Néu f(t) 12 ham khéng ngau nhién thi, nhu da biét, s6 A dugc goi 1a giéi han cua
ham f(t) khi t —t,, néu véi moi £>0 ton tai mot s6 §>0 sao cho véi moi t ma |t —t0| <0, thi
bat ddng thic |f(t)— 104 < & thoa man. Diéu nay c6 nghia rang déi véi moi t du gan t,,
nhiing gia tri tuong tng cta f(t) sé gan v6i A tuy §.

D61 v6i ham ngdu nhién, mot dai lugng nglu nhién nio d6 ma chudi cac lat cit cta
ham ngau nhién s& hdi tu tai d6 khi t tién tdi t,, sé& 1a gidi han. Khi d6 c6 thé néi vé su
tién dan cua mot dai lugng ngau nhién dén mot dai lugng ngiu nhién khac chi 1a vé
trung binh theo tat ca cac gia tri cua chung.

Ta sé xem rang dai lugng ngau nhién Y 14 giéi han ctia ham ngiu nhién X(t) khi

t —t,, néu giéi han ctua ky vong toan hoc cta binh phuong hiéu cta chung tién t6i khong

lim M {xt-YF}=0 2.8.1)

& day giéi han cang dugdc hiéu theo nghia théng thuong, vi ky vong toan hoc 14 ham
khong ngau nhién. Nhu vay, ta sé goi dai lugng ngiu nhién Y 1a giéi han cua ham ngau
nhién X(t) khi t tién t6i t, néu v6i moi €>0 tim duge mot >0 sao cho v6i moi gia tri t ma
lt—t,|<5, béit ding thic M{X(®)~YF }<& thoa man. Vay ngusi ta goi gi6i han vita dinh
nghia la giéi han theo nghia binh phuong trung binh.

Nhiéu khi dé phéan biét gi6i han cia ham ngdu nhién, dudc hiéu 1a giéi han binh
phuong trung binh, véi giéi han théong thuong cia ham khéng ngiu nhién, ngudi ta ky
hiéu Lim.X(t). Sau nay ching ta sé st dung ky hiéu lim thong thudng, nhung hiéu theo

t-t,
nghia néu § trén.
Ta s& goi ham ngiu nhién X(t) 1a lién tuc tai diém t, néu giéi han ctia n6 khi t — t,
1a 14t cat X(t,), lim X (t) = X(t,), ttc 1, néu
t-t,

lim M {xt)-x,)F}=0 (2.8.2)
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2.9. Dao ham cua ham ngau nhién

Ta néi ring qua trinh ngau nhién X(t) kha vi tai diém t, néu ton tai mot dai lugng
ngiu nhién Y(t,) sao cho
. Xt + At — X(t,)
hm
Theo dinh nghia giéi han cia ham ngiu nhién, diéu nay c6 nghia rang véi moi £>0
sé tim dugec mot >0 sao cho véi |At| < & bt ding thic sau thod man:

M{{x(tomAtz—x(to) =Y(t0)} }<g 2.9.9)

=Y(t,). (2.9.1)

Dai lugng ngau nhién Y(t,) goi 12 dao ham ctia qua trinh ngiu nhién X(t) tai diém

t, va dugc ky hiéu bang

dX (t)
Y(t )= (2.9.3)
t="0
Néu qua trinh ngiu nhién kha vi tai moi gia tri t cia khoang nao d6, thi dao ham

vy = XO

cling sé 1a qua trinh ngau nhién caa déi sé t.

Dinh nghia nay vé dao ham ctia ham ngiu nhién tuong tu nhu dinh nghia vé dao
ham caa ham khéng ngiu nhién, chi khéac 1a giéi han dudc hiéu nhu giéi han binh
phuong trung binh.

Gia st ham ngau nhién X(t) ¢c6 ky vong toan hoc m(t) va ham tuong quan
R.(t,t,). Ta sé xac dinh ky vong todn hoc m (t) va ham tuong quan R (t,t,) cta dao

ham Y(t) = —dﬁt(t) :
m,® =MY©]=M [gg}) 2o x(t)} -
_ lim M{X(t+At)— X(t)} —im m(t+A)-my(t) _ dmx(t)' (3.9.4)
At—>0 At At—0 At dt

Nhu vay, ky vong toan hoc ctia dao ham ctia ham ngiu nhién bang dao ham cta ky
vong toan hoc ctia ham ngau nhién dé.
Ta xac dinh R (t,,t,):

R (t.t,) =M P(tﬁ(tz)} (2.9.5)

\Of(t) =Y(t)-m,® = lim X(t +AAtz —X® _

At—0 At
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i X+ AD —m(t+ AD]— [X () -m,®)] _

At—0 At
0 0 0
i X(E+AD) = X (D) _ d X(D) (2.9.6)
At—0 At dt
Thé (2.9.6) vao (2.9.5), ta nhan duge
0 0 0 0
R,(t.t,) = M lim 2 AL =X () ) X +AL) = X(L,)
At —0 At, At,—0 At,
A1t1—>0 A’[A {[RX(t +Atl,t Al ) RX(t +Atl,t )]
_[&(tlatz+At2)_Rx(t1=t2)]}:
2
i L RE+ALL) R (PR (EL) (2.9.7)
A0 At A, a, XA,

Nhu vay, ham tuong quan ctia dao ham ctia ham ngiu nhién bing dao ham hén
hop cap hai ciia ham tuong quan caa chinh ham ngiu nhién.

Ta s& xét phép tinh dao ham d6i véi qua trinh ngau nhién dung X(t). Trong trudng
hgp nay ky vong toan hoc m, 1a hing s6, do d6

am, _
=0, 2.9.8
pm (2.9.8)

ttc 1a ky vong toan hoc ctia dao ham ctia qua trinh ngiu nhién diing bang khéng.
Ham tuong quan 1a ham mot d6i s6 R (7),7=t, —t,, tu d6

R (1) = 2D -2 [—R“)ﬁ}:

A, or &
:_i{de(T)}:_dszz(T), (2.9.9)
a,| dr dr

ttc 1a ham tuong quan cta dao ham cta qua trinh ngiu nhién ding bing dao ham cép
hai 14y ngudc ddu ctia ham tuong quan mot déi sé T cia chinh quéa trinh ngiu nhién dé.

Tt d6 thdy ring ham tuong quan ctia dao ham clia qua trinh ngiu nhién ding ciing
chi phu thudc vao mét d6i s6 7, R (t,,t,) = R (7), tlc la dao ham ctia ham ngau nhién
dung cting 1a ham dtng.

Ching ta da xac dinh nhiing dic trung cua dao ham ctia hAm ngau nhién trong
diéu kién gid dinh né kha vi.

C6 thé chi ra ring [21], diéu kién cAn va da dé ham ngiu nhién kha vi 1a ton tai
dao ham cta ky vong toan hoc va dao ham riéng hén hop cap hai ciia ham tuong quan
cua no tai t;=t, (tén tai dao ham cdp hai ciia ham tuong quan tai t=0 d6i v6i ham ngau
nhién ding). Tt d6 suy ra rang khong phai moi ham ngiu nhién déu kha vi.

Vi du, ham ngiu nhién c¢6 ham tuong quan dang
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R(r)=0’¢“", a>0 (2.9.10)
12 ham khong kha vi.
Thuc vay,
R.(7)= {_ oroe™™ khi 7>0, (2.9.11)
o’oe™  khi 7<0.
Tu d6 thdy ring tai diém 1=0 dao ham R(7) bi gian doan, vi dao ham bén phai
diém nay bing — o, con dao ham bén trai bang o’e. Do d6, dao ham cap hai R (7)
tai diém 1=0 khong ton tai.
Ta sé tim cac dac trung cia dao ham cia mot sd qué trinh ngau nhién ding.

1. Gia st qua trinh ngiu nhién c6 ham tuong quan

R()=c’€ ", a>0 (2.9.12)
Ham tuong quan ctia dao ham cta qua trinh ngiu nhién nay bang
R,(7)=20a(l-201%)e™ (2.9.13)
Tait=0taco
R (0)=20c (2.9.14)

Tt d6 thay rang qua trinh ngau nhién X(t) kha vi.

Phuong sai cuaa dao ham Y(t) khi d6 phu thudc khong nhiing vao phuong sai cua
qua trinh ngau nhién X(t), ma con vao hé s6 o dic trung cho miic d6 giam ham tuong
quan R (7) khi d6i s6 7 tang.

2. R(r)= o’e ¥ cos pr, >0, (2.9.15)

Trong truong hop nay dao ham ctia ham tuong quan bi gian doan tai 1=0 va do d6
dao ham cap hai khéng ton tai.

Do d6 qué trinh ngau nhién X(t) c6 ham tuong quan dang nhu vay khéng kha vi.
3. R(r)=0’€" cos fr, a>0; (2.9.16)
R.(7) = —o2(2ar cos Bt + Bsin fr)e ™, (2.9.17)
R (1)=-R(r)=0" [(,[5’2 +20—4a’t*)cos ft —4ofrsin ,6’1']e“”2 (2.9.18)
Tait=0taco
R (0)=0’Qa+ ). (2.9.19)

Qua trinh ngiu nhién X(t) kha vi, phuong sai cia dao ham cta qua trinh nay phu
thudc khong chi vao phuong sai ciia X(t), ma con vao cac hé s6 o va B quy dinh dang ham
tuong quan R (7).

4. R(r)= O'Ze‘”(cos pr +%sin ﬂ’[), a>0, >0, (2.9.20)

72



aze_“f(cos Pr+ % sin ,BTJ khi 7 >0,
R(7) = (2.9.21)
o’e” (cos Yiza —%sin ,BZ'] khi 7<0.

Tw do
a’+ B
0’ ———(Bcos fr—asin fr)e™ khi 7>0,

R (1)=-R(7)= p (2.9.22)

2 2
o’ M(,Bcosﬁ‘z' +asin Br)e”  khi 7>0.

B

C6 thé viét R,(7) dusdi dang mot biéu thic

R,(7) =0’ %e"” (Bcos fr —asin ). (2.9.23)

Khi 7=0 D,=R (0)= o’ (a’ + 7). (2.9.24)
Vay ham ngau nhién X(t) c6 ham tuong quan dang nhu trén 13 ham kha vi.
Chung ta sé& xac dinh tiép ham tuong quan quan hé Ry (t,t,) giia ham ngau nhién

X(t) va dao ham caa né Y(t) = w

R, (t,t,) = M{X(t)-m)][Yt,)-m,t,)]=

. Theo (2.4.1) ta ¢6

=M {[X(tl)— rm(tl)]%[xaz)— mx(tz)]}. (2.9.25)

Dé6i chd phép tinh 14y vi phan va phép 14y ky vong toan hoc va ky hiéu dao ham
bang dao ham riéng theo bién t,, vi bién t, dugec xem nhu dai lugng khéng ddi, c6 thé viét

RQ/(tl,tz)=§M{[xal>—mx(tl)][xaz)—mx(tz)]}= O%Rx(tl,t». (2.9.26)

Daic biét dsi v6i ham ngau nhién dung X(t)

K _9 . _dR()
Y Rx(tl,tz)—o_tz R.(t,—t) o (2.9.27)

trong d6 7=t,—t,.

Tur d6 thay réang ham tuong quan quan hé gitta ham ngau nhién ding va dao ham
ctua né 1la ham mot déi s6 1, tiic ham ngiu nhién ding va dao ham cta né la nhiing ham
lién hé dung.

Ham tuong quan quan hé gitta ham ngiu nhién ditng va dao ham cta né bang dao
ham ctia ham tuong quan cta chinh ham ngau nhién.
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2.10. Tich phén cia ham ngdu nhién
Gia st qua trinh ngiu nhién X(t) dugc cho trén doan [a,b]. Chia doan nay thanh n

n

phan bdi cac diém a=t,,t,...,t =b va lap téng ZX(tk)Atk, trong d6 X(t,) 1a lat cat
k=1

cla qué trinh nglu nhién tai t=t,, con At =t -t _,.

Tuong tu nhu dinh nghia tich phan ciia ham khéng ngiu nhién, ta sé goi giéi han
binh phuong trung binh cta téng tich phan nay khi dai lugng A, 14 hiéu 16n nh4t trong s6
cac higu At,, tién t6i khong, 1a tich phan x4c dinh ciia ham ngiu nhién X(t) trén doan
[a,b] va ky hiéu béang

b n
[ X(®dt =1im Y- Xt )AL, (2.10.1)
a A—0 k=1

Tich phan x4c dinh ctia ham ngau nhién, giéng nhu giéi han cta téng cac dai lugng
ngau nhién, 1a mot dai lugng ngiu nhién. Néu giéi han nay ton tai va khong phu thudc
vao cach thic chia doan [a,b] bdi cac diém t,, thi ham ngiu nhién X(t) goi 1a kha tich
trén doan [a,b].

C6 thé chiing minh rdng [21], mudn cho tén tai tich phan da néu chi can ton tai tich
phan cta ky vong toan hoc cia ham ngiu nhién X(t) va tich phan hai 16p ctia ham tuong
quan cua né.

Bay gio ta xét tich phan véi can trén bién thién ctia ham ngau nhién X(t)
t
Y(t) = [ X(n)dz (2.10.2)
0

Tich phan nay 12 m6t ham ngau nhién méi Y(t). Ching ta sé xac dinh ky vong toan
hoc m,(t) va ham tuong quan R (t,t,) cua ham ngau nhién Y(t), khi xem ring cac dic
trung tuong ting cua X(t) da dudc cho trude:

m,(t)=M { Altlgoé X (z‘k)Az’k} = Alt‘krllo; m (7 )AT, . (2.10.3)

Téng cudi cling nay la tdng tich phan déi véi ham khong ngéu nhién m(7), do d6

m, (t) =_t[mx(f)dr (2.10.4)
Vi
Y=Y -mn= j[f«m mx(ﬂ}dt —m, (1) =
=j‘)0((f)dr+ my(t)—my(t)z't[)o((f)df, (2.10.5)
nén
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R (t,t,)=M [\(]((tl)\o((tz)} =M D. )O((r)dz'j )O((T)dr} =

=M ﬁ]z. )0((2'1) )O((TZ)dTIdTZ:I =

00

4h 46

:“‘M P((Tl) ;((rz)}drldrz =” R(z,,7,)dzdz, . (2.10.6)

Nhu vay, ky vong toan hoc ctia tich phan ctia qua trinh ngau nhién béng tich phan
cua ky vong toan hoc cua chinh qua trinh d6. Ham tucng quan cua tich phan cua qua
trinh ngiu nhién bang tich phan hai 16p ctia ham tuong quan ctia chinh qua trinh d6 14y
theo ca hai ddi s6.

Néu X(t) 14 mdt ham ngau nhién diing, thi m (t)=m, =const, R (t,t,)=R(t,-t).

Khi d6
m, (t) =jmxdr= mt, (2.10.7)
0

tic ky vong toan hoc m, (t) phu thudc vao t.
4t
R (t,t,) = [ [R(z, -7)dzdz, (2.10.8)
00
Biéu thiic & v& phai trong (2.10.8) phu thudc riéng biét vao ca t, va t,, cht khong
phai chi phu thudc vao hiéu hai gia tri do.
Do d6 tich phan ctia ham ngiu nhién ding khong c6 tinh chat ding.

Ngudi ta con xem xét tich phan ctia qua trinh ngau nhién X(t) dang
b
Y(O) = [ot, D)X (D), (2.10.9)
a

trong d6 ¢(t,7) 1a ham khong ngau nhién.

Tich phan nay dudc ciing x4c dinh nhu 14 giéi han binh phuong trung binh cta téng
tich phan

AlrikrEOkzzl:(p(t,rk)X(rk)Ark =Y(t) (2.10.10)

va dugc goi 1a tich phan ciia ham ngiu nhién véi ham trong lugng @(t,7).
Ciing hoan toan nhu vay dé6i véi tich phan can trén bién thién, ta sé tim m,(t) va

Ry(tl’t2):

b
m,(t) = [ (t, 7)m,(r)dz (2.10.11)
b b
R (t,t) = [ [ ot 7)e(t,.7,)R (z,.7,)d7dz, (2.10.12)
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2.11. Cdc ham ngdu nhién phic

P& don gian hoa viée tinh toan, trong phin trinh bay tiép theo sé st dung cac ham
ngiu nhién phtic dé xem xét cac ham nglu nhién thuc ma ti truée dén gid ching ta da
phan tich, va trong thuc t& chi c6 cac ham ngau nhién thuc. Ham ngiu nhién thuc dudc
xem nhu truong hop riéng ctia ham ngau nhién phtec.

Ta sé& goi ham c6 dang duéi day 1a ham ngau nhién phtc

Z(t) = X)) +1Y(1) (2.11.1)
trong d6 X(t) va Y(t) 12 nhiing ham ngiu nhién thuyc.

Ham ngau nhién thuc é day dugc xem nhu truong hop riéng cia ham phic véi
Y(t)=0.

Ta sé& xac dinh cac dic trung cia ham ngiu nhién phiic — ky vong toan hoc, phuong
sai, ham tuong quan — sao cho d6i v6i nhiing ham ngau nhién thuc (khi Y(t) =0), nhiing

dic trung nay trung véi nhiing dic trung da dua ra trudc day. Ta sé goi ham khéng ngiu
nhién m,(t) dinh nghia duéi day 1a ky vong toan hoc cia ham ngiu nhién phic

m,(t) = m,(t) +im,(t) (2.11.2)

Phuong sai cia ham ngiu nhién phtc D,(t) 1a ky vong toan hoc cua binh phuong

modul d6 léch ctia ham ngau nhién so véi ky vong toan hoc ctia né:

D, =M |z®) -m, ] @.11.3)
Vi
Z@®)-m,®) =[X®-m®]+ilyt)—m, )] (2..11.4)
nén
Zt)-mf =[XO-moOF +[y)-moF (2.11.5)
Khi d6

D, =M{X®)-m®F j+ M{yr®)-m®F j=D,0)+D,®)  (2.11.6)
Tu day thdy rang phuong sai cia ham ngiu nhién phiic 14 mot ham thuc.
P6i véi ham thyc D, (t) =0, do d6

D,(t)=D,(1).
Ham tuong quan cua ham ngau nhién phic 13 ham khéng ngau nhién dang
R.(t,.t,)=M{zt)-m)][z" ) -m t,)]} 2.11.7)

D4u (*) ¢6 nghia 1a 14y dai lugng lién hiép phtic.
Khi t, =t, =t ham tuong quan tré thanh phuong sai

R(t,H)=M{z®)-mm]-[z"t)-m =
=M{z®) - m®F = D,t) 2.11.8)

Ham tuong quan ctia ham ngiu nhién phtc c6 thé dugde bidu thi qua nhiing dic
trung ctia cac phan thuc va phan ao ctia né. Néu ky hiéu
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X (1) = X (1)~ m(t)
Y =Y -m, )

ta co

R(t,t) = M{[>°<<tl>+iﬁ(to}[f«tz)—i@(tz)}}:

- M[>°<<t1>i(tz)}wﬁal)@(tz)} +1{M[\()((tl>>0<<tz>}—M[f«tl)@(tz)}}:
=R (t.1,)+R (t,t,) +i[R,(t,.t,)~ R (t.t,)] (2.11.9)

trong d6 R (t,,t,) 1a ham tuong quan quan hé ctia cac ham ngau nhién X(t) va Y(t).

Néu cac phan thuc va ao cia ham ngiu nhién phiic khong tuong quan 1an nhau,
tie R,(t,.t,) =0, thi

R (.t,) = R><(t1at2)+Ry(t1>t2) (2.11.10)
Néu phan thuc va phin ao cia ham ngiu nhién phiic 1a cac ham ngiu nhién ding
va lién hé dung, thi m,(t)=m, va D,(t)=D, 14 nhiing dai lugng khong ddi, con
R,(t,,t,) =R, (t, —t,) chi phu thudc vao mot tham s6 7 =t, —t,.
Ta s& goi ham ngiu nhién phtc Z(t) v6i nhiing tinh ch&t m, =const va
R,(t,,t,) = R(7) 1a ham ngau nhién ding theo nghia rong.
D61 v6i ham tuong quan R (t,,t,), tinh chat sau duge thoa man

Rz(tl’tz):R:(tZJtl) (2.11.11)

ttc 12 viéc hoan vi cac ddi s6 trong ham tuong quan sé cho biéu thic lién hop phiic véi
biéu thic ban dau.
Dic biét, d6i véi ham phic ding ding thic sau duge thod man

RZ(_T) = R:(T)’
d61 v6i ham thue, ddng thic nay biéu thi tinh chin
R.(-7) =R/(7).

Ham tuong quan quan hé R, , (t,.t,) cua hé hai hAm ngiu nhién phtc Z(t) va
Z,(t) dudc xac dinh duéi dang

R, (t.t,)=M{z t)-m, )]z &) -m )]} (2.11.12)
béivéi ham R, , (t,t,) hé thic sau thod méan
R, L) =R, (t.t) (2.11.13)

Hé cac ham ngau nhién phtc Z (t) va Z,(t) duge goi 1a hé diung theo nghia rong,
néu nhu ngoai tinh diing theo cting nghia ctia tiing ham, con thod man hé thic

R.,U.L) =R, -t)=R,, (7) 2.11.14)
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V6i nhiing ham nhu vay sé thoda méan hé thic R, (7)= RZ*zZ1 (-7), va biéu thic nay,

d61 véi cac ham thuc, sé c6 dang

Rz1 z, (T) = RzzzI (_T) .

2.12. Truong ngdu nhién va cdc ddc trung cia né

Bén canh nhiing qué trinh ngiu nhién da xét trén day l1a nhiing ham ngiu nhién
mot déi s, trong khi tuong thily van rat hay giap nhiing ham ngiu nhién ciia mot s bién
doc lap ma ngudi ta goi 1a nhiing trusng ngau nhién.

Ta sé xét trudng ngadu nhién U (X, Y, z1), trong d6 x, y, z 1a nhiing toa do ctia diém
khong gian, con t 1a thoi gian.

C6 thé xem x, y, z, t nhu cac toa d6 ciia mot vects bon chidéu nao d6 p(X, Y, zt) va
ky hiéu truong ngiu nhién mét cach don gian duéi dang U (p).

Tuong tu nhu déi véi cac qua trinh ngdu nhién, trudng ngu nhién c6 thé duge xem
nhu tap hop tt ca cac thé hién cta né, hay nhu tap hop tat ca cac lat cit cia né, khi hiéu
lat cit ciia trudng ngau nhién 1a mét dai lugng ngdu nhién nhan duge tai nhiing tri s6
x4c dinh ctia tat ca cac doi s, tiic 1a véi gia tri xac dinh ctia vecto p .

Thé hién cta trudng ngiu nhién, két qua nhan dude ctia mot 14n thi nghiém, sé 1a
mot ham khong ngiu nhién. Khi d6, bing cach thay thé don gian t thanh g, tat ca cac
cong thiic d61 véi cac ham phan bé n chiéu, cac mémen goc va mdmen trung tam da xét &
muc 2.2 va 2.3 d6i véi cac qua trinh ngiu nhién sé dudc md rong sang cho cac truong
ngau nhién.

Ta s& goi ham phan bd n chiéu cua truong ngau nhién U(X,Y,zt)=U(p) 1a ham
phan bd cua hé cac dai lugng nglu nhién U, =U(p,), U, =U(p,),..., U, =U(p,), tic la

Fn(ulauza i) naplapza 9ﬁn):

(2.12.1)
=PU, <u,,U, <u,,...,U, <uU,))

Pé dic trung day du cho trudng nglu nhién cin biét tat ca cac ham phan b6 n chiéu
cua no.

Néu ton tai dao ham riéng hdén hgp cua cac ham phan bd
F,(U,Uy, ..U P)y Pys ey Pry) » thi chiing duge goi 1a mat d6 phan bd n chiéu cua trudng

ngéu nhlen fn(ulauza * n’pppz, 315n)

- A"F (U, Uy,y U Pry Poseees Pr)
f.(u,uy,.,U; P, Psss P) = B (2.12.2)
v ne 01!101]2...01!”

Ciing nhu d6i v6i cac qua trinh ngiu nhién, trong thuc t& hiém khi xac dinh dugc
cac ham phan b8 hoic mat d6 phan bd n chiéu, vi vay dé dic trung cho cac trudng ngau
nhién cht yéu ngudi ta st dung cAc mémen phan bé.

Ta sé goi ky vong toan hoc cta tich n luy thita tuong tGng véi cac lat cat ctia truong
ngiu nhién tai n diém trong mién khong-thoi gian 14 mémen géc n diém cta trusng ngau
nhién U(p)=U(X, Y, Z1t) bac i, +i, +...+1,

M o (BB Pr) = MU (BT U (B U (B | (2.12.3)
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Momen bac nhat
m(p) =M[U(p)]=m,(p) (2.12.4)
dudc goi 1a ky vong toan hoc caa trudng ngiu nhién.

Do léch ctia truong ngau nhién so véi ky vong toan hoc ctia né duge goi 1a truong
ngiu nhién quy tim

U(5)=U(5)-m,(p) (2.12.5)

0
Céc mémen géc cua trudng nglu nhién quy tdm U(p) duge goi 12 cAc mdmen trung
tam cua trucng U (p)

Uy (BuBre ) =M {[u % )Hﬁ (@)}2...[5 (ﬁn)} } 2.12.6

Mbémen trung tAm mot diém bac hai
1,(5) = M{U(5)-m,(5)F }= D, () (2.12.7)

goi 12 phuong sai ciia truong ngau nhién.
Ky vong toan hoc va phuong sai ctia trudng ngau nhién 12 nhiing ham khéng ngau
nhién clia cac toa ¢ diém ctia mién khong — thdi gian:
m,(9) =m,(X,y,Z1),
D,(P)=D,(X,Y,Z1).
Mbémen trung tAm hai diém bac hai
1, (B py) =M{U (B —m, (B ]IV (5,) - m,(5,) ]} =R, (5. 5,) (2.12.8)
dudc goi 1a ham tuong quan cta truong ngau nhién.

Ham tuong quan R.(J,,p,) ciing 1a ham cta toa d6 2 diém ctia mién khéng-thdi

gian
R(01,0,) =R (X, ¥1,2,1:%,Y,,2,1,)

Ham tuong quan cua trudng ngau nhién cé tat ca nhiing tinh chat nhu ham tuong
quan ctua qua trinh ngau nhién. Vi du nhu, ham tuong quan ctaa trudng ngau nhién ciing
thod méan tinh chat déi xting

R(0:0,)=R,(P,,0) -
Khi gi4 tri cta cac déi s6 vectd nhu nhau p, = p, = p ham tuong quan bién thanh

phuong sai cia truong ngiu nhién

R, (0,p)=D,(p) (2.12.9)
Ngudi ta cling xét ham tuong quan chudn hoa cta trudng ngiu nhién
. R.(P1,P,)
(P, Pr) = = — (2.12.10)
VD4 (5)y/Dy(5;)

N A ) X A o R AN 3o — = 2 TN A AN .~ 2 2 M
ma d61 véi moi mot cap diém cd dinh p, va p, nd la hé s6 tuong quan gida cac lat cat cua

trudng ngdu nhién tng véi cac diém doé.
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Nhiing mémen da xét goi 14 mémen khong—thdi gian. Ham tuong quan khéng—thoi
gian c6 thé dic trung cho su lién hé gifia cic gia tri cia trudng ngau nhién & hai diém
khac nhau cta khéng gian va tai nhiing thoi diém khac nhau. Ngoai nhiing mémen
khéng—thdi gian ngudi ta con xét cac momen thoi gian va mdémen khong gian riéng biét.

Khi x4c dinh cac mémen thdi gian, cic toa d6 diém khong gian cta trudng dude xem
1a ¢6 dinh va chi nghién ctu su bién thién cta trudng theo thdi gian tai diém cé dinh da
cho ctia khéng gian. Trong trudng hop nay ching ta dé cap t6i qua trinh ngiu nhién.

Khi xét cac moémen khéng gian, ngudi ta ¢6 dinh diém thoi gian va nghién ctu
trudng nglu nhién tai thoi diém da cho. Trong trudng hop nay trusng ngau nhién 1a ham
ngiu nhién cta toa d6 cac diém khong gian.

Vi cac qua trinh ngiu nhién da dudc xét ¢ trén, bay gio ta chi nghién ctiu chi tiét
hon vé cac truong ngau nhién khong gian.

2.13. Truong ngéu nhién dong nhét va dang huéng

Khi nghién ctiu cac qua trinh ngiu nhién ta da thay ring diéu kién dung la mét
diéu kién rat quan trong, lam gidm nhe viéc mé ta qua trinh ngiu nhién.

D61 véi cac truong khéong gian, nhiing diéu kién tuong tu 1a diéu kién déng nhat va
déng huéng.

Trudng ngau nhién goi 1a déng nhat néu tat ca cac quy luat phan bs n chiéu khong
thay d6i khi dich chuyén hé diém pg,,p,,..., 0, theo cing mot vecto, ttc 14, néu cac ham
phan b (mat d6 phan bo) khéong thay ddi khi thay thé cac 1at cét tuong tng véi cac diém
D1sPys-.r Py, biing nhiing 14t cit tuong Gng véi cac diém p, + By, P, + Py» -r P + Py » VO MOi
vectd p, bat ky.

D61 véi truong ngiu nhién dong nhat

fi(u; 0) = f,(u; P+ 0,) (2.13.1)
f2 (U, U3 51, 9,) = T,(U,Uy; By + g, Py + ) (2.13.2)
Khi dat p, =—p, ta nhan duge
f,(u;p)=f(u;0)=f(u) (2.13.3)
f,(u,u,5 0, 0,) = f,(U,Uy; 0, = p) (2.13.4)
Vavi
m,(p) = J.ufl (u; p)du = .[ufl (u)du =m, = const (2.13.5)

RJ(ﬁl’ﬁZ) :jj[ul —”L(ﬁ])] [Uz _m.:(ﬁz)]fz(ulauz;ﬁwﬁz)dulduz =

= IJ.(UI -m,) (u, -m)f(u,u,; p, — p,)dudu, =

=R (B, -p)=R(), 1=p,-p, (2.13.6)
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nén d6i véi truong nglu nhién dong nhat, ky vong toan hoc 1a mot dai lugng khong d6i
m,, khong phu thudc vao cac toa do diém cia trudng, con ham tuong quan
R,(5,,p,) = R,(I") chi phu thudc vao hidu céc vects | = p, - p, .

C6 thé goi diéu kién déng nh4t da néu cta trudng ngdu nhién, tuong tu véi diéu
kién ding, 1a tinh dong nhat nghiém ngat. Trudng ngau nhién ma ky vong toan hoc la
dai lugng khong d6i va ham tuong quan chi phu thudc vao mot d6i s6 vects — hiéu cac
vectd | , dudc goi 1a truong dong nhat theo nghia rong.

Trudng ngiu nhién déng nhat dude goi 14 ddng hudng néu t4t ca cac quy luat phan
b8 n chiéu khong thay d6i d6i véi moi phép quay hé diém N,(5,),N,(pD,),..., N, (p,) xung
quanh mot truc bat ky di qua goc toa d6 va khi phan xa guong nhiing diém d6 so véi mét
mat phdng bat ky di qua gdc toa do.

Nhu vay, d6i véi trudng déng nhat va ddng huéng nhiing mat do phan b n chiéu
f . (U,U,.. s By, Py P,,) kKhong thay d6i khi dich chuyén song song, quay va phan xa

guong hé diém N,(5,),N,(D,),..., N,(8,). Khi d6, ham tuong quan R (p,,p,) phai cé
cling mot gia tri d6i v6i cap diém bat ky N,(p,) va N,(p,) ma d6i véi ching modul caa
hiéu | = | Py — ﬁ1| nhu nhau, vi nhiing cp diém nhu vay luén luén cé thé duge chap vao
v6i nhau nho phép dich chuyén song song, quay va phan xa guong.

Do d6, ham tuong quan cta truong déng nhat va ddng huéng 1a ham cta mot déi
s6 vo huéng | = |ﬁ2 —[)1| — khoang cach giiia cac diém N,(5,) va N,(p,). Dbéi khi ngudi ta
ch&p nhan diéu kién nay lam dinh nghia cho tinh ding huéng cta truong.

Nhu vay déi véi truong dong nhit va ding huéng ky vong toan hoc 1a dai lugng
khong d6i m,(p)=m,, con ham tuong quan la ham ctia mot déi s6 vo husng | — khoang

cach gitia hai diém, R, (p,, p,)=R,(l), trong d6

I = |ﬁ2 _151| = \/(XZ - Xl)2 +(Y, - y1)2 +(z,- 21)2 (2.13.7)

Bén canh nhiing trusng ngiu nhién déng nhat trong toan khong gian ba chiéu, c6
thé xét cac trudng chi ddng nhat trén mét duong thing hay trong mét mat phing nao do,
ma d6i v6i ching t4t cd nhiing mat &6 phan bé n chiéu khéng thay déi khi dich chuyén
song song toan bd n diém di mot khoang bing d6 16n vects P, song song véi duong thing
hay mét phing da cho.

Tuong tu, c6 thé xét cac trudng déng hudng khong phai trong toan khéng gian ba
chiéu, ma chi trong mét mat phdng nao do.

Nhiéu cong trinh nghién ctiu vé ciu tric cac trudng khi tugng da chi ra su bién d6i
khac biét dang ké cta cac yéu t6 khi tugng theo phuong ngang va phuong thing ding.

Vi vay khi nghién ctiu ciu tric thong ké cac truong khi tugng quy mo vira va 1én,
gia thiét vé su gan ddng nhat va ddng hudng chi c¢6 thé chdp nhan duge d6i véi truong hai
chiéu phuong ngang. Khi d6, gia thiét rang chi ¢6 trudng ngiu nhién quy tam, ttc trudng
do léch cua yéu t6 khi tuong dang xét so véi ky vong toan hoc clia né, 1a dong nhat, con
khéng thé xem chinh ky vong toan hoc 14 khong ddi.
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Gidng nhu déi véi qua trinh ngau nhién diing, néu trusng ngau nhién déng nhat va
ddng hudng cé tinh egodic, thi ky vong toan hoc va ham tuong quan cta né cé thé tim
duge bang cach 14y trung binh theo mét thé hién cho trén mién khong gian du lén.

Trong truong hgp nay ky vong toan hoc xac dinh theo cong thic

1
m, = —j_”u(x, y, Z)dxdydz (2.13.8)
\'
(D)
trong d6 D 1a mién khéng gian trén d6 thuc hién 14y trung binh, v 1a thé tich ciia mién
do.
Déi véi trudng phéng
1
m, = —Hu(x, y)dxdy (2.13.9)
S (D)
trong d6 S 1a dién tich mién phing D.
C6 thé viét nhiing cong thiic tuong ty dé nhan ham tuong quan R (l) bang cach 14y
trung binh theo mot thé hién
1
R =—[[[luccy.2-mllux+ & y+n.2+ ) -mloxdydz  (2.13.10)
1 (D)

Mién D, ¢ day phai sao cho cac diém (X+&,y+7,z+{) khéng dugc vugt ra khéi
mién D (v, 14 thé tich mién D)).

Ngudi ta néi trusng déng nhit ding hudng cé tinh egodic, néu ky vong toan hoc va
ham tuong quan, nhan dudc bing cach 14y trung binh theo mét thé hién nhd cac cong
thiic (2.13.8), (2.13.10), c6 thé tién gin t6i nhiing dic trung tuong tng nhan duge bing
phép 18y trung binh theo tap hgp tat ca cac thé hién, khi tang vé han dudng kinh mién,
v6i x4c sult tuy ¥ gAn dén don vi. Trong thuc t& thudng khong thé thuc hién 14y trung
binh theo khéng gian cac trudng nglu nhién khi tugng, vi cic thé hién chi dugde ghi & mot
s6 nhé cac diém rdi rac.

Dé dac trung cho trudng déng nhat ddng hudng, bén canh ham tuong quan, con su
dung ham céu trac B,(l)

B, =MU@B+D-U@B | 2.13.11)

Gidng nhu d6i v6i qua trinh ngau nhién, ham cau tric cua trudng ngiu nhién duge
xac dinh don tri qua ham tuong quan dudi dang

B,()=2[R,(0)-R,(1] (2.13.12)

D6i v6i trudng dong nhat ding huéng ham ciu tric 14 ham cia mot d6i s6 vo hudéng
1=

Néu }im R,(1) =0, c6 thé biéu dién ham tucng quan qua ham céu tric dudi dang
—oo

R()=5[B.(=)-B,0) (2.13.13)
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Ciing nhu trong truong hdp qua trinh ngiu nhién ding hoan toan, d6i véi trudng
ngau nhién dong nhat hoan toan, viéc st dung ham tuong quan hay ham cau tric khéng
¢6 gi khac biét.

Tuy nhién, dé dic trung cho truong nglu nhién ma tinh déng nhat chi 1a gan ddng,
d6i khi st dung ham cau tric sé tét hon, nhu da nhan xét 6 muc 2.7.

Dac biét diéu nay xay ra khi khao sat ciu tric khéng gian quy mé vira va 16n cua
cic truong khi tugng, khi ma nhiing khac biét vé dong ning lugng méit troi dén, tinh chat
chuyén déng trén dai duong va luc dia va nhiing nhan t6 khac pha huy tinh déng nhat
cua trudng.

Tuy nhién, khi d6 can luu ¥ rang, khéng phai bao gid ciing nhan dudc cac gia tri cia
ham céu tric B,(l) theo s& ligu thuc nghiém tai nhiing khoang 1 kha 16n dé c6 thé chap

nhén lam “gia tri bdo hoa” cua ham ciu tric B ().

2.14. Truong vécto ngdu nhién

Bay gio ta xét trudng ngau nhién vecto khong gian, dugdc cho bdi dai lugng ngiu
nhién vecta:

U(xy,2)=U(p).

Ta chon hé toa d6 dé cac va ky hieu X(5), Y(B), Z(p) 1a cac hinh chiéu ctia U (p)
trén céc truc toa d6 tuong tng. Khi dé trudng ngiu nhién vects c6 thé duge xét nhu 1a hé
ba trudng ngau nhién vo hudéng.

Biing cach nhu vay, qui luat phan bd ctia trudng vecto ngdu nhién U (5) sé 13 ham
phan bé ba chiéu cta ba trudng ngau nhién v huéng.

Trudng vects U (p) dudc goi 1a dong nhat va ding hudéng néu tat cd mat do phan
b6 3n chiéu ctia n6 1a bat bién déi véi phép dich chuyén song song hé cac diém N,(7 ,),
No( P 5),..., No(p ) ciing nhu khi quay va phan xa guong ching kém theo viéc quay dong
thoi va phan xa guong hé toa dd trong d6 cac thanh phan vecto dugce 14y.

Trong dinh nghia nay ta gia thiét ring, tit ca hé cac diém Ny(p,) duge quay hoic
phan xa guong cung v6i mot hé toa dd co dinh chta chiing. Khi d6 moi hinh chiéu cta
vectd P ; trong hé toa d6 cti vA méi trung nhau.

Vé mat hinh hoc, diéu kién déng nhat va déng huéng cta trudng vecto c6 nghia 1a
néu hé toa d6 lién két chat véi hé thong cac diém N,, N,,..N,, thi mat d6 phan bd 3n
chiéu ctia hinh chiu ctia trudng trén cac truc ciia hé toa d6 nay khong thay déi d6i véi
moi su dich chuyén, quay, va phan xa guong hé nay.

D61 véi trudng vectd dong nhat, ding huéng, ky vong toan hoc cta vects U ()
bing 0, M[U (5)] = 0. Thuc vay, déi véi truong déng nhat M[U ()] 1a mot vects khong
ddi, con déi véi trudng déng huéng, vecto nay cing khéng thay déi khi quay, tic 1a né
nh&t dinh phai bing 0.

Tinh déng nh4t va tinh ddng huéng cia trudng vects diat nhiing diéu kién xac dinh
lén cac ham tuong quan cta hinh chiéu vecto U (P) trén cac truc toa do va 1én ham

tuong quan quan hé gitia cac hinh chiéu khac nhau cta né.
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Gid st X(p), Y(P), Z(p) 1a cac hinh chidu ctia vecto U (p) trén cac truc toa do clia
hé toa d6 x0Oyz nao doé.
Khi d6 c6 thé dac trung trudng vectd bdi ba ham tuong quan:
R (61, 0,), R (5, 0.). R.(P1, P,) ,
va ba ham tuong quan quan hé:

R(y(ﬁlaﬁz)a sz(ﬁlaﬁz)o Ryz(ﬁlaﬁz)'

Déi véi trudng ddng nhat va ding hudng tat ca cdc ham nay 1a ham chi cia mot dsi
s6 v hudng | = |p, — p,| 1a khodng cach giita cc diém N,(p,) va Ny(5 ,).

Ta chon hé toa do xOyz nhu sau. Dat géc toa do vao diém N,, truc 0x huéng doc theo
vectd N;N,, hai truc con lai Oy va 0z ndm trong méit phing vudéng géc véi né (hinh 2.10).

Cac ham tuong quan va ham tuong quan quan hé d6i véi truong déng nhat ding
huéng khong thay ddi véi moi phép quay hé toa do.

Ta quay hé toa d6 180° quanh truc N,x, khi d6 huéng ctia cac truc N,y va N,z bi
thay d6i sang huéng ngudgc lai, tit d6 ta nhan dugc:

Ry(D=-Ry (),
R.()=-R,(), (2.14.1)
c6 nghia la:
Ry (D =R,()=0. (2.14.2)

Nho phép phan xa guong d6i v6i mit xN,z ta c¢6 thé chuyén truc N,y vé N,z va N,z
vé N,y, khi dé:

R.(H=-R,(), (2.14.3)
tuc la:
R.()=0. (2.14.4)
Nho phép quay quanh truc N;x, c6 thé chuyén N,y sang N,z, khi d6:
R =R/). (2.14.5)

Tt d6 thay ring trong hé toa d6 dudc chon cac ham tuong quan quan hé bang 0, con
ham tu tuong quan thoa man diéu kién (2.14.5).

Nhu vay, c6 thé dic trung cho trudng vectd dong nhat ddng huéng bdi hai ham
tuong quan:

R.()=M[X(5,)X(p,)]=G()). (2.14.6)

R,()=M[Y(5,)Y(p,)]=F(D). (2.14.7)

& day X(p) la hinh chiéu cta trudng vects U (p) theo huéng vects | =N,N,, con
Y(p) 14 hinh chiéu ctia truong nay theo moét hudng nao d6 vudéng goc véi vecto I

Ham R,(l) thuong dugc ky hiéu bsi G() va goi 1a ham tuong quan doc cua trudng
vectd, con ham R, (1) dugc ky hiéu béi F(1) va goi 1a ham tuong quan ngang.

D61 véi trudng vecto ngau nhién ngudi ta ciing dua vao khai niém ham cau tric doc
va ngang.
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—_
/N, N,

y
Hinh 2.10

Ham cau trac doc B.() 14 ky vong toan hoc cia binh phuong hiéu céc gia tri hinh
chiéu clia trudng vects dong nhéat ddng hudng tai cac diém N,(p,) va Ny(p,) theo hudng
vectd N;N,.

B.()=M{X(p,)- X(p, )} (2.14.8)

Ham c&u tridc ngang B,() 14 ky vong toan hoc ctia binh phuong hiéu cac gia tri
hinh chiéu cta trudng tai cac diém N, va N, trén mat vuéng géc véi vects N;N,.

B,()=M{Y(p,)-Y(p, I} (2.14.9)

CHUONG 3: PHAN TiCH DIEU HOA QUA TRINH NGAU NHIEN DUNG
VA TRUONG DONG NHAT
D61 v6i ham khong ngiu nhién, phan tich diéu hoa dudgc ting dung hét siic rong rai.
Phan tich diéu hoa 1a biéu dién cac ham tuin hoan du6i dang chudi Fourier, con ham
khong tuan hoan duge biéu dién duéi dang tich phan Fourier.

Ta biét rang néu mot ham tuan hoan f(t) cé6 chu ky 2T thoa méan diéu kién Diricle,
thi c¢6 thé khai trién né thanh chudi Fourier dang phiic:

o iy
f)=> CeT, (3.0.1)

K=—co

trong d6 cac hé s6 Fourier C, dudc xac dinh theo cong thiic:
T K
C =L [ f(te T dt (3.0.2)
K= oT J . 0.
Cong thtc (3.0.1) cho phép biéu dién ham f(t) dusi dang téng v6 han cac dao déng
diéu hoa véi tan s6 @), = % va bién o [C,|.

Day s6 phiic C, dude goi 1a day phd hay phd ciia ham f(¢). Cac s phiic C, c6 thé
dugc bidu dién duéi dang:
C. =[C g™ (3.0.2)

Day s6 thuc |Ck| dugc goi 14 phé bién d¢ ctia ham f(t), con diy s y, 1a pho pha cta
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Phé chi ra réng, trong ham da cho ¢6 nhiing dao déng loai nao, ttc 1a ciu tric bén
trong cua né ra sao. Vi trong truong hop dang xét cic tan s6 nhan nhiing gia tri roi rac

oy = ?, nén ham dang (3.0.1) dugc goi la ham c6 pho rdi rac.
Tuong tu, néu ham khong chu ky f(t) dugc cho trén toan truc sd thuc thoa méan diéu

kién Diricle va kha tich tuyét doi, ttc 1a doi véi né tich phan _[ f (t)dt ton tai, thi c6 thé

—oo

bidu dién né dudi dang tich phan Fourier:

f(t)= TF(a))e““da). (3.0.3)

F(w) = i T f(t)e “dt. (3.0.4)

Céc cong thic (3.0.3) va (3.0.4) dudc goi 1a céng thiic bién déi Fourier. Céng thiic
(3.0.4) goi 1a cong thitc bién d6i Fourier truc tiép, con (3.0.3) 1a cong thiic bién ddi Fourier
ngugc.

Trong cong thiic (3.0.3), téng (3.0.1) theo cac gia tri roi rac cta tan sé dude thay thé
bdi tich phan theo moi tan s6, con cac hé s6 khong d6i C, duge thay bdi ham F(w) ctia d6i
s6 lién tuc .

Y nghia cia ham F(®) dude nhan thay & chd, hang ti F(w)e'™do trong tich phan
(3.0.3) trung véi khoang tan s6 nhd (w, wt+dw), tic F(w)dw 1a bién d6 tuong tGng véi
khoang tan s6 da cho. Do d6, F(w) 1a mat d6 bién do. Ham F(w) dude goi 14 mat do phd
cta ham f(t), con ham dang (3.0.3) 1a ham c6 ph6 lién tuc.

Nhu vay, ching ta thdy ring tuong tng véi ham cé phé roi rac 1a day phé cac sé
phtic C, ctia né; tuong tng véi ham f(t) c6 phé lién tuc 13 mot ham khéc, d6 14 mat do phd
F(w) cua no.

Tt cac cong thiic (3.0.1), (3.0.2) hay (3.0.3), (3.0.4) suy ra rang khi da cho ham f(t)
ching ta c6 thé xac dinh mét cach duy nhét phd (mat d6 phd) cua né, va ngude lai, néu
cho phé (mat do phé) ta c6 thé x4c dinh duy nhit mot ham £(t).

Trong nhiéu truong hop, vi du nhu khi gidi cac phuong trinh vi phan tuyén tinh,
thuan tién hon ngudi ta st dung mat d6 phd ctia ham dang xét thay cho chinh ham dé.

Ta hay xét viéc tng dung cong cu khai trién phé d6i véi cac ham nglu nhién diing
va cac trudng dong nhit va ding huéng.

3.1. Cdc qud trinh ditng c6 phé roi rac
Gia st ring c6 thé biéu didn qua trinh nglu nhién diung X(t) trén khoang
[-T, T1 duéi dang chudi v han cac dao dong diéu hoa véi céc tan s6 khac nhau @, = T
va cac bién do ngiu nhién X,.
Xt = X, &% (3.1.1)

K=—co
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Ta sé xem ring, ky vong toan hoc cia qua trinh ngiu nhién bang 0, m,=0. Néu
khéong nhu vay ta sé xét qua trinh nglu nhién qui tAm. Khi d6 hién nhién ring, ky vong
toan hoc ctia tat ca cac dai lugng ngiu nhién X, phai bang 0.

Ta hay lam sang t cac dai lugng nglu nhién X, cin thod méan diéu kién nao dé cho
ham ngiu nhién X(t) ¢6 dang (3.1.1) 1a ding theo nghia rong, tic 1a dé cho ham tuong
quan R, (t+1,t) cia né chi phu thudc vao mot déi sé © va khong phu thudce vao t.

Theo dinh nghia ham tuong quan cia mot ham ngiu nhién phitic (2.11.7) ta c6:

R (t+7,t) = M[X(t+7)X *(t)] (3.1.2)
Theo (3.1.1), ¢6 thé viét:
X(t+7)=> X%, (3.1.3)
k
X*(t) = Z X * el (3.1.4)

bat (3.1.3) va (3.1.4) vao (3.1.1) ta nhan dudec:

R(t+7,t)=M {Z X, &40 X % e‘i‘“ﬂ -
k I

=M{Y S X, X * elloxlrT-or =Y ZMIx xR @)
k 1

Dé cho ham tuong quan R (t+7,t) khong phu thudc vao t, nhat thiét tong kép

trong v& phai cta (3.1.5) chiia cic s6 hang ctiia biéu thic glotro-al khéng phu thudc vao

t, ttic khi k=1. Do d6, dé cho ham ngau nhién X(t) 1a diing thi diéu kién sau day cin phai
dugc thuc hién:
M[X, X * ]=0 khike1. (3.1.6)
Diéu kién (3.1.6) c6 nghia 14 cac dai lugng ngau nhién X, phai déi mot khong tuong
quan véi nhau. Véi diéu kién (3.1.6) cong thic (3.1.5) dudc viét duéi dang:

=Y M[X, X *Jg™. (3.1.7)
k

Cac dai lugng M[X, X *, |1a phuong sai ctia dai lugng ngau nhién X. Ky hiéu ching
bing D,, khi d6 ta nhan dugc:

7)= Y D" (3.1.8)
K= —oo
Dé ton tai ham tuong quan thi chudi (3.1.8) phai héi tu, ttc 1a chubi:
‘D e*|=>D,. (3.1.9)

k=—oc0 k=—oc0

hoi tu.

Ta gia thiét rdng, c6 thé khai trién
qua trinh ngiu nhién ding thanh chubi
(3.1.1) ma khong néi gi dén diéu kién khai
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trién nay. Khi d6 ta nhan dugc cic bién do
ngau nhién X, 12 nhiing dai lugng ngau
nhién khong tuong quan v6i nhau, con ham
tuong quan dugdc xac dinh duéi dang chudi ] ] 1 I

(3.1.8). 1 I 1 11 w0k

Dy

Hinh 3.1

Nha toan hoc x6 viét E. E. Sluskii da chiing minh ring, moi qua trinh ngau nhién
diing ¢6 ham tuong quan dang (3.1.8) ¢6 thé duge biéu didn dudi dang (3.1.1) va ngudc lai.

DP6i v6i qua trinh ngdu nhién ding, phd 14 phan bd phuong sai ctia bién d6 ngiu
nhién theo cac tan sd w,.

Vi chubdi (3.1.9) phai hdi tu, cho nén s6 hang téng quat ctia né phai dan dén 0, tic
khi tiang tan s6 o, thi gia tri phuong sai tuong ting phai tién dén 0.

Ph¢ cia qua trinh ngiu nhién c6 thé duge biéu thi dudi dang dd thi, véi truc hoanh
dat cac gia tri bién d9, con truc tung la phuong sai tuong ting cta ching (hinh 3.1).

Cac ham ngau nhién ding dang (3.1.1) dugc goi 1a cic qua trinh ngiu nhién c6 phd
rdi rac.

Phuong sai qua cta trinh ngu nhién D, nhan dudc bang cach diat =0 vao cong
thtc (3.1.8).

D, =R (0)= kz D,. (3.1.10)

Do d6, phuong sai cia ham ngiu nhién bing téng cta chudi tao thanh ti tit ca cac
tung d6 phd.

Qua trinh ngau nhién ding dang (3.1.1) ¢ thé phiic, ciing c6 thé thuc.

Qua trinh (3.1.1) 1& thuc néu mdi k trong téng (3.1.1) tuong ting véi mot cip hai s6
hang phiic X, € va X, e"“*".

Khi d6

oo

X(t)=3 (X, &% + X, &) (3.1.11)

k=

(=1

Néu viét X, duéi dang:

x, = A iBe e JAC B (3.1.12)
2 2 2 2
ta nhan dugc:
X, €% + X, &% = (%—i%j(cos o t+isingt)+
(3.1.13)

+ (% +1i %)(cos o, t—isin a)kt) = A cosa,t+ B, sin ot

Dat (3.1.13) vao (3.1.11) ta dugc qua trinh ngau nhién dung thuc:
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(A cosw,t+ B, sin mt) (3.1.14)

NgE

X(t)=

0

X
1l

trong d6 A, va B, 14 cac dai lugng ngau nhién thuc c6 ky vong toan hoc bang khong.
iy T

Truong hgp riéng, khi 4p dung diéu kién (3.1.6) cho hai hang tit khac nhau X,€
va X&' ta nhan dugc:

M X, () |=M[x,X,]=0 (3.1.15)

M[xkxk]=M{(%-i%f}

Tu d6 ta co:

(3.1.16)
= la]-mle]-2imla -0
Déng nhit bing khong ci phin thue va phan 4o, ta nhan duge:
M|AZ|=M|B2|=d, (3.1.17)
M[AB.]=0 (3.1.18)

ttc 1a cac dai lugng ngiu nhién A, va B, khong tuong quan véi nhau va cé ciing phuong
sai. Tt ddng thic (3.1.6) ta nhan duge tinh khong tuong quan d6i mot ciia cac dai lugng
A, A, B, B khik=#1

Ta biéu dién D, qua d,

D, =M[X X * |- M[(i_i&J(i_iiﬂ:

2 2 \ 2 2
Ll mla)-% @119
Khi d6 cong thtic d6i v6i ham tuong quan (3.1.8) dudc viét lai dudi dang:
R(r)= D, [e* + e = 2%2005 o (3.1.20)
k=0 k=0
tic la
&(T)zidk cos W, T (3.1.21)
k=0

D61 véi qua trinh ngiu nhién thuc cac tan s6 w, va —o, tuong tng véi cung bién do
D,, do vay, phd cia qua trinh ngiu nhién thuc d6i xtng d6i véi truc tung (hinh 3.1) va c6
thé chi can x4y dung né cho nhiing gia tri tan s6 duong.

3.2. Cdc qud trinh ditng co6 phé lién tuc

Khong phai moi qua trinh ding déu 1a quéa trinh c6 phé roi rac. Tuy nhién cé thé
chi ra ring b4t ky qua trinh diing nao cting ¢6 thé duge biéu dién nhu 1a giéi han caa day
cac qua trinh c6 phé roi rac dang (3.1.1).

Ta dua vao xét ham ngiu nhién ®(®), khi xem ring trong khoang tan s6 Aw, = o, —
_; sO gia cua nd
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AD(w, )= D(w, ) - P(w,_,) (3.2.1)

bing téng cic bién d6 ngAu nhién X, trong khoang nay.
Mbt cach gin dung, coi tn s6 trong khoang Aw, khong d6i va bing o, trén cd sé
(3.1.1) ta c6 thé viét ding thic gin dung:

X(t)= > e*“Ad(aw,), (3.2.2)
k

6 day téng duge 14y theo moi khoang tan s6 Aw,,
Bay gid ta sé ting vo han s tan s6 w, trong (3.2.2), gidm vd han hiéu gifia ching.
L&y gi6i han ta nhan dudc

X(t)= [e"dolw), (3.2.3)

trong d6, vé& phai la tich phan Fourier - Stiltex, va duéi dau tich phan khéng phai la s6
gia cua do1 s6 nhu trong tich phan Riman, ma 12 s6 gia cia ham d®(w).

Biéu dién quéa trinh ngiu nhién ding X(t) duéi dang tich phan Stiltex theo céng
thtc (3.2.3) dugc goi 1a khai trién phd né.

Ta x4c dinh ham tuong quan cta qué trinh nglu nhién biéu dién theo céng thic
(3.2.3). D61 véi qua trinh ngiu nhién dung (3.1.1), ham tuong quan duge xac dinh bdi
cong thic (3.1.8). Cong thic nay bidu dién ham khéng ngiu nhién R, (1) duéi dang chudi
Fourier. Khi d6, néu khai trién (3.1.1) cia qua trinh ngdu nhién X(t) dudc tién hanh trén
khoang bién d6i [-T, T] ctia déi s6 t, thi khoang bién d6i ctia d6i s6 T =t, — t, sé 1a doan [-
2T, 2T1.

Do d6, cong thiic (3.1.8) 1a khai trién ham tuong quan R,(t) trong khoang [-2T, 2T1.

Khi d6, cac hé s6 Fourier D, ctia khai trién nay duge x4c dinh theo cong thiic:

1% 7K
D, =— -adg == 3.2.4
kﬂﬁw o= (3.2.4)

Ky hiéu hiéu giiia hai tan s6 1an can 1a Ao,

_K_alk=1)_ 7

AW =@ — =, 3.2.5
GmATA =0 T ToT (3:2.5)
Khi d6 cong thiic (3.1.8) c6 thé vist dudi dang:
R(r)= 3 2L D,e*Aq,. (3.2.6)
.
Ta dua vao ham
1 2T )
St (@)=— [R(z)e"dz. (3.2.7)
2

o7
Chi s6 T néi 1én rang, ham phu thudc vao khoang T. Theo (3.2.4) va (3.2.5) ta ¢6
Dy
Aw,

S (@)= (3.2.8)

Diéu d6 chting t6 S] (a)k) 12 mat do trung binh cua phuong sai trén doan Aw,.
Thé (3.2.8) vao (3.2.6) ta dugc
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R(7)= Y. Sl (@ )é™ A (3.2.9)

K=—co

Néu T — o, con Am, — 0 thi khi 14y gi6i han t6ng tich phan (3.2.9) sé trd thanh tich
phan

R (r)= Tsx(w)e‘%tdw. (3.2.10)

Cong thtc (3.2.10) 1a khai trién ham tuong quan thanh tich phan Fourier. Khai
trién nhu vy c6 thé thuc hién duge néu tich phan tuyét d6i ctia ham R, (1) thoa diéu kién

j|RX(T)|dT<oo. (3.2.11)
Khi d6, chuyén qua gi6i han, céng thic (3.2.7) sé& c6 dang
S ()= L j R (r)e"“dr. (3.2.12)
2r 2.

Ham S,(®) 1 gidi han ctia mat d¢ phuong sai trung binh S (@) khi Aw, ddn dén 0,
ttic 1a bidu thi mat d6 phuong sai cia ham ngiu nhién X(t) khi cho truéc tdn s6 ©. Ham
nay dudc goi 14 mat @6 phd cia ham ngiu nhién ding X(t). Mat d6 phd 1a ham khong Am
cua tan so.

Céc cong thic (3.2.10) va (3.2.12) chi ra rdng ham tuong quan R (t) va mat do phd
S.(®) 1& bién d6i Fourier 1an nhau. Do d6, bién d6i Fourier d6i v6i ham tuong quan cta
qua trinh ngau nhién diing phai 1a ham khéng Am véi moi gia tri tan sd .

Niam 1934, A. Ia. Khintrin d& chtng minh ring, méi mot ham 1a bién d6i ngudc
Fourier tit mot ham khéng am, 13 ham tuong quan cia mot qua trinh ngiu nhién ding
nao do6.

Khi dit T = 0 vao cong thic (3.2.10), ta nhan duge biéu thic d6i véi phuong sai cia
ham ngiu nhién.

D, =R.(0)= [S,(@)de (3.2.13)

Tt d6 thdy rang, néu ham ngau nhién X(t) c6 phuong sai hitu han, thi ham S (o) 1a
kha tich. Ham

F(0)= [8,(@)do. 6219

dudc goi 1a ham phé hay phé tich phan ctia ham ngiu nhién dung.

Tai nhiing gia tri ® nao d6 mat d6 phé cé thé trd nén vé han, nhung vin con kha
tich 6 1an can céc gia tri nay.

Tu cac cong thic (3.2.10) va (3.2.12) ta thdy rang, khi biét ham tuong quan c6 thé
tim dudgc mat do phé va ngudc lai. Tuy nhién, nhu ta sé thdy sau nay, trong nhiéu trudng
hop, st dung mat d6 phd thuan tién hon.

Thay cho mat d6 phd S.(w) ngudi ta thuong xét mat do phé chudn hoa s (m)
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Sx(a)) Sx(a’) _ Sx(a))'

=— == (3.2.15)
I S, (w)dw x
Ham tuong quan chudn hoa va mat d6 phd chuéin hoa ciing 1a bién d6i Fourier 1an
nhau va dudc xac dinh bdi cac cong thiic:

=3

r,(7)= [s,(0)“do (3.2.16)
s.x(ao)=2L Trx(z')e““‘dr. (3.2.17)
T
Theo cong thiic (3.2.12) ta cod
5, w)=-1 [R(rledr. (3.2.18)
27

Déi véi qua trinh ngdu nhién thuc, khi cho =-7 va dé § dén tinh chin cta R (1), ta
nhan duge

S (-w)=—— J. R (-7)e'dr' = L TRX(T')e‘i“”'dT' =S, (o). (3.2.19)
2 *,

Tt d6 thay ring, déi véi qua trinh ngiu nhién thuc S (o) cling 14 ham chin, tinh
thuc cua no6 suy ra tit tinh thuc cia R (7).

Do tinh chdn cta R (1) va S (0) d6i véi qua trinh ngiu nhién thuc c6 thé viét
R (7)= ng(w)cos oo, (3.2.20)
0
Lo
Sx(a)):—_[ R (7)cos wrdr. (3.2.21)
ﬂ- 0

Ta c6 thé viét cac cong thic tuong tu d6i véi ham tuong quan chudn hoa r,(t) va
mat d6 phd chuén hoa s, (o) cta qué trinh ngiu nhién thuc

r(z)= 2T s, (@)cos wrdw. (3.2.22)
s, ()= l]o r,(z)cos wrdr. (3.2.23)
/3

0

Pé6i v6i qua trinh nglu nhién c¢6 phé rdi rac, phé gian doan ctia phuong sai dugc
thay thé biang phé lién tuc v6i mat d6 phuong sai S, (®). Ham S (0) c6 thé dudc biéu dién
bing @b thi (hinh 3.2). Vi

D, =R (0)=2[S,(w)de. (3.2.24)
nén phuong sai bang hai 1an dién tich giéi han bdi duong cong S.(®) duge xay dung doi

v6i ©>0, hoéc bing dién tich giéi han bdéi dudng cong S.(w) dudc xdy dung trén toan
khoang (—oo, +c0).
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Néu x4y dung d6 thi mat do phd chuén hoa thi dién tich ndm duéi né bang 1, vi:

r,(0)= [s(o)do=1. (3.2.25)
Sx(w)
0 —
Hinh 3.2

D061 véi hé cac qua trinh ngau nhién diing va lién hé diing X, (t), Xy(t),...,X,(t), ngoai
mat do phd ctia mbéi qua trinh S)q (), ngudi ta con xét mat do phd quan hé Sx,x, (w), 1a

bién d8i Fourier 14n nhau véi cac ham tuong quan quan hé tuong tng quj (7).

R, (7)= j S, (w)e” dw. (3.2.26)
1 T —i ot
S (w)_EL&Xj ()’ dr. (3.2.27)
Ta sé xac dinh cAc mat d6 phd cia cac qua trinh ngiu nhién ding da xét trong muc
2.5.
1. Gia st qua trinh nglu nhién ding X(t) ¢6 ham tuong quan chuin hoa
R(r)=e“", a>0. (3.2.28)
Theo (3.2.17), khi d6 mat d6 phé chudn hoa duge x4c dinh duéi dang
. . 1%, < .
s (w)= Ll _[e “lerordr = — je(“"“’)’dr + '[ eleriolrgrl =
27 ¥ 2z |-, 0
1 1 1 a
= _{ — + _ } = 5 5 (3.2.29)
2rlo-lo atio 7[(0{ +a))

. o N 1 A e
Day la mot ham chan, dat gia tri cuc dai bang — khi tan s6 o = 0.
a
Ta hay xét su phu thudc vao tham s§ o cia ham tuong quan va mat d6 phé tuong
tng v6i nod.

Trén hinh 3.3a,b da dan ra cac do thi r(t) va s(o) tuong dng véi cac gia tri o = 0,5; 1;

T hinh 3.3a thdy rang, khi ting tham s6 o, ham tuong quan giam nhanh hon, ttc
12 v6i ciing mot khoang T, méi quan hé tucng quan gitta cac lat cat X(t) va X(t+1) ctia ham
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ngau nhién giam khi o téng.
Trong muc 2.6 ta goi dai lugng T, trong cong thiic (2.6.7) 1a théi gian tuong quan.
Déi véi truong hop dang xét

T 1

T(z)=[e“dr=— (3.2.30)
0 (04

ttc dai Iugng 1/o. 14 thoi gian tuong quan, dic trung cho téc d6 tat dan ctia méi lién hé

tuong quan.

Viéc so sanh cac dudng cong trén hinh 3.3b chi ra rang, véi cac gia tri o bé, mat do
phd giam nhanh khi ting tan sé o, tic 14 cac tAn s6 nho ¢ gia tri chiém uu thé trong phd
clia qua trinh ngiu nhién. Khi o tang, mat do phé thay déi déu dan hon, giam cham hon
theo tan s6 tiang. D61 véi cac gia tri o 16n, khi ting o, mat do phd giam rat cham, hau
nhu khong ddi va bang s(0) trén mot dai tan sé kha 16n.

Qua trinh ngiu nhién ma mat do phd cta né khong d6i trong moi dai tan s s, (m)
=s,(0)= const, dudc goi 1 6n tring, tuong tu véi anh sang tring, ma & d6 thanh phan phé
duong nhu déng nhat. V& mét vat 1y, qua trinh nhu vay 1a khong cé thuc, vi phuong sai

D, = w)dw cta né tré thanh voé han.
=[S

Hinh 3.3

Tuy nhién, c6 thé xét né nhu la trudng hop téi han cta qua trinh ngau nhién thuc
c6 dang dang xét khi cho o dan téi vo6 han. Thong thudng, mot cach gin ding, qua trinh
ngiu nhién ma mat d6 phd ctia né thay d6i it trén mot dai tn s du 16n duge xem nhu én
trang khi bo qua cac tan s6 16n.

2.1(7)=e"" >0 (3.2.31)

Khi d6

1 % @0 —a(ﬂi—w

=— e e "dr=—-®r8 @) dr. 3.2.32
s(w) o) e dr=—""e '[e T ( )

Bang phép thay bién, tich phan cudi cing dudc dan vé tich phan Poatxéng, bing
NRNT
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Trén hinh 3.4 a,b din ra cac d6 thi r(t) va s(w) d6i véi o = 0,5, 1 va 3.

(3.2.33)

T hinh 3.4 thay rang, tinh chit phu thudc cta r(t) va s(w) vé mat dinh tinh ciing

giéng nhu trong vi du trude, chi c6 dang dudsng cong bi thay déi.
3. 1(r)=ecos fr, x> 0. (3.2.34)

Biéu dién cosPt qua ham mii theo céng thiic Euler
1/, ~
cos fBr = E(elﬁT +e 'ﬂ’)

Khi d6

S(a)) - l[i Tear (eiﬁr L )e—iwr d T} _

2

:l L J'e_a‘r‘e—i(w—ﬁ)fdz-_i_L je_a‘r‘e—i(Mﬂ)de .
2|27 ¢ 27 Y

Tuong tu nhu (3.2.29), ta nhan dudgc

P e

o o+ P+’ L« o+ P+’

T (co2 —-o’ —,6’2)2 At T (a)2 +a’ +ﬁ2)2—4a)2,6’2

s@) g

Hinh 3.4
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Hinh 3.5

) 0=0,5, B=2; Il) a=1, B=1; lll) 0:=2, B=0,5

Trong trudng hop nay ham tuong quan va mat d6 phé dude xac dinh béi hai tham
s0 oo va B. Tham s6 o x4c dinh miic @6 suy giam nhanh cta bién do dao dong ctia ham
tuong quan, tham s6 B xac dinh chu ky ctia qua trinh dao dong dé.

Ta sé lam sang t6 tinh chat phu thudc cia ham tuong quan va mat do phé tuong
{ing cua n6 vao mol quan hé cta cac tham s6 doé.

Trén hinh 3.5 a,b din ra d6 thi cac ham r(t) va s(») cho 3 trudng hop: 1) oo = 0,5, B =
2 (duong cong I); 2) oo = 1 va p=1 (duong cong II); 3) a=2, p= 0,5 (ducng cong III).

Tu hinh 3.5 thdy ring, khi gia tri caa ty s6 o/B bé (dudng cong I, a/p=0,25) @b thi
ham tuong quan gin véi dao déng diéu hoa tn s6 . Trong trudng hop nay mat dé phd cé
cuc dai biéu hién ré khi o=p, trong phd cia quéa trinh ngiu nhién cé cac tan s chiém uu
thé gan véi tan so B.

Viéc tang o/p lam ddy nhanh su tit dan ctia ham tuong quan, cuc dai ctia mat do
phé trd nén it rd nét hon. Véi cac gia tri o/f 16n (dudng cong III, o/p=4), ham tuong quan
trén thuc t& chi khac 0 tai nhiing tri s6 © khong 16n. Trong trudng hop nay, khi ting tan
s6 , mat d6 phd thay d6i cham, gan véi gié tri ban dau s(0) trén mét dai tan so 16n.

4. 1(r)=€" cos fr,a>0 (3.2.38)

Thay cosPt theo (3.2.35), ta c6

S0)= | 5 [ e Jer e (3.2.:39)

St dung vi du 2, ta nhan dugc
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( ) 1 (o-BY (o+p)
slw)= e Y +e 4@ (3.2.40)
4\ o

Trén hinh 3.6 a,b da dan ra cac do thi r(t) va s(m) véi cac gia tri a va P nhu trén
hinh 3.5.

Tinh chit phu thuéc ctia ham tuong quan va mat do phd vao cac tham s6, vé dinh
tinh, giéng nhu 6 vi du 3.

5.1(r)= e‘”(cos pr +%sin ﬁ|2'}0{ >0,3>0 (3.2.41)

Khi thay sinf ‘T‘ bing ham mi theo cong thic Euler
. 1 i3t —i |7
sm,3|1'|:?(e/i —e ‘) (3.2.42)
|
ta nhan dugc

s(w) = i__[ce_m cos frdr +

AN | gilosliiorg, 1 [erteniitiends (3.2.43)
2B | 27 2r

Hang th@ nhit 1a s(w) trong vi du 3, cac hang trong ngoic nhon la s(w) trong vi du
1, nhan dudc khi thay o tuong ting bang o—if va a+if. T dé ta duge
fw)=% o+ [+’
7 (0> +o + ) - 40 5

4 4 o N o _
278 | @ +(a—if) @ +(a+iB)
_ 2a o+ f
7 (@ +a* - B )+ 4o’ e’
D6 thi cac ham r(t) va s(w) dude dan ra trén hinh 3.7 a,b déi véi cac gia tri o, B nhu
trén hinh 3.5.

(3.2.44)

Coi qua trinh ngiu nhién 1 thuc, ta ¢6 thé tinh mat do phd theo cong thiic (3.2.23).

s(w) =1 j(l —ij cos w7 (3.2.46)
7 0 TO

St dung cong thiic tich phan theo tiing phan, ta nhan dugdc

s(w)= ! (1-coswr,) (3.2.47)

2
0

Gia tri s(0) cAn dudc xét nhu 14 giéi han cta s(0) khi o tién dan t6i 0.
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. T
s(0)=lim——(1-cos wr,) == (3.2.48)
=0 7T T, 2r
Trén hinh 3.8 a,b dan ra d6 thi cac ham r(t) va s(w) véi cac gia tri cia tham sb 1, =
1, 2, 3.
Tw hinh 3.8 thdy rang, su thay d6i cia mat 6 phd theo tan s6 14 mot qua trinh dao
dong: s(®) nhan cac gia tri cuc tidu

B 2k

s(w)=0véi w=——,k=12...

TO
va dat cac gia tri cuc dai giam theo su tang ctia tan s6 .

Khi tang tham s6 T, cic gia tri cuc ()
dai tuong d6i cia mat d6 phd ciing ting e ¥
va thé hién uu thé ré nét hon trong phd
cua qua trinh ngiu nhién tai cac tan s&
rdi rac riéng biét, nhat 1a khi tan s6 o =

0. 0
Trong tat ca cac truong hop da xét,
cac mat do phd s() 1a nhiing ham khong s(w)

am v6i moi gia tri tin s6 ®. Do dé, theo
dinh 1y Khintrin, ham r(t), bién déi
ngugc Fourier ctia ching, that sy 1a ham 0,15
tuong quan cua cidc qua trinh ngau
nhién dung. 0.1

0,05

Hinh 3.6

) 0=0,5, B=2; Il) a=1, p=1; lll) 0:=2, B=0,5

7. Xét ham:

7’ .
1-— khilf|<T
r(r)=3 7 <z, (3.2.49)

0 khilz| > 7,

Ta sé lam sang t6 xem né c6 thé 1a ham tuong quan cia mot qua trinh nglu nhién
ditng nao d6 khong. Ta tim mat do phd d6i véi né theo cong thiic (3.2.14).

1 %o TZ
S(a))=—J.(1——2jcos o™t (3.2.50)
7% 0
St dung hai 14n coéng thtic tich phan tiing phan, ta dudc:
1 1 .
S(a))zﬁ(—sm T, -7, cosan’oj (3.2.51)
't \ @

D6 thi cac ham r(t) va s(w) dan ra trén hinh 3.9 a,b.
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Trong trudng hgp nay mat do phé khong phai 1a ham khong 4m véi moi o, do d6
r(t) khong thé 14 ham tuong quan ctia qua trinh ngiu nhién ding.

rit)

Hinh 3.7 Hinh 3.8

) a=0,5, B=2; Il) a=1, p=1; lll) 0=2, B=0,5

rit)

Hinh 3.9

3.3. Phéan tich diéu hoa truong ngdu nhién dong nhdt

Tuong tu nhu qué trinh nglu nhién ding, c6 thé biéu dién trudng ngiu nhién dong
nhit U(p)=U(x,y,z) duéi dang tich phan Fourier-Stiltex

U( ﬁ):je“kp)dq)(ﬁ) (3.3.1)
& day cac song phdng €™ déng vai trd dao dong diéu hoa, trong d6 Eﬁ la tich v6 huéng
ctia vectd K va vecto P . Tich phan dugc trai trén toan khong gian cua vects song K.

Gi4 thiét ring, ky vong toan hoc ctia trudng bing khong, con ham tuong quan R,(I)
gidm kha nhanh trén khoang v6 han sao cho
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| \RJ(F)\dF < oo (3.3.2)

va bang cach 1ap luan tuong tu nhu da xét trong muc 3.2 cho trusng hdp ba chiéu,
ta c6 thé viét ham tuong quan dudi dang

Ry = [e¥)5,(K)dk (3.3.3)

trong d6 dK 14 y&u t6 thé tich trong khong gian séng, con ham S,(K ) duge goi 14 mat do
phé ba chiéu, né phai 14 mét ham khéng am.

Ham tuong quan 1a bién déi ngudc Fourier ba chiéu ctia mat d6 phd. Tu dé, giéng
nhu phép bién déi Fourier d6i v6i ham tuong quan, c6 thé xac dinh mat dé phd theo cong
thiic

. 1 e e
Su(K) = gj.e KR ()d (3.3.4)

Trong trusng hop U(p) la trudng déng nhit déng huéng, ham tuong quan 1a ham
cua doi s6 vd hudéng l=|,52 — ﬁ1| Khi d6 dé dang tinh dudc tich phan trong céng thtc
(3.3.4) khi chuyén vé toa do cAu.

Ta biéu dién tich v6 huéng kI dusi dang

A

k1 =Xklcos(KI ) (3.3.5)

Huéng hé toa do cau sao cho géc gitia cac vecto K va | trung véi mot toa do cau —
gbc 0. Khi d6

. 1 S o 1 0 27T ) ‘
Suk)=— e R d =—||[e™*’R,()I’sin dGdedl 3.3.6
()= <[ R (D) 8%4!! R.(1) ¢d (3.3.6)
Bang phép thay bién cosf=t trong tich phan hai 16p ta nhan dudgc
2w . T 1 ) 471_
[ [ sin g =27 [ e’ sin 66 = 27 j e Mgt = g Sink). (3.3.7)
00 0 -1
bat (3.3.7) vao (3.3.6) ta dugc
- 1 Fsin(kl) 5
S (k)= ———=R,(OHI*dl (3.3.8)
27’ { kI

Tu d6 thdy ring, mat do phd clia trudng déng nhat ddng hudng 14 ham ctia mot dsi
s6 vo huéng k.

S, (k) =— Tsm(k') R, (DIl (3.3.9)

27y K
D6i v6i truong déng nhat ddng hudng, khi st dung phuong phéap tuong tu dé tinh
tich phén (3.3.3), ta nhan dudc
¢ sin(kl
R()=4z] %(I)q(k)kzdk (3.3.10)
0

Vi mat d6 phd phai 1a ham khong 4m, nén cac ham tuong quan R,(l) cta trudng
dong nhat ddng hudng chi c6 thé 1a nhiing ham sao cho tich phan (3.3.9) khong Am véi
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moi k>0.

quan

D61 véi trudng dong nhat ddng hudng trén mit phing, cac cong thic cho ham tuong
R,() va mat do phd S, (k) dugc biéu thi nhu nhiing phép bién ddi Fourier 14n nhau

theo cac cong thiic

R =[5, (k)dk (3.3.11)

S, (K) =L2je-”ﬁ>RJ(l)dF (3.3.12)
4

& day, dk va dl 1a cac yéu t6 dién tich.

tu do

Khi chuyén vé toa do cuc va hudng truc cuc theo vecto K , ta nhan dudgc

ki =klcose, (3.3.13)
1 e ikl
k)y=—: [ [e™<R (I)ldld 3.3.14
S0 =7 [ [ R Dididg (3.3.14)
1 2 )
— je*'k' “*odp=J_ (k) (3.3.15)
27 °
12 ham Bessel loai I bac 0, nén (3.3.14) dugc viét dudi dang
S, (K) :L.[JO(kI)RJ(I)IdI (3.3.16)
27y,
¢ day, | =\/(X2 - X1)2 +(y2 - y1)2 .
Tuong tu, ta nhan dugc
R, (1) =27] J,(k)S, ()kdk. (3.3.17)
0

Dé cho ham R,(l) 1a ham tuong quan cla trudng dong nhit ddng huéng trén mat

phéng thi tich phan (3.3.16) cAn phai khong Am véi moi k>0.

Ta hay xét mot vai vi du tinh mat do phd.
1. Gia st ham tuong quan cta truong déng nhat ding huéng ba chiéu c6 dang

RO =o', a>0 (3.3.18)
Khi d6 mat d6 phé dudc xac dinh theo cong thic (3.3.9)

2 o
o oy -
SM9= - { eI sin(kl)d! . (3.3.19)
Ta xét tich phén
J= [eIsin(k)d (3.3.20)
0

St dung phuong phap tich phan tiing phan, ta dugc
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-1 j eI sin(kl)dl LS j el cos(kdl (3.3.21)
a 0 a 0

St dung phuong phap tuong tu cho tich phan

Ji = [€l cos(k)d (3.3.22)
0
ta co
15 KT o .
J, = — j el cos(kh)dl —— j eI sin(kl)dl (3.3.23)
21 0 o 0
bat (3.3.23) vao (3.3.21) ta dugc
15 o K> T k*
= j e sin(kl)dl +—2je cos(khdl ——J. (3.3.24)
o, o o
Tu d6
J= 7 [e sin(kl) + K cos(ki) ldl (3.3.25)
K" +a o
St dung hai 1an phuong phap tich phan ting phan cho (3.3.25), ta nhan dudc
J= iz (3.3.26)
(k2 + az)
Dat (3.3.26) vao (3.3.19) cudi cung ta dugc
2
Sky=—2% _ (3.3.27)
(K +a?)

Mat d6 phd (3.3.27) khéng Am véi moi gia tri cta k, do d6 ham (3.3.18) c6 thé 1a
ham tuong quan cua trudng ngau nhién ba chiéu. P4 thi caa mat d6 phd (3.3.27) dudc
dan ra trén hinh 3.10).

Hinh 3.10
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2. R)=oc%€? ,a>0. (3.3.28)

Mat do phé trong trusng hgp nay duge xac dinh duéi dang
: e

o e i (3.3.29)

2 oo
—aol?y - o
e Isin(kh)d =—
Z”Zk _([ ( ) 8(”“)3/2
Ham (3.3.29) ciing 14 ham khéng Am véi moi k, do @6 ham (3.3.28) ¢6 thé 1a ham
tuong quan cua trudng nglu nhién ba chiéu. P6 thi mat dé phé (3.3.29) dugc biéu dién
trén hinh 3.11.

3. D61 véi ham RQ1) = e " cos A, &> 0,4 >0 (3.3.30)

S(k) =

mat d6 phd bing

2 e 2 4 2|2 _h2 2
Sk) = 0-2 Ie‘“ cos A sin(kHldl = o 20( K +2Kb" +(22 b2 )b (3.3.31)
277Ky n (k* +2ak> +b*)
trong d6 a=o’-p?, b=o’+p>.
D6 thi S(k) dudc biéu dién trén hinh 3.12.
s(k) S(k)
i !
o k
K
Hinh 3.11 Hinh 3.12

) 0=0.5, B=2; Il) a=1, p=1; Ill) &=2, B=0.5
Trong trusng hdp nay, S(k)>0 véi moi k>0 chi khi bat déng thic o? >3B? hay o
>3 B duge thod man, va do d6, chi khi o>+/3 B thi ham R,(l) méi c6 thé 1a ham tuong
quan cua truong ngiu nhién ba chiéu.

“ cos Bz véi moi >0 va B>0 c6 thé 1a

Nhu d& néu trong muc 3.2, ham R(t)=c’¢e"
ham tuong quan ctiia qua trinh ngau nhién dung (trudng déong nhat). Ham tuong quan
cla trudng ngau nhién déng nhat ddng hudng ba chiéu (hodc hai chiéu) R(1) khi thay thé
1=t luén ludn c6 thé 1a ham tuong quan cia qué trinh ngiu nhién ding (trudng déng
nh&t mét chiéu), vi tai t&t ca moi diém cta dudng thing y=z=0 trudng déng nhat ding
huéng ba chiéu 1a trudng déng nhat mot chiéu.

Nhu da néu 6 vi du cudi cung, diéu ngudc lai sé khong xay ra, ttic néu ham R(7) 1a
ham tuong quan cla trudng dong nhit mot chiéu thi khéng thé suy ra duge ring, mot
ham 1a ham cta khoang cach gitia cac diém c6 thé 1a ham tuong quan cta trudng hai
hoéc ba chiéu.
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CHUONG 4: BIEN POI TUYEN TiNH QUA TRINH NGAU NHIEN DUNG

4.1. Bién d6i ham ngdu nhién bdng todn ti tuyén tinh

Gia stt ham @(t) nhan dugc tit ham f(t) bang cach thuc hién mét s6 phép toan nao d6
va L 1a ky hiéu qui udc cac phép toan nay, tdc L 1a qui téc, theo d6 ham f(t) bién d6i
thanh @(t). Trong toan hoc, ngudi ta goi qui tic, theo né mot tap ham duge anh xa sang
mdt tap hop ham khac 14 toan ti. Ta sé néi rang, ham ¢(t) 1a két qua tac dung toan ti L
1én ham f(t), tic 1a

o(t)=L{f(t)}. (4.1.1)

Trong k§ thuat vo tuyén va cac tng dung k§ thuat khac ngudi ta thuong goi ham
f(t) 1a tac dung 16i vao, ham @(t) 1a tin hiéu ra, con L toan tii ctia hé 1am bién ddi tac dung
161 vao. Toan ti L dudc goi 1a tuyén tinh, néu né thoa man hai diéu kién sau:

1 L{f(x)}=cL{f(x)} (4.1.2)
ttc 1a két qua tac dung toan ti lén tich cta ham f(t) va mot thita s6 khéng d6i ¢ béng tich
cua thita s6 d6 véi két qua tac dung toan ti dé 1én f(t).

2. L{f,(t)+ f,(t)}= L{f,@0)}+ L{f,(t)} (4.1.3)
ttc 1a két qua tac dung toan ti lén téng hai ham bang téng két qua tac dung toan ti lén
moi ham riéng biét.

Toan ti khong thoa man cic diéu kién trén goi 1a toan ti phi tuyén.

Vi du, toan ti vi phan 14 toan ti tuyén tinh, vi n6é thod méan cac ddng thic

S )= 1,0}

S0+ 0} {0 R0}

Toan tu 14y tich phan 1a toan ti tuyén tinh. Toan ti nhan dugc khi tac dung lién
tiép mot vai toan ti tuyén tinh cling 1a toan ti tuyén tinh. Toan ti 14y ky vong toan hoc
ctia ham ngau nhién 12 toan ti tuyén tinh.

Vi du vé toan tl phi tuyén 1a phép toan nang lén luy thira, toan ti 14y phuong sai
ham ngiu nhién.

Néu ham ngiu nhién Y(t) 12 két qua tac dung cia mét toan ti tuyén tinh L bat ky
lén ham ngiu nhién X(t) c6 ky vong toan hoc m,(t) v ham tuong quan R.(t,,t,), tiic 1a

Y(t)= L{X(t)} (4.1.4)

thi
m,(t)= L{m,(t)} (4.1.5)
R (t.t,)= LR (t,.t,)} (4.1.6)

nghia 14 my(t) nhan dugc béing cach tac dung toan ti L 1én m,(t), R,(t,,t;) nhan dudgc bang
cach tac dung hai lan toan tu L 1én ham R_(t,,t,), dau tién theo d6i s6 thi nhat t;, sau d6
theo d61 so thi hai t,.
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Thuc vay,
m,(t) = ML{X(t)}] (4.1.7)
Toan ti L tac dung 1én bién t, toan ti tim ky vong toan hoc tién hanh 14y trung
binh tung d6 cia ham nglu nhién (khi ¢ dinh t) theo tap hgp tit ca cac gia tri c6 thé cla
dai lugng nglu nhién X(t), ciing 14 toan td tuyén tinh. Vi vay, c6 thé ddi chd trat tu tac
dung cta cac toan tit M va L cho nhau, ttc 1a m(t)= L{M[X(t)]}=L{m,(t)}, va diéu dé6 da
chting minh cho ding thic (4.1.5).
Tiép theo
R (t.t,) = M{Y(t)-m (t)I¥(t,)-mt,)]}=
ML L, LX) Lo, )
=M lL(tl)L(IZ){[X (tl )_ mx(t1 )][X (tz )_ mx(tz )]}:
= L(tl)L(tZ){M [[X (tl )_ rnx(tl )][X (tz )_ mx(tz )]]} = LWL® ){Rx (tl7t2 )}

Cac cong thiic da trinh bay trong chuong 2 d61 véi ky vong toan hoc va ham tuong
quan cua dao ham va tich phan ctia ham ngau nhién 14 cic trudng hgp riéng cua (4.1.5)
va (4.1.6).

Viéc biét D,(t) 1a chua dt dé nhan dugc phuong sai D,(t) ctia qua trinh ngiu nhién
Y(t). Trude hét can phai tim ham tuong quan R,(t,,t,) theo cong thic (4.1.6), sau d6 thé
vao no t,=t,=t.

Pé tim cac dic trung ciia ham ngiu nhién, 1a két qua tac dung toan ti phi tuyén
lén ham ngiu nhién X(t), thi biét m.(t) va R.(t,,t,) ciing chua du, vi trong trudng hop nay
qui luat phan bé cia ham X(t) déng mot vai tro quan trong. Déi véi cac toan ti phi tuyén
¢6 thé nhan dude nhiing két qua tuong ddi don gian chi é trong mot sé trudng hop riéng.

Trong truong hdp tac dung toan ti tuyén tinh lén ham X(t) c6 qui luat phan bd
chuén, ham ngiu nhién Y(t) = L{X(t)} cling tudn theo qui luat phan bé chuén, bdi vi do
tinh cht tuyén tinh cta toan ti L, ham Y(t) c6 thé chi nhan dude nhd t8 hop tuyén tinh
ctia mot s6 hitu han hoidc v6 han cac tung dd ctia ham X(t). Nhung ti 1y thuyét xac suat
ta biét réng, t6 hop tuyén tinh cac dai lugng nglu nhién phan bd chuin phu thudc hoic
ddc lap déu tuan theo qui luat phan bd chuan.

Do vay, trong trudng hop X(t) 14 ham ngdu nhién tuan theo qui luat phan bé chuén,
thi Y(t) cing tuan theo qui luat phan bé chuén va cac dic trung my(t), Ry(t;,t,) tim dudgc
hoan toan xac dinh né.

Néu X(t) khéng phai 12 ham ngiu nhién phan bé chuén, thi Y(t) cting sé khéng c6
cting qui luat phan bs véi X(t). Qui luat phan bé chuén ciing sé khong duge bao toan néu
toan ti L khong tuyén tinh.

4.2. Bién déi tuyén tinh duéi dang phé

Ta hay biéu dién phép bién d6i tuyén tinh dudi dang phd. Muén vay, ta st dung
khai niém ham delta Dirac, mot ham dudc st dung rong rai trong toan hoc.

Ham delta 8(t) 14 ham c¢6 cac tinh chat sau:
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1) ()= {zt i% (4.2.1)

ttc 1a 8(t) bang khong v6i moi gia tri t khac khéng, con tai diém t = 0 thi ting 1én v6 han.

2) Tich phan ham delta trén toan mién v6 han bang don vi
[st)dt=1 (4.2.2)

Ham delta khéng phai 14 ham theo | 7(t)
nghia thong thuong, ma 1a mot ham
tugng trung nao d6. Theo nghia chinh
x4c, ham c6 cac tinh chat (4.2.1) va
(4.2.2) khéong ton tai. Tuy nhién c6 thé
xét ham 06(t) theo mot nghia nao d6
gidbng nhu giéi han cta ham thong
thuong.

Ta ldy ham Gauss lam vi du 0
Hinh 4.1
1

e20',
N27wo

do61 v6i ham nay hé thic (4.2.2) dude thoa man.

f(t)=

Ta sé giam dai lugng ¢ xudng, khi d6 d6 thi cia ham sé nhon hon (trong nguyén
1

N2wo
gia tri khac khong ciia ham thu hep lai. Lay giéi han khi 6—0 ta nhan dugec ham c¢6 tinh
chat cia ham delta.

ban viét 1a db thi gian ra -ND) (hinh 4.1), gia tri cuc dai (0)= sé ting, con mién

St dung khai niém giéi han nay, c6 thé biéu dién ham delta duéi dang tich phan.
Tuong tGng véi muc 1.12, mat do phan bd cia dai lugng ngAu nhién phan bé chuédn cé thé
dudgc biéu dién nhu 14 phép bién d6i ngude Fourier ham dic trung cta né, theo (1.12.25)

a)202

ham nay c6é dang g(a)) =e ?

s I~ N N A z 2 .
. Do tinh ch8n cia ham nay nén ta c6 ding thtc
t? o 0*0*
1 _

2w = L [eiug 2 do (4.2.3)

20
\N2mo 2 2
L&y gi6i han hai v& ding thtc (4.2.3) khi 6—0 ta nhan dudc biéu dién tich phan
ham delta

1 =
S(t)=— j e'“dw (4.2.4)
27
Néu xét ham delta ctia dd1 s6 t—7, v6i T 1a mot s6 xac dinh, thi
Ot-7
St-7) ={ (4.2.5)
oot =7
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T&(t —7)dt=1 (4.2.6)

D61 véi moi ham f(t) bat ky, lién ‘;c tai t=t, ta c6 dang thic
[ H@)ott-e)z =1 () 2.7
Diéu nay dugc suy ra mot cé;:h don gian nhu sau, méc du khéong that chit ché. Vi

3(t—1) khac 0 chi khi t=t, nén tich phan (4.2.7) khac 0 chi trong khoang [t—¢, t+€], véi >0
bé tuy ¥. Tit d6

[ f(e)ott )= | H(e)ott—rlar = £0) ol — ke = £(1) [8(t - bt = (1)

Ky hiéu g(t,7) 12 két qua tac dung toan ti tuyén tinh L nao d6 1én ham delta §(t-7)
tai diém 1 c8 dinh

glt,7)=L{o(t —7)}. (4.2.8)

Nho ham g(t,1) nay, ta sé biéu thi két qua tac dung toan ti L d& cho 1én ham f(t)
bat ky cho trén doan [a,b].

Tac dung toan tl tuyén tinh L 1én hai v& ding thic (4.2.7), ta dude
b
L{f(t)}= [ glt,2)f ()dz (4.2.9)
a

Nhu vay, ham ¢(t)=L{f(t)}, két qua tac dung toan ti tuyén tinh L 1én ham f(t), c6
thé dugc biéu dién dusi dang

ol0)= [ olt.2)f (c)oz (42.10)

Ham g(t,7), két qua tac dung toan ti L 1én ham delta §(t—7), dugc goi 12 ham trong
lugng. (Trong k§ thuat vo tuyén ngudi ta goi né 1a ham chuyén xung).
Néu ham f(t) dude cho trong khoang vo han (—eo, +eo) thi c6 thé viét

olt)= [olt.0)1 () @2.11)

Trong truong hop riéng, néu toan ti L 1a ding thi ham trong lugng chi phu thuéc
v&0 hiéu t—t. Khi d6 c6 thé viét

olt)= [olt-7)f (e (4.2.12)

Tich phan (4.2.12) dudc goi 1a tich phan chap ctia ham f(t) va g(t).
Ky hiéu S(w) va Sy(w) 1a bién d6i Fourier (mat dé phd) tucng tng cta cac ham f(t)
va ¢(t). Khi do ta co6:

f(0)= [ (@) do (4.2.13)
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olt)= J.Sw(a))ei‘“da) (4.2.14)
Dit cac biéu thic trén vao (4.2.12), ta nhan duge
IS(/,(a))e““da): Ig(t—f){jsf (a))e“‘”da)}dr (4.2.15)

Thay d6i tht tu 14y tich phan trong tich phan hai 16p va lam phép ddi bién t—1=1,,
ta dugc

IS¢(w)ei“dw: ij (a))ei‘“{ J' o(z, )e‘i“”ldz'l}da) (4.2.16)
Ky hiéu G(w) 14 bién d6i Fourier (mat dé phd ) ctia ham trong lugng g(t)
G(w)= L j g(t)e "ot (4.2.17)
2r *
Tich phan trong méc vudng (4.2.16) bang 2nG(w), tit d6 c6 thé viét
HS¢ (@)-S, (0)22G(w)“dw=0 (4.2.18)

Diéu nay chiing té rang, bién déi nguge Fourier ham S,(@)-S,(w)22G(w) bang

0, va do d6 ding thic sau cAn dudc thod mén

S,(w)=S; (w)27G(w). (4.2.19)
Ham:
L(0)=276(w) = [ gltle ™ot (4.2.20)

dudc goi 1a ham truyén cta toan ti tuyén tinh L. T d6 c6 thé viét (4.2.19) dusi dang
S,(w)=S, (w)L(w) (4.2.21)

(4

Nhu vay, mat d6 phd S,(w), két qua ctia viéc tac dung toan ti tuyén tinh L 1én ham
f(t), bing tich mat d6 phd S(w) ctia ham f(t) va ham truyén L(m) clia toan tii.

43 Mat dé phé cia phép bién doéi tuyén tinh qud trinh
ngau nhién dung

Bay gid ta xét qua trinh ngiu nhién ding X(t) c6 ky vong toan hoc bing 0 va ham
tuong quan R,(t) cho trudc. Va gia st mot qua trinh ngiu nhién khac Y(t) 1a két qua tac
dung toan ti tuyén tinh ding L 1én qua trinh ngau nhién X(t)

Y(t)= L{X (1)} (4.3.1)

Khi d6 ta c6 thé biéu dién qua trinh ngiu nhién Y(t) duéi dang
Y(t)= '[g(t —7)X(r)dr (4.3.2)

v6i1 g(t—7) 1a ham trong lugng.
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That vay, mdi thé hién yi(t) ciia qua trinh ngiu nhién Y(t), két qua tac dung toan ti
L 1én ham khéng ngau nhién x;(t) 1a thé hién tuong tng ctia qua trinh ngiu nhién X(t),
va do d6 d61 v6i ching hé thic (4.3.2) 1a dung, khi d6 né ciing ding déi véi tap tat ca cac
thé hién.

Trong trudng hop toan ti tuyén tinh L dude cho duéi hinh thic mét bd bién d6i
thuc nao d6, thi nguyén tic can thod mén 1a kha ning thuc hién dude vé méit vat 1y, ma
theo d6 phan tng ctia bd bién ddi 1én tac dung 16i vao khéng thé xudt hién trude khi bt
dau c6 tac dong xay ra, tic la ham trong lugng g(t—1) cAn phai dong nhat bang 0 khi t<t.

Xuét phat tit d6, d6i v6i bo bién d6i thuc, cong thiic (4.3.2) can phai viét dudi dang

t
Y(t)= [glt-7)X(z)de (4.3.3)
Thuc hién phép d8i bién t—1=1,, ta dudc
Y(t):fg(r)x(t—r)df (4.3.4)
0

g(t)=0 khi t <0
Ta x4c dinh ham tuong quan qué trinh ngiu nhién Y(t).
Ry (tl 4 ) =M [Y(tl )Y(tl )] =

- {E 9(m)X(t, -7, ), }E 9(r,)X(t, -7, )dfz}} _
- I 9(z, ){I glz, M[X(t, —7,)X(t, -7, )]dfz}drl _

= T g(Tl )dTI_[ g(fz)Rx(tz _tl -7, +7T, )dfz (4-3-5)

Tu d6 thay rang, ham tuong quan R,(t;,t,) chi phu thudc vao hiéu t,—t,=1, tic Y(t) 1a
qué trinh ngau nhién diing theo nghia rong.

RX(T):J'g(z‘l)drlj.g(‘rz)Rx(z'—r2 +7,)d7, (4.3.6)
0 0
Ta x4c dinh mat d6 phd ciia qua trinh ngiu nhién Y(t)

S,(0)=—— R (t)e " dr -

1 R —ior T K
:g_[oe drgg(rl)drllg(rz)Rx(r—rz+rl)d12 (4.3.7)

Thay d6i thtG tu tich phan trong tich phan ba l6p va lam phép ddi bién 1—t,+1,=t,
ta nhan dugc tich cta ba tich phan mot 16p

S, ()= i [or)e*dr, [ olz, ™" dr, [ R (et (4.3.8)
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Khi d6 thita s6 ZL j R (t)e"”dt = S, (@) 1a mat d6 phd qua trinh ngiu nhién X(t).
” —oco
Tich phan I g(z,)e'“dr, = L(w) 1a ham truyén cta toan t& L. Vi ham trong lugng
0

chi nhan cac gia tri thuc, nén tich phan j (7, )€“"dz, = L*(w) 1a dai lugng lién hop phiic
0
cta ham truyén. Nhu vay, cong thic (4.3.8) c¢6 thé viét dudi dang
S,(w)=L(w)L*(w)8, (w) (4.3.9)
hay
S, (@) =|L(@)’S, (@) (4.3.10)

Do vay, mat d6 phé caa két qua bién d6i qua trinh ngu nhién ding X(t) nhd toan
t tuyén tinh ding L bang tich mat d6 phé cta qua trinh ngdu nhién va binh phuong
modul ham truyén cua toan tu.

4.4. nghiém dung cua phuong trinh vi phan tuyén tinh
c6 hé s6 hdang sé

Dé lam vi du cho toan ti tuyén tinh ta xét phuong trinh vi phan tuyén tinh c6 hé sé
hing sé’

d"y(t d™'y(t dy(t
dt”( )+arH dt”‘( )+ ..... +a, —dE )+a0y(t):
d™x(t d™'x(t ax(t
:bm dtn(])+bw1dt—m_g)+ ..... b|§+b0)((t) (4.4.1)

Nhu da biét tit 1y thuyét phuong trinh vi phan tuyén tinh c6 vé& phai, nghiém téng
quat cia phuong trinh (4.4.1) bing téng ctia nghiém téng quat y(t) cta phuong trinh

thuan nhat tuong tGng va mot nghiém riéng bat ky ctia phuong trinh khéng thuin nhat.
Nghiém Yy(t) xac dinh cai goi 1a dao dong tu do hay dao dong riéng ctia qua trinh dang
xét, khéng phu thudc vao ham x(t). Trén thuc t& thuong gip nhitng qua trinh 6n dinh
trong d6 dao dong tu do tit dan theo thdi gian.

Né&u xét mot thdi diém kha xa so véi thoi diém ban diu, khi ma cac dao dong tu do
trén thuc t& khéng con ton tai, ta c6 thé dat y(t) = 0. Khi d6, bai toan dan téi viéc tim
dao déng cudng bic y(t) gy nén béi x(t). Ngudi ta goi qua trinh nhu vay 1a 6n dinh dé
phéan biét v6i qua trinh chuyén tiép méa & d6 con ton tai dao dong tu do.

Ta ky hiéu toan ti vi phan bang chit cai p, ttc la

(4.4.2)

Khi d6 c6 thé viét phuong trinh (4.4.1) duéi dang ky hiéu
(a,p™+ a,,p"" +...+a;p+ay)y(t)=(b,p"+ b,_,p™" +...4b,p+by)x(t) (4.4.3)
bat
a,p"+ a, ,p~’ +...4a,p+a,=A.(p)
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b,p™+ by p™ ! +...+b;p+be=B,.(p) (4.4.4)
ta c6 thé viét (4.4.3) duéi dang ky hiéu gon hon niia

y(t)= A (D) (t) (4.4.5)

Biéu thic is) 14 toan ti phuong trinh vi phan (4.4.1) dudgce viét duéi dang ky
hiéu. C6 thé néi rang ham y(t) 1a két qua tac dung toan ti dé 1én ham x(t). Vi phuong
trinh vi phan tuyén tinh c6 hé s6 khéng d6i thoa mén nguyén 1y chéng chat, tic néu x(t)
la tong ctia mot s6 ham thi nghiém y(t) bang tong cac nghiém cta mdi hang ti riéng ré,
nén toan ti dang xét 1a tuyén tinh. Va khi d6, tit nhiing diéu da trinh bay 6 muc 4.2, c6
thé tim nghiém y(t), két qua caa viéc tac dung toan ti tuyén tinh (4.4.5) 1én ham x(t),
theo cong thic (4.2.12) dudi dang:

y(1)= [glt-o)x(r)dr (4.4.6)

néu nhu da biét ham trong lugng g(t—1) 1a nghiém ctia phuong trinh vi phan (4.4.1), trong
d6 ham delta 8(t—t) déng vai tro la x(t).

Nhu vay, dé tim nghiém y(t) ctia phuong trinh (4.4.1) cAn tim nghiém cta phuong
trinh

glt-7) &(p)g(t ) (4.4.7)

d6i v6i moi gi tri t khi T ¢& dinh va dit ham g(t—t) tim dude vao (4.4.6),
Thuén tién hon sé tim nghiém y(t) duéi dang phé khi st dung céng thiic lién hé
(4.2.21) gitia mat d6 phé clia cac ham x(t) va y(t). Khi &6 cAn phai tim ham truyén L(w)

cua toan tu M
A.(p)
Pé tim ham truyén L(o) ta xem x(t) 12 dao dong diéu hoa

x(t)=e'* (4.4.8)
Khi dé, theo (4.4.6), nghiém y(t) dudc viét dudi dang

y(1)= [ glt-re”dr = [ glr)e 7z -

— e [glre " dr =" L(o) (4.4.9)
Ta thay (4.4.8) va (4.4.9) vao (4.4.1). Vi
A o
el =(iw)€ (4.4.10)
dk i ot _(; k it
L [é”L(o)]= (o) L(w)e (4.4.11)

nén ta cod

[a,(i0)™+ a, (o)™ +...+ a;(im)+a,]L(w)e=
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=[b,,(iw)™+ b,, (i)™ +...+ b, (i) +b,le'™ (4.4.12)
Tu d6 ta nhan duge biéu thiic d6i v6i ham truyén

. \m . ml .
L(w)= bm(l. a))n +b_, (.I a))n_1 ot b,Q w)+h, (4415
a(io)+a, (o) +..+aw)+a,
Khi st dung ky hiéu (4.4.4) c6 thé viét

L(w)= By(i@) (4.4.14)

A lio)
Nhu vay, dé xac dinh ham truyén, thay cho toan ti vi phan p, cAn phai dat vao
toan tu phuong trinh vi phan dai lugng io.

Khi thay biéu thitic tim duge cia ham truyén vao (4.2.21), ta nhan duge biéu thic
d6i v6i mat do phd S,(w) ctia nghiém phuong trinh vi phan
B, liw
5, (w)= 22095 () (4.4.15)
Aiw)
trong d6 S, (o) 1a mat d6 phd ctia ham x(t).

Bay gio ta xét truong hgp khi ma x(t) trong phuong trinh (4.1.4) 14 qua trinh ngau

nhién ding X(t) ¢6 ky vong toan hoc bang 0 va ham tuong quan 1a R, (1). Ta sé xac dinh
ham tuong quan ctia qua trinh ngiu nhién Y(t) 12 nghiém ctia phuong trinh (4.4.1).
Bn(P)
A.(P)
X(t), nén, ti nhiing diéu da trinh bay trong muc 4.3, Y(t) ciing 12 ham ngau nhién ding.
Khi d6 gitia mat do phé cta cac ham ngdu nhién X(t) va Y(t) x4y ra hé thic (4.3.10).

Dat gia tri tim dude ciia ham truyén ctia phuong trinh vi phan (4.4.14) vao (4.3.10)
ta dudgc

Vi Y(t) 1a két qua tac dung toan ti tuyén tinh lén ham ngiu nhién ding

2

B, (iw)
A lio)

Khi biét mat d6 pho Sy(w), ta c6 thé tim dugc ham tuong quan R,(1) cia ham ngiu
nhién Y(t) theo cong thiic

S,(w)= S, (w). (4.4.16)

R (7)= TSy(a))ei“”da) (4.4.17)

Cdc vi du

1. V6i nhiing gia thiét nhat dinh, chuyén dong mot chiéu (hinh chiéu trén truc cho
trude) trong mit phing ngang cta phén ti trong dong khi c6 thé duge mé ta bdi phuong
trinh

md\é—it)+ ovit) = F t) (4.4.18)

¢ day v(t) 1a hinh chiéu ciia xung van téc phan ti trén truc da cho, con F(t) 1a hinh chiéu
cta luc tac dong 1én phén ti do anh hudng cia réi khi quyén, thanh phéin bv(t) dic trung
cho luc ma sat.

Néu chia (4.4.18) cho khoi lugng phan ti m, thi phuong trinh dudge viét duéi dang
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d:;—f[)+av(t): F (t) (4.4.19)

Phuong trinh (4.4.19) 1a phudng trinh Lanjeven.
Ta sé cho ring luc F,(t) 1a ham ngiu nhién ding cta thoi gian ma mat d6 phd caa
n6 S{w) c6 thé nhan gia tri hdng s6, ttc 1a "on tring".
S{(w)=c=const (4.4.20)
Nhu ta da chi ra (xem muc 3.2, vi du 1), mat d6 phd khéong thé hdng s trén toan
dai tan s6, vi néu vay phuong sai cia qué trinh ngau nhién tré nén vé han. Gia thiét
rang mat do phd c6 dang dudng cong (hinh 4.2) it thay déi trong mot khoang [T, T] nao
d6 va mot cach gan ding c6 thé xem né 1a hing s6.
Khi tan s6 o tién dén voé han, S(w) tién dén 0 rat nhanh, ddm bao tinh hdi tu cua

tich phan _[ S(w)dw .

)

S(w)
1 1
/—\
1
T 0 T @
Hinh 4.2

Ta tim ham tuong quan ctia qué trinh ngiu nhién V(t) 1a nghiém cta phuong trinh
(4.4.9) & ché& d6 6n dinh.

Muoén vay, ta xac dinh ham truyén cua phuong trinh (4.4.9) khi viét né duéi dang
ky hiéu

1
Vi(t)= F(t). 4.4.21
(t) ra (1) (4.4.21)
D61 véi phuong trinh (4.4.21) ham truyén dugc viét duéi dang
L(w)=- L (4.4.22)
lo+o

Tt d6 ta nhan dude mat d6 phd S, (o) cia nghiém V(t) dusi dang
2

1
S (@)= S (@) (4.4.23)
o+ o
hay
S (0)=———. (4.4.24)
o +o

Tt cong thiic (4.4.24) thay ring, S,(0) giam khi o ting, va dai tan s6 16n, & d6 tri s6'
S¢(w) khac gia tri ¢ ma ta da thwa nhan, khong quan trong.

Khi biét mat do phé S,(®) ta c6 thé tim dude ham tuong quan R, (1).

Trong vi du 1 muc 3.2 ta da thay rang mat do phd

113



c’a

S~ v e

tuong Ging v61 ham tuong quan

R(r)=o0%e"
P 4o A o-za N 2 2 7c A N
So sanh vé6i (4.4.24) ta thdy &% _ ¢, tt 6 0~ =—, ta nhian dugc ham tuong
T o
quan cua nghiém phuong trinh (4.4.19) duéi dang
T _
R (r)=Ze (4.4.25)
(04

Trong muc 2.9 ta da chiing té rang, qua trinh ngiu nhién c6 ham tuong quan dang
(4.4.25) 1a khéng kha vi. Cho nén can lam chinh x4c § nghia cta phuong trinh (4.4.19).
Tinh khong kha vi ctia qua trinh V(t) 1a hé qua cta viéc do ta nhan F(t) 14 "6n tring" c6
mat d6 phd khong d6i.

Trong truong hdp nay, cach giai chinh xac hon 1a xét nghiém phuong trinh (4.4.19)
nhu giéi han cia mot day nghiém nao dé ctia phuong trinh nay véi vé phai ditng ma mat
d6 phd cta ching tién dén mot hing s6.

2. Ta xét nghiém diing cua phuong trinh vi phan

2
d—yz(t)+ 2ady—(t)+ K*y(t)=F(t) (4.4.26)
dt dt

Phuong trinh dang (4.4.26) mé ta nhiéu qua trinh dao dong vat 1y. Dic biét, phuong
trinh (4.4.26) m6 ta chuyén déng Brown cta cic phan ti. Trong trudng hop nay y(t) 1a

N 2 . \,. R d 2 2, 2 9, 4 2
toa d6 phan tu tai thoi diém t; 20{d—}[/ la ma sat nhdét, gdy nén su can tro chuyén dong cua

phan ti, o >0; k%y — luc dan héi; F(f) — luc x40 tron dude xac dinh bdi su dao dong cta sd
lugng cac va cham phan tu.
Gia st rang, luc F(t) 12 qua trinh ngiu nhién diing c6 mat @6 phé khong d6i S{w) =
c. Theo (4.4.14), ham truyén ctia phuong trinh (4.4.26) c6 dang
1 1

Llw)= = 4.4.27
(@) (iw) +2d0+k> K -0 +2iow ( )

Theo (4.4.16), mat d6 phd cia qua trinh ngdu nhién ding Y(t), nghiém cta phuong
trinh (4.4.26), dugc xac dinh dudi dang

c= c (4.4.28)

K- +2icw] (k- ) +(Qicw)

Bang cach ky hiéu
K'=a’+ %, c= 2007k (4.4.29)
V4
c6 thé viét biéu thiic (4.4.28) dudi dang
20°a a’+
r (a)2 -’ —,62)2 +4a'w’

S,(w) = (4.4.30)
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Mat @6 phd nay (nhu da chi ra trong muc 3.2, vi du 5) tuong ting v6i ham tuong
quan

R (7)= ole (cosﬂr +%sin ﬂ|r|) : (4.4.31)

Tt (4.4.29), biéu dién B va 6 qua cac hé s6 ctaa phuong trinh
ic
B=Vk—a?, o= —, (4.4.32)
20k
ta viét ham tuong quan (4.4.31) duéi dang

e a
R, (1) = e ‘“(cosxlk2 -’ T+ ————sinVvk? -’ TJ (4.4.33)
T 20k2 N d

Qua trinh ngau nhién Y(t) c6 ham tuong quan dang (4.4.31) 1a kha vi, tuy nhién c6
thé chi ra rdng né khong ton tai dao ham bac hai. Vi vay, cAn xét nghiém cta phuong
trinh (4.4.26) theo nghia nhu da chi ra d61 véi phuong trinh (4.4.19).

CHUGONG 5: NOI NGOAI SUY VA LAM TRON HAM NGAU NHIEN

5.1. Dét bai todn

Ta hay xét mot vai bai toan thuong gap trong khi tugng thuy vin.

1. Ngoai suy

Gia st c6 mot thé hién x(t) ciia qua trinh ngdu nhién X(t) trén khoang bién d6i nao
d6 ctia tham s [a,t] xay ra trude thoi diém t. Gia thiét ring cic dic trung cia qua trinh
ngau nhién X(t) — ky vong toan hoc va ham tuong quan cta né, da biét. Yéu cau du bao
gi4 tri x(t+T) ctia thé hién nay tai thoi diém tiép theo t+T nao d6, T>0. Ngudi ta goi dai
lugng T la lugng ngadm doén.

Bai toan nay dugc goi 1a bai toan ngoai suy qua trinh ngau nhién. Do gia thiét réng
thé hién x(t) duge xac dinh chinh xéc, khéng c6 sai s6 do, nén bai toan nay duge goi 1a bai
toan ngoai suy thuan tuy.

2. Lam tron

Gia st thé hién x(t) ctia qua trinh nglu nhién X(t) duge xac dinh nhd két qua thuc
nghiém, trén khodng bién d6i [a,t] cta tham s6 t, véi sai s6 y(t) 1a thé hién cta qua trinh
ngiu nhién Y(t), ttc 1a do thuc nghiém ta nhan duge thé hién z(t) = x(t) + y(t), véi x(t) 1a
gia tri thuc cta thé hién, y(t) 1a sai s6 do. Gia thiét rdng da biét cac dac trung cta cac
qui trinh ngau nhién X(t) va Y(t), nhu ky vong toan hoc, ham tuong quan va ham tuong
quan quan hé. Yéu cAu x4c dinh gia tri thuc cta thé hién x(t) tai thoi diém t nao dé, c6
nghia 14 tach no ra khdi sai sé do.

Bai toan nay goi 1a bai toan lam tron (loc) qua trinh ngau nhién. N6 xuit hién,
chdng han, khi tach céc tin hiéu hitu ich trén nén nhibu trong k§ thuat vo tuyén, trong
d6 nguai ta goi gia tri thuc 1a cac tin hiéu hiiu ich, con sai s6 1am méo tin hiéu dugc goi 1a
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nhiéu hay 6n.

Trong khi tugng thuy van bai toan nay nay sinh vé co ban giéng nhu bai toan loai
b6 sai s6 do khi chinh 1y cac s6 liéu thuc nghiém. Khi d6 c6 su khac nhau co ban gitia bai
toan lam tron s6 liéu thuc nghiém va bai toan tach tin hiéu trong ky thuat vo tuyén.
Trong k§ thuat vo tuyén, va néi chung trong 1y thuyét hé diéu khién tu dong, ngudi ta
gia thiét ring, néu tin hiéu di qua mét thiét bi duge st dung dé lam tron tin hiéu thi &
thoi diém t nao d6 chi c6 nhiing gia tri cta tin hiéu trudc thoi diém nay di qua, ma khéng
thé tinh dén nhiing gia tri vé sau clia né. V&n dé & chd céi goi 1a nguyén 1y “nhan qua” vé
mat vat 1y ciia hé. Khi d6, &6 nhan duge gia tri x(t) phai tién hanh lam tron thé hién z(t)
trén khoang [a,t] nao d6 xay ra trudc thoi diém nay.

Khi lam tron cac s6 liéu thuc nghiém bang cach tién hanh tinh toan thuan tuy,
khong st dung cac thiét bi vat 1y, ching ta sé khong bi phu thuodc vao cac diéu kién nay
va c6 thé st dung t&t ca cic gia tri cua thé hién z(t) da c6 dé lam tron, tic 1a gia tri cAn
tim x(t) tai thoi diém t c6 thé duge xac dinh bing cach lam tron cic gia tri cia thé hién
z(t) trén toan doan [a,b].

3. Ngoai suy cé lam tron

Bai toan ngoai suy gin lién chit ché véi viée lam tron, vi trén thuc t&€ ta ludn ludn
nhan duge thé hién clia qua trinh ngiu nhién ma ta quan tAm c6 chia ca sai s6 do trong
d6. Khi d6 bai toan ngoai suy qua trinh nglu nhién 12 & chd, v6i thé hién da c6 trén doan
[a,t]

z(t) = x(t) + y(t)
phai du bao dugc gia tri ctia thé hién x(t) tai thoi diém t+T, T>0. Bai toan nay dude goi 1a
bai toan ngoai suy ¢6 lam tron. Khi T<O0 thi bai toan goi la néi suy cé lam tron.

Trén thuc té, bai toan ndi suy thuong xuat hién trong cic truong hgp do thuc
nghiém gia tri cta thé hién z(t) cia qua trinh nglu nhién duge cho tai chudi nhiing gia
tri roi rac cua do6i sd t,, t,..., t, trong khoang [a,b] ndo d6, va yéu cau xac dinh gia tri cia
thé hién x(t) tai cac thoi diém trong khoang. Khi khéng c6 sai s6 do y(t), né dude goi 1a
bai toan ndi suy thuin tuy, khi cé sai s6 do — bai toan ndi suy c6 lam tron.

Khi noi suy cac s6 liéu thuc nghiém béng cach tién hanh tinh toan thudn tuy, ta
ciing c6 thé st dung tit ca cac gia tri da cho cta thé hién z(t), ca trude va sau thoi diém t.

C6 thé xét cac bai toan néi, ngoai suy va lam tron nhu mét bai toan chung xac dinh
gi4 tri thuc cta thé hién x(t) tai gia tri tham s6 t, ndo dé theo cac gia tri da biét cta thé
hién

z(t) = x(t) + y(t)
trén khoang [a,b] nao dé.

Phat biéu toan hoc ctia bai toan ngoai suy (ndi suy) va lam tron nhu sau. Cho biét
thé hién

z(t) = x(t) + y(t) (5.1.1)
trén khoang bién d8i ctia tham s6 [a,b] nao d6, x(t) va y(t) 1a thé hién ctia cac qua trinh
ngau nhién X(t) va Y(t) c¢6 cac ky vong toan hoc, ham tuong quan, ham tuong quan quan
hé cho trudc. Ta sé cho rang, ky vong toan hoc m,(t) va m,(t) bang 0. (Trong truong hgp
ngudc lai ta sé xét cac qua trinh ngiu nhién qui tAm tuong Gng).
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Yéu cau xac dinh gia tri x(t,) cua thé hién x(t) tai thoi diém t,. D61 véi trusng hop
ngoai suy t, =b + T, v61 T >0.

Tuong tu, t, = b cho truong hgp lam tron.

Vi ta dang xét ham ngiu nhién nén cai ma ta quan tam la tim phuong phap giai
bai toan sao cho nhan duge két qua tot nhat tir tap hop tit ca cac thé hién theo nghia nao
d6, ttc 1 tim mot toan ti sao cho khi tac dung 1én tap cac thé hién z(t), sé cho gia tri tét
nh4at cta thé hién x(t,), theo nghia nao dé.

Né&u ky hiéu toan ti cAn tim 1a L, ta c6 thé viét

X(to) = L{Z(t)} (5.1.2)
hay
X(to) = L{X(t) + Y(0)} (5.1.3)

Trude hét can xac dinh tiéu chuédn chét lugng cta nghiém bai toan dat ra la gi.
Trong khuén khé 1y thuyét xac sudt chi c6 thé danh gia chit lugng cta toan ti trén
phuong dién théng ké — trung binh theo toan bd tap thé hién cé thé ctia ham ngau nhién.

Ky hiéu 06 1a hiéu gitia gia tri thuc X(t,) va gia tri nhan duge theo cong thiic (5.1.2),

& = X(ty) — L{Z(t)} (5.1.9)

C6 thé goi toan ti L 1a t6t nh&t néu n6 1am cho gia tri trung binh ctia mét ham duge
chon nao dé ctia hiéu § trd nén cuc tiéu, vi du nhu ky vong toan hoc ctia modul hiéu.

Thuén tién hon, ti quan diém toan hoc, tiéu chuén chit luong 1a lam cuc tiéu ky
vong toan hoc cua binh phuong hiéu

M8 *] = M{[ X(to) — LiZ(t)}1?} (5.1.5)

Ta sé& goi toan ti L 14 t6i uu néu né lam cho biéu thic (5.1.5) tré thanh cuc tiéu, va
cong thic (5.1.2) tuong ing v6i né 1a cong thiic ngoai suy (ndi suy) hoic lam tron t61 uu.

Trén thuc t& hién nay, ta thita nhan 16i giai ciia bai toan da néu khi c6 nhiing giéi
han sau ma ching ta sé con tiép tuc xét sau nay:

1) Toan ti L 1a tuyén tinh va diing, tiic khéng phu thudc vao doi sé t;

2) Cac qua trinh ngau nhién X(t) va Y(t) 12 dung va lién hé dung;

Véi cac gia thiét da néu, bai toan dang xét dudc goi 1a bai toan ndi, ngoai suy va
lam tron tuyén tinh t6i uu qua trinh ngiu nhién diing. Lan diu tién bai toan nay dudc A.
N. Komogorov [10] dé xuét va giai quyét. Tu tudng dé duge phat trién tiép trong cong
trinh cua N. Viner [32].

Phuong phép giai bai toan da néu phu thudc vao khoang ma trén dé thé hién z(t)
dugc cho 1a v6 han hay htiu han.

Ta sé xét ting truong hop riéng biét. Trong do, d6i véi truong hop khoang hiiu han,
ta sé xem rang thé hién dugc cho tai mot s6 hitu han cac gia tri roi rac cia tham sé t,
diéu ma thuong xuyén xay ra trong thuc t& do dac khi tugng thuy van.

5.2. Néi, ngoai suy tuyén tinh t6i vu va lam tron ham ngdau nhién cho trén
mét s6' diém hitu han

Ta bat dau xét ti truong hop khi da biét chi moét s6 hiu han gia tri cia thé hién
cua qué trinh nglu nhién ding, ttc 1a biét cac gia tri cua thé hién z(t) tai cac thoi diém
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ty, toyenny by (6, <ty<...<t,).
Né&u xem cac gia tri nay 1a két qua do dac c¢6 chia sai s8, ta c6 thé viét
z(ty) = x(t) +y(t), k=1,2, ..., n, (5.2.1)

6 day x(t,) 1a gia tri thuc cta thé hién tai thoi diém t,, con y(t,) 1a sai s6 do. Ta sé
xem cac qua trinh ngiu nhién X(t) va Y(t) 1a diing va lién hé diing, con cac dic trung cta
ching, nhu ky vong toan hoc, ham tuong quan va ham tuong quan quan hé, da biét.

Khéng 1am mét tinh téng quat, c6 thé cho ky vong toan hoc bang 0 khi chuyén vé
xét cac ham qui tdm tuong Gng.

C6 thé viét gia tri cAn tim x(t,), két qua cta viée tac dung toan ti tuyén tinh 1én tat
ca cac gia tri z(t,), dusi dang t6 hgp tuyén tinh

x(t,) =D e zlt,) (5.2.2)
k=1

trong d6 oy 1a cac hé s6 hang so.

Bai toan dan dén viéc tim gia tri cta cac hé sd o, ds,,..., o, sao cho dai luong
n 2
o aatsar)= M{{X(to)—z%z(tk)}} (5.2.3
k=1

nhan gia tri nho nhat.
Nhu da biét, diéu kién can dé cuc tiéu ham n bién 1a cac dao ham riéng theo ting
bién phai bang khong.
T d6 suy ra rang o, Os,..., o, phai la nghiém ctia hé phuong trinh
do’ (e, ... x,)
ao,

Ta bién déi biéu thic (5.2.3)

aﬁ(al,az...,an):M{[xao)—zak[xak>+v<tk>1}2}=

=0,k=12,...,n (5.2.4)

:M[x2<to>]—z§ak{m[x<to>x<tk>]+M[x<to>v<tk>1}+

Y g M[X X, )+ MIXGEYE T MIYE)X(E )l MY Y =

k=1 j=I

= RA(O)_sz::O‘k[RA(to ~t, )+ R(y(to _tk)]+ Zn‘,zn:ak“j [Rx(tj _tk)+ Ry(tj _tk)+

+R, [t -t )+ Rw(t, ~t,)] (5.2.5)

L4y dao ham riéng vé phai (5.2.5) theo oy, va déng nhit bang 0, ta nhan dugc hé
phuong trinh:

_le(to _tk)+ ny(to _tk)J+
+Zn:0‘1' [Rx(ti ~t )+ Ry(ti —t, )+ ny(tj —t, J+ Ryx(tj -t )]: 0, (5.2.6)

=1
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k=12,..,n

A A A N A A R s . 2 A A
Doi dau, cubl cung ta nhan duge hé dé xac dinh cac hé so o,

R(t, —t)+ R, (t, —t)-
> Q; [Rx(tj —t )+ Ry(tj ~t )+ R«,(tj —t )+ R,x(t,- ~t )|=0, (5.2.7)

k=12,..,n
Diéu kién (5.2.7) 1a diéu kién can dé ham o (a,,q,,...,a,) dat cuc tri. C6 thé chiing
minh rang véi cac gia tri o, o,...,0, 12 nghiém ctia hé (5.2.7), ham (5.2.3) that su dat gia
tri nho nhat, c6 nghia 1a diéu kién (5.2.7) ciing 1a diéu kién du.
Nhu vay, vé nguyén tic bai toan ndi, ngoai suy tuyén tinh hoidc lam tron trong

trudng hop dang xét dudge dua vé viéc giai hé phuong trinh (5.2.7) dé tim cac gia tri o,
Olg,...,0, va dat vao cong thic (5.2.2).

Pé tinh dudc sai s6 binh phuong trung binh O'ﬁ (,,,,...,c,) cua phép ndi, ngoai

suy t61 uu hay lam tron, khi da tim dudc cac gia tri o, 0s,..., 0, ta nhan ting hang ti cta
(5.2.7) vé6i oy va cong cac két qua lai, ta duge

" 0, Rt 1)+ R (t ~t)+ Ryt ~t)+ R (¢, ~t,)] =

k=l j=1

= Zak[ )+ R, (t, —t,)] (5.2.8)
Thé vao (5.2.5) ta nhan dugc
n
2
O, (al’a2""an) = R)((O)_Zak [Rx(to _tk)+ I%(y(to _tk )] (5.2.9)
k=1
Khi s6 gi4 tri quan tric cia thé hién z(t) 16n, tdc 1 khi s6 diém n 16n, bai toan din
dén viéc giai hé (5.2.7) véi s6 phuong trinh 16n, diéu dé tré nén rat khé khan tham chi
ngay ca khi st dung may tinh dién ti. Trong trusng hgp nay, théng thuong dé thuan tién
hon, mot cach gan ding xem réng thé hién z(t) dudc cho tai moi gia tri cta d6i s t xay ra
trude thoi diém t, va st dung phuong phap duge trinh bay trong muc 5.3.
Ta xét cAc trudng hop riéng caa bai toan téng quat da néu.
1. Khong c6 sai s6 do. Noi ngoai suy thuan tuy.
Trong trudng hdp riéng, khi z(t,) = x(t,) 1a cac gia tri chinh xac cta thé hién x(t)
dudgc xac dinh khong chtia sai s6, tiic 1a khi y(t,) = 0, va do dé6
R (7)) =R, (7)=0 (5.2.10)

hé (5.2.7) dugc viét dudi dang
ty,—t)—> o R(t, -t)=0, k=12.n (5.2.11)
j=1

Vi ham tuong quan 1a xac dinh duong nén dinh thtc cta hé (5.2.11) khac khong, va
do d6 hé ludn ludn c6 nghiém. Sai s6 binh phuong trung binh cta phép ngoai suy t61 uu
trong truong hgp nay dudc xac dinh bang cach dat cac gia tri o, o,...,0,, tim duge vao
cong thic
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o, y,...0,) = R ()= D 4 R (1, —t,), (5.2.12)
k=1

Coéng thiic nay nhan dudce tu (5.2.9) khi cho R (1) = 0.

St dung (5.2.8) va diéu kién (5.2.10), ta c6 thé nhan dugc biéu thic sai s6 binh
phuong trung binh duéi dang khac

n n
On(@, 0y t)) = R(O)= DD R (t; —t,). (5.2.13)
k=1 j=1
Vi ham tuong quan R (1) 14 xac dinh duong, nén dang toan phuong trong biéu thiic
(5.2.13) khong 4m

n n
DD e R(t —t)20 (5.2.14)
k=l j=1
Do dé, sai s6 binh phuong trung binh ctia phép ngoai suy t61 vu khong vudt qua
phuong sai cia ham ngau nhién X(t).
Pé 1am thude do sai s6 ndi, ngoai suy, thuan tién hon 1a st dung dai lugng vo thu
nguyén g,, bang ty s6 clia sai s6 trung binh binh phuong ¢ va phuong sai cia ham ngiu
nhién D, = R, (0),

2 n

= 1Y (t, -, (5.2.15)
Dx k=1

trong d6 r,(t) 12 ham tuong quan chuin hoa ctiia ham ngau nhién X(t). Cac hé s6 o, nhan
duge theo phuong phap néi, ngoai suy t6i uu la trong s6 ma cac gia tri x(t,) trong téng
(5.2.2) dudc tinh dén theo ching.

Cac trong s6 nay phu thudc vao miic d6 quan hé gitia cac gia tri x(t,) véi nhau va
mtic d0 quan hé ctia chiing véi gia tri dugde xap x1 x(t,).

Ta xét mot vai truong hgp gidi han.

a) Gia st lat cit X(t,) ctia qua trinh ngdu nhién, trén thuc t&, khong lién hé véi cac
lat cit cta né tai cac thoi diém t,, ttc 1a c6 thé xem

R, -1t)=0. (5.2.16)

Khi ngoai suy, diéu d6 sé xay ra trong truéng hdp néu lugng ngdm dén T dude chon
16n dén miic sao cho 14t cit cta qua trinh ngiu nhién tai thoi diém t,=t,+T khéng lién hé
véi cac lat cit cta no tai cic thoi diém t,. Trong trudng hop nay hé (5.2.11) duge viét duéi
dang

DRt —t,)=0, k=12,..n. (5.2.17)
j=0

Vi dinh thtc ctia hé thuan nhat nay khac 0, nén né chi c6 nghiém bing 0 la
0, =0,=...=0,,=0, ttc trong trudng hgp nay phuong phap ngoai suy téi uu cho gia tri bing
ky vong toan hoc ctia ham ngiu nhién m,=0. Khi dé, theo (5.2.13), sai s6 binh phuong
trung binh caa phép ngoai suy O'rf bang phuong sai ham ngau nhién.

b) Gia st lat cit ciia ham ngau nhién tai cac thdi diém t, va t; khéng quan hé véi
nhau, nhung c¢6 quan hé véi 14t cit tai thoi diém t,.
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Khi néi suy, trudng hdp nay cé thé tuong tng véi trudng hop cac lat cit lién ké
nhau X(t,_;) va X(t,) ciia qua trinh ngiu nhién khi hiéu t,—t,_, 16n, trén thuc t& khong
quan hé v6i nhau, nhung c6 quan hé véi gia tri noi suy X(t,), 6 day t,_;<t,<t,. Khi d6 hé
(5.2.11) dugc viét dudi dang

R (0)=R(t,~t), k=12,.n. (5.2.18)
Tw do
_ Rx(to _tk) — _
a, = “RO) r.(t, —t,), (5.2.19)

ttc 1a cac trong s6 oy bing hé s6 tuong quan gitta cac 1at cit cia ham ngiu nhién
tai cac thoi diém t, va t,. Trong s clia gié tri x(t,) cang 16n thi x(t,) cang lién hé chat ché
v6i gia tri x(t,).

2. C6 sai s0 do, nhung sai s6 khong tuong quan v6i nhau va khong quan hé véi gia
tri thuc cua dai lugng dudc do.

Ta xét mot truong hop quan trong trong thuc té, khi sai s6 do Y(t) tai cac gia tri
khac nhau cta d61 s6 t khong tuong quan véi nhau, tic R,(1)=0 khi 10, va cac sai s6 nay
khong tucng quan vdéi cac gia tri thuc cua dai lugng duge do, tiic ham tuong quan quan
hé R, (1) = 0 v6i moi 1. Trong truong hgp nay cong thic (5.2.5) d6i véi sai s6 binh phuong
trung binh ctia phép ngoai suy O'ﬁ dudgc viét duéi dang

o. (o, 0,,0..0,) = RX(O)—2Zn:05kRX(t0 —t,)+
k=1
+ZZ%0!,-Rx(t,- —tk)+20‘fRy(0)- (5.2.20)
k=1 j=1 k=1

Khi d6 hé (5.2.7) dé xac dinh cac hé s6 o, c6 dang
R(t, —tk)—_zn;aj R.(t, —t) - R (0)=0, k=1,2,...n (5.2.21)
=
Nhan cac hang ti caa (5.1.21) véi oy, va cong cac két qua lai, ta dudc
an;aka(to ~t)= kzn;zn;akaj Rt —t)+ Ry(O)an;af. (5.2.22)
- iy -
Thé (5.2.22) vao (5.2.20), ta nhan dugc cong thiic d61 véi sai s6 binh phuong trung
binh ctia phép nodi, ngoai suy to6i uu
o.(a,,a,,..a,) =R (0) _kzr:‘akRX(tO ~t,). (5.2.23)

hay

o.(a,,0,,..0,) =R (0)— Zn:akaj R(t, —t) - Ry(O)Zn:af. (5.2.24)

n

k=1 j=1
Cong thiic (5.2.23) trung v6i dang cong thiic (5.2.12) cho truong hop khong c6 sai s6

do. N6 khéng chi r6 dnh hudng ctia sai s6 do dén dai lugng sai s6 o, tuy nhién anh

hudng nay la cé, vi cac hé s o, xac dinh ti hé (5.2.21) phu thudc vao phuong sai cta sai
s6 do D,=R,(0).
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Trong cong thiic (5.2.24) anh hudng cla sai sé do dude thé hién qua ca anh hudng
ctia né dén cac hé s oy, ciing nhu biéu hién mét cach truc tiép qua cic hang ti cudi cung.

C6 thé ching minh rdng, sai s6 binh phuong trung binh ctia phép ngoai suy O',f
tang lén khi phuong sai sai s6 D, tdng, con cac trong s6 oy thay ddi sao cho téng binh
phuong ctia ching giam, tic 12 sai s6 do sé lam giam do6 chinh xac ctia phép noi, ngoai
suy to1 uu.

Tuy nhién khi noi, ngoai suy t61 vu c6 lam tron, tic 14 khi xac dinh cac trong s6 oy
c6 tinh dén sai s6 do theo cong thitc (5.2.21), dai lugng sai s6 o nhan dugc sé bé hon so
v6i khi ta tién hanh ndi ngoai suy thuan tuy theo céng thic (5.2.11) va bd qua viéc tinh
dén sai sd do.

5.3. Ngoai suy tuyén tinh té6i vu va lam tron qud trinh ngdu nhién cho
trén khoang vé han

Gia st cac gié tri thé hién z(t) ctia qué trinh ngdu nhién X(t), dudc xac dinh véi sai
$6 ngAu nhién y(t) ciing 1a thé hién ctia qua trinh ngiu nhién Y(t), da dugc biét trude trén
khoang v6 han xay ra trude gia tri da cho caa déi s6, tic 1a thé hién z(t) = x(t) + y(t) cho
truéce trén khoang (—eo, t).

Trén thuc t& diéu nay c6é nghia 1a thé hién z(t) dude cho trén mot khoang bién d6i
dt 16n ctia d6i s6, 16n hon khoang ma trén d6é moéi lién hé tuong quan giiia cac 1at cit ciia
quéa trinh ngiu nhién da hoan toan lui tat.

Giéng nhu truée day, ta xem cac qua trinh ngau nhién X(t) va Y(t) 1a diung va lién
hé dung c6 ky vong toan hoc bing 0, va cho trudc cac ham tuong quan R,(t), Ry(7), cac
ham tuong quan quan hé R, (1), R, (7).

Yéu cau xac dinh gia tri x(t+7T) sao cho ky vong toan hoc ctia binh phuong hiéu ¢?
gitia cac gia tri thuc va gia tri du béo trd nén cuc tiéu.

Tuong tGng véi nhiing diéu da trinh bay trong muc 4.2, c¢6 thé biéu dién gia tri cin
tim x(t+T) 14 két qua tac dung toan ti tuyén tinh 1én ham z(t) (5.1.2), duéi dang

o

X(t+T)= [ (@)t - r)dr = [ ge)x(t - 7)+ it - 7)ldz (53.1)

0

Bai toan din dén viéc lua chon ham trong lugng g(t) dé cho dai lugng
2
o’ =M X(t+T)—jg(r)Z(t—r)dr} (5.3.2)
0

dat cuc tiéu.
Trong dé, ham trong lugng phu thudc lugng ngdm dén T.
Ta bién déi (5.3.2)

=3

o* =M (t+T)|-2[ g(M[X (t +T)z(t - 7)ldr +

=)

+[gle)o [ oz M[Z(t-7,)2(t - )ldr, =

0
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oo

=R (0)-2[ g(OR,(T+eldr+ [ glr )7, [olr. R (e —n)dr, (533

0
Trong d6
R,(7)=M[X({t+T)Z({t)]= M{X(T + )X (t)+Y({)]}=
=R (7)+R,(7) (5.3.4)
R, (1) =M[Z(t +1)Z(t)] =
=M{X({t+7)+Y(t+7)[X1)+Y)}=
=R (7)+R,(r)+R,(r)+R,(7) (5.3.5)
Ta hay xac lap diéu kién can va di ma ham trong lugng g(t) phai thoa méan dé cho
o® dat cuc tiéu.
Gia st ham g(t) lam cho ¢ dat cuc tiéu, khi dé6 néu trong (5.3.3) thay cho g(t) 1a
ham
g,(t) = g(t) + aot) (5.3.6)

trong d6 a 1a mot sé thuc bat ky, con o(t) 14 mét ham tuy ¥, thi dai lugng o® chi ¢ thé chi
c6 thé tang lén.

Do vay, khi d6 6> dugc xét nhu 1a ham cta déi s§ a, dat cuc tiéu khi a=0, tic dao
ham ctia né theo a phai bing 0 khi a=0.

Thay (5.3.6) vao (5.3.3) ta dudgc

o

o’(a)=R,(0)- 2J. [9(7)+aa(?)|R, (T +7)dr+

0

Z-1 +ao Tl (72 )+ aa(% )]Rx (Tz -7 )d T, =

+
O'—.X
O"—xX

~R,(0)-2[[0()+ ac(e)R, (T + Tz +

oo =3

+[dz,[lo(@)e(r,)+aalr,)o(n )+ aalz Jo(r, )+ @alz )o@ )R (7, -7, )dz, 537

0 0

Khi 18y vi phan duéi dau tich phan (5.3.7) theo tham s6 a, ta nhan dudgc

2
dad—za()_ 2J'0{ T+z'd1'+'|.051'2drzjlgr1 R (z,—7,)dz, +

O'—;X

T )R,(z, —7,)dz, =0 (5.3.8)

Thay T, bing 1,, con T, bang T, vao tich phan cudi cing, do tinh chin cta ham tucng
quan nén ding thic (5.3.8) duge vidt dudi dang

oo

-~ 2? a(t)R (T +7)dr + 2]3 alz, )drzf o(z, )R, (z, — 7,)dz, =0 (5.3.9)

0

hay
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o

ja( R, (T+7)- T dr}dt = (5.3.10)

0

Vi déng thic (5.3.10) ding v6i moi ham a(t), nén ding thiic sau cAn thod méan

R,(T+7)- —7)dr =0, v6i moit=0 (5.3.11)

o) S—l
«Q
—
=

Nhu vay diéu kién (5.3.11) 1a diéu kién can dé cho o dat cuc tiéu. Ta chting minh
rang diéu kién nay ciing 1a da. Muén vay ta viét (5.3.7) dudi dang

o’ (@) =R (0)-2[ g(r)R, (T -7)dz + [ [ 9(7,)9(7,)R, (7, - 7,)d7,d7, +

+ 2aT o) -R,(T+7)+ T gR,(t - T)df}dt + az]iifoz(r1 ) (z,)R, (7, -7,)dr,dz,. (5.3.12)

Theo (5.3.3), ba hang tit dau tién trong (5.3.12) 1a gia tri 6%(0), hang thi tu sé bang
0 khi diéu kién (5.3.11) dudc thuc hién, tich phan hai 16p cudi cing c6 thé viét duéi dang

azﬁw(z'1 )(7,)R,(7, - 7,)d7,d7, = a*M {U: a(T)Z(t - T)df}}, (5.3.13)

T d6 thdy rang, vé phai (5.3.13) 14 mot s6 khéng Am, c6 thé ky hiéu bing A% Do

d6, khi diéu kién (5.3.11) duge thuc hién, ddng thic (5.3.12) dudc viét dusi dang

o’(a)=0’(0)+ A’ (5.3.14)
ttic 1a ky vong toan hoc ctia binh phuong sai s6 62 chi c¢6 thé ting 1én khi thay ham trong
lugng g(t), thod man diéu kién (5.3.11), béi mdt ham bat ky khac. Do vay, néu ham trong
lugng g(t) thoa man diéu kién (5.3.11), thi o® thuc su dat cuc tiéu.

Nhu vay, bai toan tim ham trong ludng g(t) dam bao ¢? cuc tiéu tuong dudng véi bai
toan tim ham trong lugng g(t) 14 nghiém cua phuong trinh tich phan (5.3.11). Phuong
trinh tich phan nay dugc goi 1a phuong trinh Winer-Hopf, cac tac gia 1an dau tién khao
sat phuong trinh dang nay.

Ham trong lugng g(t), nghiém ctia phuong trinh Winer—-Hopf, dugc goi 1a ham trong
lugng t61 uu, con cong thic (5.3.1) khi thé vao né ham trong lugng té1 vu g(t) goi 1a cong
thiic ngoai suy t61 uu c6 lam tron.

Khi T =0 ta nhan dugc cong thiic lam tron t61 vu. Ta sé xac dinh sai s6 binh phuong
trung binh ¢? ctia phép ngoai suy t61 uu.

Viét (5.3.3) duéi dang

0> =R(0)-2[| R,(T+7)~ [ g(0)R,(t~ 1) |

><g(t)dt—]:Tg(z'l)g(z'z)Rz(z'2 —-1,)dz,d7z, (5.3.15)

D61 v6i ham trong lugng to1 vu, do (5.3.11), hang thi hai triét tiéu, tir d6
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o* =R .(0)- [ [9(r))9(r, R(z, ~ 7, )z, dr,. (5.3.16)

Ta bién d6i tich phan hai 16p trong (5.3.16), muén vay ta ky hiéu mat do6 phd cta
qua trinh nglu nhién Z(t) 1a S,(®), khi d6 ham tuong quan R,(t,~T,) ¢6 thé viét dusi dang

R(z,-7)= [€""™S,(w)dw (5.3.17)
Khi d6

ﬁ 9(7,)9(7,)R,(7, —7))dr,d7, =
:To_fg(rl)g(rz)Teiw(rrr')sz(a))qudz’z =

= T T e g(z,)dr, }ﬁe”‘”g(%)d%}sz(w)dw. (5.3.18)

0

Theo (4.2.22), tich phan

[g(re " dz =L (o) (53,19

12 ham truyén tuong @ing v6i ham trong lugng g(t), ta sé goi n6 1a ham truyén téi uu.

Tuong tuy, tich phan

Tg(r)e“‘”dr: L *(w) (5.3.20)

12 lién hgp phtic ctia ham truyén t6i vu. T d6, (5.3.18) dugc viét duéi dang

T Tg(z‘l)g(fz)Rz(Tz —7)dr,dz, = T|L(a))|282(w)da). (5.3.21)

—oo—o00

Thé (5.3.21) vao (5.3.16) ta nhan dudc cong thiic doéi véi sai sd binh phuong trung
binh ctia phép ngoai suy t61 uu

o’ =R(0)- TIL(w)IZSZ(w)dw = T[Sx(a))—|L(a))|ZSZ(a))}lla), (5.3.22)

trong d6 S.(w) 14 mat d6 phd qué trinh nglAu nhién X(t). Theo (5.3.5) va do tinh chat
tuyén tinh cta phép bién d6i Fourier, mat d6 phé S,(w) dude biéu dién qua cic mat do
phd S,(w), S,(w) clia cic qua trinh ngdu nhién X(t), Y(t) vd mat d6 phd quan hé S, (w) ctia
ching dudi dang

S,(0) =S (0)+ Sy (@) + S, (@) + S (w) (5.3.23)

Tuong tu, theo (5.3.4), mat d6 phd quan hé S,, dudc biéu dién dudi dang
S, =S(0)+S,(w) (5.3.24)

Cac phuong phap giai phuong trinh Winer—Hopf (5.3.11) dudc trinh bay trong céc
muc 5.4, 5.5, 5.6.

125



Pon gian nhit, phuong trinh nay dudc giai cho trudng hgp thé hién ctia qua trinh
ngau nhién z(t) dugdc cho tai moi gia tri t, ttc 1a cho trén toan khodng vo han (—oo, +oo).
Nghiém phuong trinh (5.3.11) d6i v6i truong hop nay duge dan ra trong muc 5.4.

Trudng hgp ngoai suy hay lam tron thé hién z(t) chi véi cac gia tri cta d6i s6 t xay
ra trudc thoi diém t din t6i phuong trinh (5.3.11) chi dude thoa mén véi cac gia tri khong
am cua doi s6, khi t<0 ham trong luong g(t) nhat thiét phai bang 0.

Ta xét hai phuong phap giai phuong trinh (5.3.11) déi véi truong hdp thudng gip
nhit trong thuc t&, khi cdc ham tuong quan R.(t), Ry(t) va ham tuong quan quan hé R, (1)
c6 mat do phé hitu ty.

Phuong phap thi nhit dua trén co s6 st dung 1y thuyét ham bién phtc duge trinh
bay 6 muc 5.5. Phuong phap giai tha hai (xem 5.6) dua trén co sé biéu dién ham tuong
quan c6 pho hitu ty duéi dang téng cac s6 mil.

Trong truong hgp téng quat, khi ma mat do phd khong phai 1a cac ham hitu ty cia
tan s6 o, 161 giai sé rat phic tap va ta sé khong xét né.

Trén thuc t& nguoi ta xap xi ham tuong quan nhan dugc theo cac s6 lidu thuc
nghiém bing cac biéu thic giai tich. Khi d6, néu st dung ching vao muc dich ngoai suy
t61 wu hay lam tron thi nén chon biéu thtc x&p xi ham c6 phé hitu ty hodc ham tuong
quan duge x4p xi gAn dung v6i ham c6 phé hitu ty, chdng han, biéu dién ching dusi dang
téng cac s6 mi.

54. Lam tron qud trinh ngdu nhién cho trén khodng
V6 han (—eq+o0)

Khi lam tron qua trinh ngdu nhién ma thé hién ctia né duge cho trén khoang
(—o0,+o0), thi gia tri lam tron duge tim duéi dang

x(t) = fg(z‘)z(t —-7)dr. (5.4.1)

Trong trudng hop nay, tich phan ¢ biéu thiic dudi d&u tich phan trong (5.3.10) dudc
18y trén toan khodng (—eo,+o0), va do d6, phuong trinh (5.3.11) cAn thod man véi moi gia
tri cia do1 s6 t. Khi d6 T=0 va phuong trinh (5.3.11) dudgc viét duéi dang

[a@R t-1)dr =R, (1) (5.4.2)

Ta biéu dién R,(t—1) va R,,(t) qua mat d6 phé S,(®) va mat d6 phd quan hé S_,(w):
R(t-7) = [€"7S,(w)dw (5.4.3)
R.(1) = [€"S (0)do (5.4.4)

Thay (5.4.3) va (5.4.4) vao (5.4.2) ta nhan dugc

j:og(r){ fe“”“‘”sz(a))da)}dr = fei“‘sz(a))da) (5.4.5)
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Khi thay d6i thi tu tich phan trong tich phan hai 16p ta viét lai (5.4.5) duéi dang
oo oo
je”‘" S, (@) - S,(w) je‘i“”g(r)dr}dw: 0 (5.4.6)

Dé y dén biéu thiic (4.2.20) d6i véi ham truyén L(w), ta duge
+o0
[e“[S. (@) - S,(0)L(@Pw=0 (5.4.7)

Diéu d6 chiing t6 rang, phép bién d6i Fourier ham S,(w)-S,(w)L(w) doéng nhat
bing khong, do d6 ddng thic sau dude thod man
S,(w)-S,(w)L(w) =0 (5.4.8)
Nhu vay, ham truyén t6i uu L(o) dude xac dinh duéi dang

5@ (5.4.9)

Biéu dién S_(®) va S,(®) qua mat d6 phd clia cac qua trinh ngiu nhién X(t), Y(t) va
mat do phé quan hé cta ching theo (5.3.24) va (5.3.23) ta viét (5.4.9) duéi dang
S(w)+S (v
S, (w)+ Sxy(a)) + Syx(a)) + Sy (w)

(5.4.10)

Khi biét ham truyén téi uu L(w), theo 4.2.20), ta sé tim dugc ham trong lugng t6i uu
g(t) nhu 14 bién d6i Fourier ctia L(w) chia cho 2n

17 i
o(t) = EJ; e L(w)dw (5.4.11)

Dat ham trong lugng té1 uu tim dudc vao (5.4.1) ta nhan dugc cong thiic 1am tron
to1 uu.

Trén thuc t& thudng gip nhiing trudng hop cé thé xem sai s6 do khong tuong quan
vOl gia tri thuc cua dai lugng duge do. Trong truong hgp nay R, (t)=R,(1)=0, do d6
Sy (@)=, (0)=0, va cac cong thic (5.3.23), (5.3.24) dugc viét dudi dang

S.y(®) = S (w) (5.4.12)
S, (w) =S, (w) + S, () (5.4.13)
Khi d6 cong thic (5.4.10) dé xac dinh ham truyén duge viét nhu sau
(@)= — D (5.4.14)
S((@)+ S, (@)

Trong truong hop nay, khi thay (5.4.13) va (5.4.14) vao (5.3.22), ta nhan dudc sai s6
binh phuong trung binh ctia phép lam tron t6i vu 1a
= S (w)S,(w

o [SOS@ o,

(5.4.15)
S (@) +S,(®)

—oo

Tu d6 thdy rang, chi c6 thé tach hoan toan ham ngiu nhién X(t) ra khdi sai s6 do
Y(t) khi S,(0)S,(0)=0, tiic 12 khi phé ctia ching khong bi phti 1én nhau.
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5.5. Ngoai suy va lam tron ham ngdu nhién cho trén khodng (—t) nho si
dung phuong phdp ctia ly thuyét ham bién phicc

Ta biéu dién ham tuong quan R, (t+1) va R,(t—1) qua cac mat d6 phd tuong tng khi
dua vao phuong trinh (5.3.11)

R,(t+7)= J?e“”“”)sz(a))da) (5.5.1)
R(t—7)= j IS (w)dw (5.5.2)

Ta biéu dién ham trong lugng g(t) qua ham truyén L(w)
o(t) = j € L(w)dw. (5.5.3)
27
Dit (5.5.1), (5.5.2), (5.5.3) vao (5.3.11) ta dudgc

i T {Tei”” L(a))dwTei”(“” Sz(a))dw}dz' -
o e

- [€°7's, (@)dw =0, khit >0 (5.5.4)

Khi thay d8i thit tu tich phan ta vist (5.5.4) dudi dang

=3

j {iTei‘”‘L(a))SZ(a)l)Fei‘“*”)’dr}dwl -

—oo

—“"DS_(w)ldw= 0, khit >0 (5.5.5)
Theo tinh chat cua ham Delta (4.2.4) ta c6

iIe‘W‘Wdf:é(w—@) (5.5.6)
Khi d6, theo tinh chat ctia ham Delta (4.2.7), tich phan bén trong cta (5.5.5) bang
Tei“’l‘ L(@)S,(0)d(w— w)dw, = €™ L(0)S, (o) (5.5.7)
Nhu vay, (5.5.5) ;6 dang
Tei“* IL(®)S,(0) - €S, (0)[dew= 0, khit > 0 (5.5.8)
Ta sé& xét vé trai c}la (5.5.8) nhu mdt ham f(t) ndo d6
f(t) = Te‘”‘[L(a))Sz(a)) —€'S,_(w)ldw (5.5.9)

Ham nay 1a bién déi nguge Fourier ciia ham

F(o) = L) S, (0) - TS, () (5.5.10)
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Do d6, F(w) 1a bién d6i Fourier cta ham f(t), theo (5.5.8), ham f(t) nay dong nhat
béng khong khi t=0.

Trong 1y thuyét bién déi Fourier, dinh 1y sau day da duge chiing minh:

Gia st f(t) 12 mot ham kha tich, ddng nhat bang khong trén khoang (0,+e) va ¢
bién d6i Fourier

17 i
F(m)=g:|;e f(t)dt .

Khi d6 F(w) 1a gia tri trén truc thuc cia ham gidi tich bién phtic bi chin F({) trong

ntia mat phang phia trén, véi
{=w+i)

Néu ham F() 1a ham giai tich bién phtc bi chin & ntia mit phing phia trén thi
bién déi ngude Fourier gia tri F(o) clia né trén truc thuc bing khong trén khoang (0,e),
f(t) = 0.

Néu thay khoang (0,») bang khoang (-,0) va thay ntia mit phdng phia trén bing
ntia mat phang phia dudi ta sé nhan duge mot dinh 1y tuong tu.

Theo dinh Iy nay ham (5.5.10) 1a gia tri trén truc thuc cia ham giai tich F({) bi
chin & ntta mat phing phia trén.

Trong da s6 cac bai toan ting dung, cac qua trinh ngau nhién la nhiing qua trinh c6
phé hitu ty, tic mat do phé cta ching 14 ham phan thic hiiu ty cta tan s6 ©. Ham phan
thiic hitu ty chin bién thuc o c6 thé biéu dién dudi dang tich ctia hai ham S,(0) va S,(o),
trong d6 ham tht nhat S,(w) 1a gia tri trén truc thuc cia ham bién phic giai tich, bi chian
khéng c6 khong diém & ntia mat phing phia trén { = o + i), con Sy(m) 1a gia tri trén truc
thuc ciia ham bién phc giai tich, bi chin va khong ¢6 khong diém & ntia mit phing dudi.

Thuc vay, gia st
_ P(o)

Q@)

trong d6 P(w) va Q(w) 1a cac da thitic c6 hé s6 thuc cia o.

S(w)

Ta khai trién td thiic vA miu thic thanh cdc nhan ti tuyén tinh. Ta gép cac nhan
td ctia ti thic va mAu thic ma ching sé bing khong 8 ntia mit phing dudi vao mot ham
S:(w), va gdp tat ca cac nhan ti con lai cia ti thic va mau thiic thanh Sy(w) va do S(w) 1a
ham chén, con cac hé so cua da thic P(w) va Q(w) 14 thuc nén cac nhan ti tao thanh S,(w)
14 cac dai lugng lién hgp phitic cia cic nhan ti trong S,(w), ttic 12 ching chi bién thanh
khéng 6 ntia mit phéng trén. Tuong tGng véi diéu d6 ta biéu didn ham phd dusi dang

S.(w) = S, (w)Sy(w), (5.5.11)
trong d6 S,(®) khong c6 khong diém va cuc diém & nda mit phing trén, S,(®) khong c¢6
khéng diém va cuc diém & ntia mit phing duéi. Pit (5.5.11) vao (5.5.10)

F(0) = L(0)S,(®)S:(0) — €' S, () (5.5.12)
va chia cho S;() ta duge
F(w) ot S (@)
—~ = L(0)S,(w) - 22 (5.5.13)
S(w) ()%(2) S (@)

129



F 6() c9. N . 23 o 2 P A N N 2 N
Ham S‘(( )) la giai tich va bi chén ¢ nia mat phang phia trén, vi trén d¢6 ham F(w)
w

1a giai tich va bi chin, con S,(®) khong c6 khéng diém va cuc diém.

Do d6, theo phin hai cta dinh 1y, bién d6i ngude Fourier ciia ham nay bang khéng
trén khoang (0,e), tiic 1a do (5.5.13) ta c6

];%e‘“‘da): ]j L(®)S, (w)—€" % €’dw=0, khi t>0 (5.5.14)

Tu d6 ta nhan duge

j L(w)S, (w)e“dw = js ("’) e, khi t>0 (5.5.15)

Ham L(w) giéng nhu ham truyén ctia hé kha di thuc, ma ta gia thiét né én dinh, c6
thé c6 nghiém ctia miu thic chi trong ntia mit phing trén, do dé né khéng cé cuc diém
trong ntia méit phing dudi.

Nhu vay, ham L(m)S,(m) 1a giai tich, bi chin ¢ nta mat phing duéi, do d6 nhd dinh
ly da dan, bién d6i nguge Fourier ctia n6é bang khéng

o(t) = j L(w)S, (w)e“dw =0, khi t<0 (5.5.16)
Khi d6 néu 14y bién d6i Fourier cia ham ¢(t) ta nhan dudc
L(0)Sy(®) = —— j Pt “dt = 1 je—i“‘ .[L(a)l)Sz(a)])é“’l‘da)th (5.5.17)
27 °. 2r -, 2,

Nhung theo cong thiic (5.5.15), khi t>0 tich phan bén trong ctua (5.5.17) c6 thé thay
thé bdi vé& phai cta (5.5.15)

2mL(0)Sy(®) = _[e"“" j [Se(@) 2 TV D g it (5.5.18)

o S(@)

Tu d6 ta nhan dude cong thic déi véi ham truyén t6i uu

S
j g it j (@) 2 B da g dt (5.5.19)

27le( o) . .S(@)

Khi biét ham truyén L(w) ta tim dudc ham trong luong g(t) nhu la bién ddi ngudc
Fourier cua L(w) theo (5.4.12) chia cho 2.

Tuong tng v6i nhitng diéu da trinh bay, dé xac dinh ham truyén t6i vu L(w) trong
truong hop mat d6 phd hiiu ty cAn phai lam nhu sau

1. Xac dinh cac mat do phé S, (o) va S,(w).

2. Biéu dién S,(0) duéi dang tich cta hai ham S,(®) = S,(®)S,(®), trong d6 S,(m)
khong c6 khéng diém va diém ky di trong niia mat phing trén, con Sy(w)khéng c6 khéng
diém va diém ky di trong ntia mat phang dudi.

P(@)
w

L(w) =

Muén vay, trong mat do phé S,(0) = can phai khai trién ti thiic va miu thic

thanh cac nhan ti tuyén tinh. Gop vao ham S;(®) cAc nhan ti cta ti thic va mau thic
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ma ching bién thanh khéng & ntta mat phdng dudi, con nhitng nhan ti con lai gop vao
Sy(w).

3. Xac dinh ham truyén theo cong thic (5.5.19). Khi tinh theo céng thiic (5.5.19) dé
thuén tién ta st dung cac cong thiic:

Néu b >0 thi

= eiwtda) ( | 1)'tn—lei(a+ib)t khi t > O, (5 - 20)
2r - ib)|" .
“lo-@+ipl g khi t<0
Néu b <0 thi
— | /=<4 (N=-1)! 0.
2r - ib)|" .
“lo-@+ibl | khit >0

A M. Iaglom [28], d& chiing minh dudc rang, trong nhiéu trudng hgp c6 thé tim ham
truyén t&i uu L(w) khong can tién hanh tinh theo cong thtc (5.5.19) ma st dung tinh chat
diing cia ham dua vao déng thiec (5.5.10).

Trén day ta da xac dinh ring

1. Ham F(®) 14 ham giai tich, bi chin trong ntia mat phing trén,

2. Ham L(w) khong ¢6 khong diém va cuc diém & ntia mat phang dudi,

3. Nhu da thay tu cong thiic (5.3.22), tich phan khong ky di sau phai hoi tu

T|'—(60)|2 S,(w)dw (5.5.22)

Nhu ta sé chi ra trong cac vi du, khi st dung diéu kién thi ba nay c6 thé tim duge
ham truyén téi uu.

Cdc vi du

1. Ta xét trudng hop ngoai suy thuan tuy khi trén khoang (—ee,t) c6 moét thé hién
ctia quéa trinh ngiu nhién X(t) ma ham tuong quan c6 dang

Ry(1) =De™" (5.5.23)

Trong trudng hop nay khong cé sai s6 do va theo (5.3.4)

R,(¥) = R (¥) = R,(1).

Mat do phd S.(») tuong tGing v6i ham tuong quan (5.5.23), nhu da chi ra trong muc
3.2, vidu 1, ¢6 dang

Do

MO )

(5.5.24)

Do 46,
Do

S(0) =8, (0) = S,(®)=————
(W +o)

(5.5.25)

Céng thiic (5.5.10) dudc viét lai dudi dang
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Do, _Da  L(w)-€

F(o) = |L(w)-€* ]n(m2+0€2) o (w-io)o+ia)

(5.5.26)

Theo diéu kién 1 ham F(m) phai giai tich trong niia mat phéng trén. Nhung miu
thiic v€ phai (5.5.26) ¢6 khong diém tai @=io. & ntta mit phéng trén, do d6 ti thic vé phai
ciing phai c6 khong diém tai w=ia, khéng diém nay dugc riut gon véi khong diém ctia mau
thiec.

Nhu vay, can thoa man diéu kién

Lia)—-€i9T =0, (5.5.27)

Tw dé

L(w)=€"" (5.5.28)

Tu diéu kién 1 va 2 suy ra ring ham L(w) néi chung khong thé c6 diém ky di hiiu
han. Thuc vay, ham F(w) giai tich trong ntia mat phing trén, va cé nghia 1a vé& phai caa
(5.5.26), ttc 1a ca ham L(w), phai giai tich ¢ nia miat phing trén. Con tit diéu kién 2 suy
ra ring, L(o) cing khong c6 diém ky di & nita mat phing duéi.

Dé thuc hién diéu kién 3 can dit ham L(w) bang dai lugng hing s6. Khi @6 tich
phan khong ky di (5.5.22) hoi tu

T|L(a))|2sz(w)dw = L) TSz(a))da) = |L(w)'D (5.5.29)

Nhu vay, c6 thé 14y ham truyén t6i vu la
L(w) = €“" = const. (5.5.30)
Theo (5.4.12), ham trong ludng g(t) tuong ting véi ham truyén nay dugc xac dinh
duéi dang

oo

oT 1 [e“do = e 5. (5.5.31)

_ 1 T a _
gO= £ *L(@)dw = ™"

Khi d6, theo tinh chit cia ham Delta (4.2.7), cong thitc ngoai suy toi vu (5.3.1) dudc
viét duéi dang

x(t+T) = e j Xt —7)8(r)dr = €7 x(t). (5.5.32)
0
Tt d6 thdy rang, trong trudng hop ngoai suy thuan tuy qué trinh ngiu nhién c6
ham tuong quan dang (5.5.23), dé du bao t6i wu thé hién tai thoi diém t+T chi cAn biét
gia tri ctia no tai thoi diém t. Viéc biét gia tri cta thé hién & tat ca cac thoi diém trude
khéng thé 1am cho du bao t6t hon. Néu téng gia tri cta lugng ngdm dén T thi dai lugng
€’ Dbi giam di va sé dan t6i khong khi T—ee.
Nhu vay, khi T—e gia tri doan trudc t61 uu x(t+T) sé tién t6i ky vong toan hoc cua
qua trinh ngiu nhién va bang khong.

Theo (5.3.22), sai s6 binh phuong trung binh cua du bio ¢* dudc xac dinh duéi dang

o’=D-¢e*" Tsx(a))da)= D(1-e>"T) (5.5.33)
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Tt d6 thdy ring sai s6 du bao ting 1én khi ting lugng ngadm dén T.
Khi sti dung cong thiic (5.5.19) ta nhan dugc chinh gi4 tri cia ham truyén t6i uu.
Trong trudng hgp nay, khi phan tich mat do phé S,(w) = S,(w) thanh cac nhan ti
tuyén tinh ta dudc
Do 1

Sdw) = T (w-ia) w+ia) (6:5.34)

Nhan ti ciia miu thic o+o c6 nghiém o=—io ndm ¢ nda mit phing phia dudi,
nhan ti o-io ¢6 nghiém w=io. ndm & ndia mit phing phia trén. Vi vay, ta 14y ham S,(o)
la

Si(w) = —, (5.5.35)
(w+ia)
va lay Sy(w) 1a
Sy(w) = D—a. (5.5.36)
T(w—-1a)
Thay cac ham S;(w) va Sy(w) da chon vao (5.5.19) ta nhan dugc
o—-ioat a1 i
L(w) = e | ——e“™dpat . 5.5.37
(©) 2,[2! _mel_m o (5.5.37)
Theo (5.5.20), ta c6
= - jg D khit+T>0
LI e Ndg, = ! (5.5.38)
2r Y w -l 0 khi t+T <0
Twu d6
L(e) = (oe+io) e~ * [e @ ohdt = e (5.5.39)
0

2. Ta xét trudng hgp ngoai suy thuan tuy thé hién x(t) cho trén khoang (—eo,t), khi
qua trinh ngau nhién X(t) c6 ham tuong quan

R.(t) = De “ cos Ar (5.5.40)
Ham tucng quan nay, nhu da chi ra trong muc 3.2, vi du 3, tusng Gng v6i mat do
phé
Do a+ B+
S(0) = 2 2 IBz 2 2.2
T (0 -0 -p) +4a"w
2 2 2
- Da _ ap o _ (5.5.41)
7 lo+B+rio]o-Brio]eo+B-in]o-(f-ia)]
Cong thiic (5.5.10) dudc viét lai duéi dang
i T 2 2 2
F(w)=2% L@-e"fo’ + 5+ o) (5.5.42)

7 lo+Brio]o-B+io]o+B-iv]o-(B-ia)]
MAu thtc v& phai (5.5.42) ¢6 khéng diém & ntia mat phing trén tai o=p+io va
o=—P+io. Vi biéu thiic @*+a’+B? tai cac khong diém nay khong bing khéng, nén tai céc
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gi tri nay ctia ® ham L(w)— €“" can phai bing khong. Tu d6 ta duge
L(B+o) = FHaT = g @bt (5.5.43)
L(-B+io) = P17 = g (@AT (5.5.44)
Ham F(w) c6 khong diém tai i/’ + B° , trong d6 diém i/o> + A ndm ¢ nlia mit
phéng trén, do &6 ham L(w) chi ¢6 thé ¢ cuc diém don tai w=iya’ + B° , c6 nghia 1a ham
L(w)(o—iya” + 8% ) cAn phai nguyén, tic 1 né khong thé c6 diém ky di hitu han.

Dé thuc hién diéu kién 3 c4n phai cho ham nay 14 ham tuyén tinh, tic dat

L(w)(o-iya’ + 8% ) = Ao + B. (5.5.45)
Tit d6
Lo = — 0+ B (5.5.46)

Khi st dung diéu kién (5.5.43) va (5.5.44) ta nhan dudc hé dé x4c dinh cac hé s6 A

va B:
e‘“TLH+i(a—w/a2 + 3 )Je"”T =Af+ia)+B
e l—,B+i(a—\/a2 + )Je"/’T =A-pB+ia)+B (5.5.47)

Khi giai hé nay ta dudc:

2 + 2
A=(ospT+ YE P gy e (5.5.49)

B=io + (—Wﬂﬁ_“ sinBT - cospT) & . (5.5.49)

Khi da tim dudc cac gia tri A va B, hop 1y hon ta biéu dién ham truyén t6i uu
(5.5.46) dudi dang

2, @2 2 2
Ly=A - NOHL ZIB_ e NE B oy e
iw+o? +
24 B oo + B2
- 2 CAF T+ By e (5.5.50)

io++a’ + B
Theo (5.4.12) ta tim dugc ham trong lugng to1 vu

[ 2 2 o
(cospT +W sinpT) e T 2l [e“da-
T —oo

g(t) =
A+ Py’ + )sinﬂT.e‘“TLTem do (5.5.51)

B 28w+ + B

Theo tinh chat cia ham Delta (4.2.4)
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1T o
g:[oe“‘da)— 5(t) (5.5.52)

Tich phan trong hang thi hai cta (5.5.51) bang
g G0 i fga do
2 iw+aR+ B 2T w—-iol + B
—J o2+t .
>
=1 khi t20 (5.5.53)
0 khit<0

Khi thé (5.5.52) va (5.5.53) vao (5.5.51) ta nhan dudc ham trong lugng t61 vu véi t=0

g(t) = (cospT +_ﬂ+ﬁﬁ—0{ sinpT) e §(t) —

2’ +p —;\/0! +f )sinﬂT.e‘“Te’Wt (5.5.54)

Khi d6, tuong ting véi (5.3.1), cong thiic ngoai suy t61 uu dugc viét dudéi dang

(t+T) = (cospT +—V“+ﬁﬂ_“ sinBT) & " x(t) -

2 2 [ A2 2 oo
At p e+ B sin ,HT.e“’T'[x(t - T)e—Wde (5.5.55)
B 0
Cong thic (5.5.55) chiing t0 rang, gia tri du bao x(t+T) khong chi phu thudc vao cac
gia tri cudi cing cta thé hién x(t) da biét, ma con phu thudc vao gia tri cia né tai tat ca
céc tri s6 cho trudc cia d6i s6 theo d6 tién hanh 14y tich phan.
Theo (5.3.22), sai s6 binh phuong trung binh trong trudng hgp da xét dudge xac dinh

duéi dang
2
[ -2 + 2
-2 [cosﬂT —%sinﬂ (5.5.56)

N | O

3. Ta xét trudng hgp ngoai suy thuan tuy, khi ma qua trinh ngau nhién X(t) c6 ham
tuong quan

R (1) = De " (cos [T+ % sin ,B|Z'|) (5.5.57)

Tuong ting v6i ham tuong quan nay 1a ham mat d6 phé
2Da a’+

S(w) = (5.5.58)
T (0 +a’ - ) +4dw’
Trong truong hop nay cong thiic (5.5.10) dudge viét dudi dang
2D L _ein 2 + 2
Flo)= =% L) - ke + ) (5.5.59)

r |lo+B+iofo-(B+iofo+(B-io)]o-(B-ia)]
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Tién hanh lap luan nhu trong vi du 2 ta nhan duge ham truyén t6i uu duéi dang

: i wsi
L(w) = (cosﬂT + zsmﬂTJe_“T + Me_ﬂ (5.5.60)
B B
Theo (5.4.12) ta tim dugc ham trong lugng to1 vu
o =
o(t) = (cosPT + 8 sinpT) e‘”’T je Smﬂ; € j ive“dw  (5.5.61)
Tich phan
1 R H i ak 3]
— [iwe“do = 5) (5.5.62)
2r *,
1a dao ham cta ham Delta. Tt d6 ta c6 thé viét ham trong lugng t6i vu duéi dang
. —aT
e ,
o(t) = (cospT + % sinpT) e 50+ PT€ sty (5.5.63)
B B
Khi thay ham trong lugng tim dugc vao (5.3.1) ta nhan dugc cong thiic ngoai suy toi
uu
: —oT
(t+T) = (cospT + Z sinpT) e x(t) + S2ATE" wih) (5.5.64)
B B
Vi
[xt-n&@)dr =Xt (5.5.65)

0
Tt cong thiic (5.5.64) thay rang gia tri ngoai suy x(t+T) phu thudc vao chinh gia tri
cta thé hién x(t) tai thoi diém t cing nhu phu thudc ca vao dao ham x'(t) cta né tai thoi
diém nay.
Sai s6 binh phuong trung binh ctia phép ngoai suy trong truong hgp viia xét duge
xac dinh duéi dang

o’ =D{1 e’ (cosﬂT +EsmﬁTj ] (5.5.66)

4. Xét trudng hop ngoai suy c¢6 lam tron khi cho thé hién z(t)=x(t)+y(t) trén khoang
(—oo,t) V61 y(t) 1a sai sd do.
Ta sé& xem rang cac qua trinh ngau nhién X(t) va Y(t) khong tuong quan lan nhau
va ¢6 cac ham tuong quan
R.(x) = D,/ (5.5.67)
R,(t) = D,e ™" (5.5.68)
Céc mat do phé tuong tng véi ching duge mo ta béi cac cong thiic
Doy _ ¢

S(w) = (5.5.69)

n(coz + oclz) o’ +of
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D,o C
Sy(w) = 22 2 =5 2 5 (5.5.70)
7r(a) +a2) o +a,

Tuong tGng véi (5.3.23) va (5.3.24) ta tim duge mat d6 phd S,(®) va mat do phd quan
hé S, (0):

Se(0) = Sy(®) (5.5.71)
a)z + 2
S,(®) =S (®) + S(w) = 7 (jj_(az )(w’f +)a2 ] (5.5.72)
1 2
trong d6
Cy = l(D10c1 + Do), A =M0@0@ (5.5.73)
V4 D, +D,e,

Céng thiic (5.5.10) dudc viét duéi dang
— L(a))c3 (a)2 + 182) — eWTcl (o+ i 0(2)(60— i 0(2)
(wo+io)(o-io)(o+ia)(w-ia,)

F(w) (5.5.74)

MAu thtc v& phai (5.5.74) ¢6 khong diém & ntta mit phing trén tai e=io, va o=io,.
Vi ham F(w) 1a giai tich § nta mit phing trén, nén ti thic ciing phai ¢6 khong diém tai
cac diém nay dé ching c6 thé dudc rat gon véi cac khéng diém ctia mau thiec.
Do d6, cAn thod méan cac déng thic
. 2 2 —oT 2 2
C3L(|a1)(ﬂ —0oy)=Ce “ (o, —o),

Lie,) (B —a2)=0 (5.5.75)
Tit d6 ta duge
: C o~ .
Lig,)="2—"Le" 5.5.76
( l) C3 IBZ _a12 ( )

L@Goy) =0, khi B # o,. (5.5.77)

Ham L(w) giai tich & ntta mat phing dudi, con & ntia mat phang trén né chi c6 thé
c6 cac cuc diém ma ching khong phai 14 cuc diém ctia ham F(w), tic 1a v6i ching ham
L(w)(w?+p?) khong thé c6 cuc diém. Diém o=ip 1a diém duy nh4t nhu vay, ttc L(w) c6 thé
¢6 cuc diém w=if, do @6 ham L(m)(0-if) 12 nguyén. P& thoa man diéu kién 3 ta gia thiét
n6 14 ham tuyén tinh

L(w)(0-if) = Ao + B, (5.5.78)
tir d6
L(w) = AwJ.r B (5.5.79)
w-ifp

Thay (5.5.76) va (5.5.77) vao (5.5.78) ta xac dinh dudc cac hé s6 A va B tu hé
phuong trinh

Aio, + B=0
- Aio, +B
&%eﬂﬁ = L (5.5.80)
c, /-« i(, — D)

tu do
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Gt ar
¢, o +p
iy GO o

B=-le,
¢ o +f

ki

(5.5.81)

Thay (5.5.81) vao (5.5.79) ta nhan dudc ham truyén t6i uu
cotao,a +icue_alT

c, o, +pf f+iw

Theo (5.4.12) ta tim dugc ham trong lugng to1 vu duéi dang

L(w) = (5.5.82)

C o ta, e‘“‘TLT ot O, +.ia)
cC, o+ 2 f+io
_Goto
o o+p

g(t) = dw=

—oo

e [5(t) + (e, — Be]. (5.5.83)

Cong thtic ngoai suy to1 uu ¢6 lam tron sé c6 dang
Do, o+,

t+T) =
x(t+T) D, +D,o, o+ f

e’ [x(t) + (o, — ﬁ)T e x(t - z‘)dr} (5.5.84)

Sai s6 binh phuong trung binh ctia phép ngoai suy c6 lam tron trong truong hop
trén dudc xac dinh nhu sau:

o =D|1-_ D@ ta)  ar| (5.5.85)
| (D +Da)e+p)

5.6. Ngoai suy va lam tron qud trinh ngdu nhién khi biéu dién ham tuong
quan dudi dang téng cdc ham mu

D61 véi cac qua trinh ngau nhién ma ham tu tuong quan va ham tuong quan quan
hé cta ching c¢6 thé biéu dién duéi dang téng cdc ham mi thi phuong phap giai phuong
trinh Viner—Hopf [17] ¢6 thé khong doi hoi phai st dung 1y thuyét ham bién phc.

Cac ham ngau nhién, ma ham tudng quan caa ching dude biéu dién duéi dang téng
cac ham m, 1a nhiing ham c6 mat do phd hitu ty.

Thuc vay, néu

R,(v)= > D", (5.6.1)
k
thi mat d6 phd c6 dang
25 2 I 2 D, ¢,
S (w) == T)coswmdr =" D |e*™ coswmdr="—"") —*X"k_ 5.6.2
(©) ﬁ{&() ) kg DY (5.6.2)

C6 thé chi ra ring, moi ham tuong quan cé thé duge x&p xi, v6i 6 chinh xac tuy ¥,
bdi chudi ma cac thanh phan cia né 1a cac ham mii.

Cu thé, ham tuong quan dugc biéu dién qua cac ham mi 14 téng c6 dang

—o | T D —(oy+i T —(oy i T
R =Y D& cospyt = ij[e” Pl 4 gl (5.6.3)
k

k
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Gia st tit ca cac ham tuong quan dua vao phuong trinh Viner-Hopf dudc biéu dién
duéi dang téng cdc ham mii:

RX(T):ZSeﬂ%\T\ , (5.6.4)
Ry(T):ZNiefﬂi\f\ ; (5.6.5)

Y He¥, 750
(1)=1{_ (5.6.6)
R > Ger, 7<0
> Ge"™,  7>0

R, (7) = S h e o (5.6.7)

Thay (5.6.4)-(5.6.7) vao céng thic (5.3.4), (5.3.5) ta dudgc
R, (1))=Y Se“ +> Ne’, (5.6.8)

R(1)=>Se +> Ge"m+> He "+ Ne’, (5.6.9)
Trong cong thiic (5.6.8) ta chi xét 1>0, vi phuong trinh Viner-Hopf chi dudc xét d61
v6i cac gia tri khong am cua t.

C6 thé viét lai cac cong thiic (5.6.8) va (5.6.9) khi hop hai tdng vao mot

p
R,(1)=).Ce%,720; (5.6.10)
k=1
p m
R(1)=Y.Ce* M+ Bje’b"m (5.6.11)
k=1 j=1

6 day p va m 1a s8 cac hang chung trong t6ng két hop tuong tng.
Ta sé tim ham trong lugng g(t) duéi dang

g(t) = ZN: Ae ™ + Ad(L), (5.6.12)

trong d6 o(t) 1a ham Delta.
S6 N va ca cac hé s6 A va a, duge xac dinh tit phuong trinh Viner-Hopf (5.3.11).

Thay (5.6.10), (5.6.11) va (5.6.12) vao phuong trinh (5.3.11) va yéu cau sao cho né
thod mén déng nhat tai moi gia tri khong Am ctia déi s6 t:
p < N p m
Y Ce st = j {Z Ae™ + A5(r)}{z ce ™+ B |dr =
k=1 olLsl k=1 j=1

N

ngi Cke_th_re_aSrdT'i‘]:iAgi Bje—bj\t—r\e_asrdz. +
k=1

s=1 0 s=1 j=1

S8
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o

p ©° m
+ A[Y ce ' smdr+ Al Y Be S(r)dr=3,+ 3, + 3+, (5.6.13)

0 k=1 0 j=l1

J _ ZASZC |:Ie agr+0y (t— T)]dT+Ie—[aST+ck(t 7) dT:| —
s=1

—ZN: c 1 —Ckt 4= (85—t ~Cit 1 Cit 1 —(Gtasdt | —
=> A C|——e"e -e —¢ e =

P C —a G — & G T8
2C at
=» A>C ( -k _g® J (5.6.14)
; Z 2 Ta-g
Bang cach tuong tu khi tinh J, ta dudc
N m B, st 2B, b
=Y A |- e (5.6.15)
= Ela—b a; —b;

Ta tinh J,

ot p t oo
C, I e *"§(r)dr = AY C, [J- e *s(r)dr + I e‘ck“")é'(z')dz'} (5.6.16)
k=1 t

k= 0 0

Tich phan thi hai trong (5.6.16) bing khong vi §(t)=0 khi t#0. Trong tich phan thi
nhét, thuc hién phép d6i bién t—1 = z, trén cd sé tinh ch4t ctia ham Delta (4.2.7), ta dudc

p t p e p
J,=A>.C, j e S(t—2)dz= A . C, j e*3(t - 2)dz= AY . C ™ (5.6.17)
k=1 0 k=1 0 k=1

Bang cach tinh tuong tu véi J,, ta duge

J,=A> Be™ (5.6.18)

=1

bat (5.6.14)—(5.6.18) vao (5.6.13) ta nhan dudgc

P N p(Ce* 2Cce™

e (t4T) _ K kG
che ‘ _Z‘{Z[C T2 |t
k=1 s=1 k=1 k

-8 A -G

m [Bje‘th 2B,b,e™

p m
+ + ce®+SBe | (5.6.19)
Hab g H facerns)

=
Péng thic (5.6.19) can phai dudc thod man dong nhat véi moi gia tri t duong. Mudn
vay, cac diéu kién sau day phai dugc thuc hién
1. Cac hé s6 trong € *' & v& phai cAn phai bang khong. Tt d6
b C.C m Bb;
Y 4y =0, s=12..,N. (5.6.20)
TJal-c ‘Fa -b;
Ta da nhan dudc hé N phuong trinh dé xac dinh a,, a,,..., ay. Do d6, c¢6 thé tim cac
chi s6 mu dua vao trong ddng thic (5.6.12) nhu 1a nghiém ctia ham
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(5.6.21)

b C.C m  B;b,
P(Z) — k ™~k + 17
kZ::‘ zZ-c JZ_:‘ z' -b;
Trong d6 chi 14y c4c nghiém c6 phan thuc ducng. Trong trudng hdp téng quat s6 cac
nghiém nhu vy sé 1a m+p-1, do @6 N trong cong thiic (5.6.12) c6 thé 14y bang m+p—1.
2. Cac hé s6 trong € 7' & v& phai cAn phai biing khong, con cic hé s6 trong €' & vé
phai phai bing C, e %" . Tt d6, sau khi xac dinh a, theo cong thic (5.6.21) ta nhan dugc
hé phuong trinh dé xac dinh A, Ay A

N
> AL A=0,j=12,..m

s= _b'
T &, (5.6.22)
N AS T
> +A=e%" k=12..,p
o1 &5 —C

T4t ca nhiing diéu da trinh bay c6 thé dung dude khi ma ham P(z) khong c6 nghiém
boi. Trong trudng hop c6 nghiém boi, cAn phai bién déi biéu thiic (5.6.12), vi trong trudng
hop ngudc lai hé (5.6.22) sé khong tuong thich. Ching han, néu a, 14 nghiém bdi hai caa
ham (5.6.21), ttc 1a a;=ay,,, thi hai thanh phan tuong tGng v6i né trong biéu thic (5.6.12)
can thay bang (Ajt+A,, 7)€ 7.

Khi d6 phuong trinh thii 1 cia (5.6.20) dugc viét duéi dang

p C.c m Bb
Y ey — =0, (5.6.23)
— (42 _ 2 — (2 b_z)
A& -af =@ -b
con nhiing phuong trinh con lai dude giii nguyén khong thay d6i. Khi d6, thanh phan caa
tong c6 hé sd A, trong cac phuong trinh (5.6.22) duge viét dudi dang
A > hay A
(31 — G ) a —b,

Phuong phap da xét § day bao gom nhu sau:

1) Céc ham tuong quan dudgc x4p xi bdi cac cong thiic (5.6.10) va (5.6.11),

2) Thanh lap ham P(z) theo céng thiic (5.6.21) va tim nghiém c6 phan thuc duong
a, cua no,

3) Lap hé phuong trinh (5.6.22), gidi nd, ta nhan dudc ciac hé sd A, va A,

4) Tim ham trong lugng g(t) theo cong thic (5.6.12),

5) Theo cong thiic (5.3.1) tim gia tri chua biét x(t+T).

Phuong sai sai s6 cua phép x4p xi, khi d6, dudc xac dinh theo cong thiic (5.3.3) ma
sau khi thay thé (5.6.10), (5.6.11), (5.6.12) va thuc hién viéc tinh tich phan né dugc viét
duéi dang

N P C P
=R (0)-> A —Fk—e*" - AY C,e™ (5.6.24)
=1 k1 a5t G k=1
Cac vidu
1. Ta xét truong hop ngédm dén thudn tuy khi c6 thé hién x(t) trén khoang (—eo,t)
ctia qué trinh ngiu nhién X(t) c6 ham tuong quan
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R(m=De“". (5.6.25)
Trong truong hgp nay, theo (5.3.4) va (5.3.5),
R, (1) = R,(t) =R,(t) = De ", (5.6.26)
Khi d6 phuong trinh Viner-Hopf dugc viét duéi dang

R,(t+T) = Tg(r)Rx(t—T)dr, t>0 (5.6.27)

Theo (5.6.12), ham trong lugng g(t) sé dugc tim dudi dang
N
gt) = > A +AS() (5.6.28)
s=1

Vi téng trong cac ding thic (5.6.10) va (5.6.11) chi ¢6 mot hang ti, ticlap=1, m =
0, nén ham (5.6.21), ma né c6 thé c6 s6 nghiém khoéng 16n hon p+m-1, sé khong c6
nghiém, tiic N=0. Khi d6 ham trong lugng dugc viét dudi dang

g(t) = Ad(t). (5.6.29)
T déng thic (5.6.22) ta dudc
A=e" (5.6.30)
T d6 ham trong lugng t61 vu c6 dang
gt) = e 3(t) (5.6.31)
Khi d6 phuong sai sai s6 cua du bao, theo (5.6.24), dudc xac dinh duéi dang
o’=R(0-e“ De“ =D(1-€7") (5.6.32)

Ta nhan dudge chinh két qua nhu trong vi du 1 muc 5.5.

2. Xét trudng hop ngdm dén thuan tuy khi qua trinh ngau nhién X(t) c6 ham tuong
quan

ol

R(t)=De " cosPr. (5.6.33)
Ta viét R(t) duéi dang
R.(1) = %[e‘(“‘iﬁ)" 1 (o] (5.6.34)
Trong truong hgp nay
R,.(¥) =R,(1) :g o7 4 (eribre ] (5.6.35)

12 t6ng ctia hai hang ti, tic p=2, m=0. Khi d6 N=p+m-1=1, con ham trong lugng sé
c6 dang
g(t) = Ae ™ + Ad(t) (5.6.36)
Ham (5.6.21) dugc viét duéi dang

_D a—ip oa+if _
b= 27:[22 ~(e-iB) = —(a+iﬂ)2}

- Do{ _ Z-@+f) 2} (5.6.37)
z-2z(ax -p)+(a +5)
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Ham nay c6 nghiém duong duy nhdt z =+ o’ +,32 ma noé cho phép tim a, trong
ham trong lugng.
Pé x4c dinh cac hé s6 A, va A ta st dung hé (5.6.22) dudi dang

A
Joi + B —(a—ip)
A| + A= e—(a+iﬂ)T

Jad + B —(a+ip)

+A=g @

(5.6.38)

Giai hé nay ta dugc
2(052+ ‘oot + 2) .
P 5 P e sin AT (5.6.39)

A=e"| cos T +—“a+,£_asinﬂT (5.6.40)

A:

Cubi cung ham trong lugng c6 dang

g(t) = 2(a“a2 +’; o _ﬁz)sinﬂTe‘WT +

+| cos AT +—“a+;_asinﬂT o) e (5.6.41)

Két qua nhan dugc nay chinh 1a két qua trong vi du 2 muc 5.5.

CHUONG 6: XAC PINH CAC PAC TRUNG CUA HAM NGAU NHIEN THEO SO
LIEU THUC NGHIEM

6.1. Cdc ddc trung théng ké clia ham ngdu nhién

O chuong 2 chiing ta da th&y ring, trong ly thuyét tuong quan, ngudi ta 18y ky vong
toan hoc va ham tuong quan lam d#c trung ctia ham ngiu nhién. Ta xét phuong phap
x4c dinh cac dic trung nay theo s6 liéu thuc nghiém. Trong dé cAn nhé rang, khi st dung
cac s6 liéu thuc nghiém ta khong bao gio gia thiét c6 tap hdp tit ca cac thé hién c6 thé
cta ham ngiu nhién, ma chi c6 mét s6 hiiu han cac thé hién, 12 mot phan nao d6 trong
tap tong thé.

Vi vay, cac dic trung ctia ham ngau nhién dugdc xac dinh theo tap mau nay mang
tinh ch4t nglu nhién va c6 thé khac véi nhiing dic trung thuc xac dinh theo toan bo tap
tong thé cac thé hién. Nhiing dic trung nhan duge theo s6 liéu thuc nghiém goi 1a nhiing
dic trung théng ké hay udc lugng thong ké. Khac véi gia tri thuc ciia ky vong toan hoc
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M(t) va ham tuong quan R(t;,t,), ta sé ky hiéu cac dac trung thong ké tuong tng dudi
dang (1), R(t,,t,).

C6 thé xét ham ngiu nhién nhu tap hdp tat ca cic lat cit ctia n6. Xudt phat tir do,
c6 thé dua viéc x4c dinh cac dic trung thong ké cia ham nglu nhién vé viéc xac dinh cac
dic trung tuong ting ciia hé cac dai lugng ngiu nhién.

Gia st do két qua thuc nghiém ta nhan duge n thé hién X, (t) (i=1,2,...,n) cta qua
trinh ngau nhién X(t) trén khoang t,<t<t, +T (hinh 6.1).

Ta sé chia khoang nay thanh m phan bing nhau béi cac diém t,.t,,....t .t +T . Déi
v6i méi gia tri clia doi s6 t; (j=1,2,..,m) ta nhan dugc mot 1at cit cuia qua trinh ngiu
nhién X, =X(t;) 1a mot dai lugng ngau nhién, tic 1a ta nhan duge hé m dai lugng ngau
nhién. Va thay cho cac dac trung théng ké ciia qua trinh ngau nhién ta sé xét nhiing déc
trung tuong tng cua hé cac dai lugng ngau nhién nay.

xi(t)

tﬂ t’? tZ tm-: tO+T

Hinh 6.1
Theo muc 1.8, nhiing dic trung d6 la: ky vong toan hoc ctia cac dai lugng ngau
nhién
mX; =) (6.1.1)
12 nhiing gia tri thong ké ctia ky vong toan hoc ctia qua trinh ngau nhién tai cac gia tri
roi rac cua doi s6 t;, va ma tran tuong quan

R, R . R,
HFEJ.J“= Rz Rem |, (6.1.2)
Rom

Cac phan tl clia ma tran tuong quan (6.1.2) 12 mémen tuong quan théng ké gitia cac
lat cdt cta qué trinh ngiu nhién, tng véi cac gia tri cua d6i s6 t; va t,, tdc la cac gia tri
thong ké cia ham tuong quan cia qua trinh ngau nhién tai nhiing gia tri roi rac cua doi sd
t; vat,

Rj,l = Rx(tj’tl) .

Theo luan diém cta théng ké toan hoc (chdng han, xem [8]), ngudi ta xem trung
binh s6 hoc ctia n gi tri hién c6 cta dai lugng ngau nhién 1a gia tri thong ké cua ky vong
toan hoc

- 1¢ .
M) =2 %), j=12..m. (6.1.3)
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Tuong tu, cac gia tri thong ké cia mémen tuong quan duge xac dinh theo cong thiic
~ 13 . .
Rt )= —— > [xt)-mpllx ) -m )] (6.1.4)
- i=1

Dic biét, khi j=| mémen tuong quan la gia tri thong ké ctia phuong sai tai 1at cat
tuong tng

B,(t) =Rttt =—— Y x 6 - m.ct)))* (6.1.5)

Cac gia tri thong ké cua hé s§ tuong quan T, =T,(t;,t,) 1a nhiing gia tri thong ké
ctia ham tuong quan chuén hoé T, (t;,t,) tai nhiing gia tri d6is6 t;, t,, dugc xac dinh theo
cong thic
R.(t;. 1)

rx(tpt|)=m,

(6.1.6)

trong d6 &, (t)=+/D,(t) .

Phuong phap viia xét trén day, 14y tri s6 trung binh s6 hoc theo tat ca cac thé hién
c6 dugc lam gia tri thong ké ctia ky vong toan hoc cua dai lugng ngau nhién, dua trén co
s6 st dung quy luat s6 16n. Quy luat nay phat biéu ring, khi s6 lugng cac thi nghiém 1a
16n, véi x4c suét gin bing don vi, c6 thé cho ring do léch cta gia tri trung binh so véi ky
vong toan hoc 14 nhd. & day giad thiét rang, cac thi nghiém 1a ddc lap va dudc tién hanh
trong nhiing diéu kién nhu nhau. Cac thi nghiém dudc coi 1a tién hanh trong nhiing diéu
kién nhu nhau néu khi thuc hién ching, tap hop tat cad nhiing tac dong dudgc tinh téi,
diéu kién ban dau va nhing moéi lién hé dude gitt nguyén khéng d6i. Cac thi nghiém duge
coi 1a doc lap néu két qua ctia mdi thi nghiém khong phu thudc vao két qua cta nhiing
lan thi nghiém khac. Duéi géc d6 toan hoc, tinh ddc 1ap ctia cac 1an thi nghiém khac nhau
tuong duong véi su doc lap ctua luat phan bo cia ham ngiu nhién trong cac thi nghiém
d6, con su ton tai nhiing diéu kién bén ngoai giong nhau khi tién hanh thi nghiém tuong
duong véi viée cac quy luat phan bd cia ham ngau nhién nhu nhau trong tat ca cac lan
thi nghiém.

Hé phuong phap vita xét ciing duge tng dung dé x4c dinh cac dic trung théng ké
cua truong ngau nhién.

Gia st c¢6 n thé hién U (p) (i=1,2,..,N) cha truong ngdu nhién U(p) trong mién
khéng gian D nao dé. Ta chia mién D thanh m phin bdi mot tap hop cic mit phing
song song v6i cac mit phing toa d6 va phan bd cach déu nhau. Ky hiéu P ; 1a ban kinh
vectd cta diém N ;» dinh ctia cac khoi 1ap phuong ma mién D da duge chia thanh. Khi d6
Ging v6i moi gia tri cua d6i s6 P, 1a mot dai lugng ngau nhién U(p;) - lat cit cta trudng
ngiu nhién tai diém N;. T4t ca cac cong thic dé xac dinh cac dic trung théng ké caa
truong ngau nhién U (p) duge nhan tit cac cong thiic tuong ing clia qua trinh ngiu nhién
X (t) (6.1.3)—(6.1.6) bing cach thay thé chi s6 X thanh chi s6 U, con déi s6 vo hudng t dugc
thay bang déi s6 vectd p. Phuong phap xi 1y theo tap hop cac thé hién cia ham ngiu
nhién vita xét doi héi s6 lugng 16n cac thé hién, vi, nhu da biét tit théng ké toan hoc, do
chinh x4c cta cac dic trung théng ké nhan dude giam nhanh khi gidm s6 lugng thé hién.

V6i s6 lugng thé hién 16n, viéc tinh toan theo cong thiic (6.1.3) va dic biét theo cong
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thiic (6.1.4) rat khé khan. Cong viéc nay c6 thé duge thuc hién mét cach hiéu qua nho
may tinh dién ti. Ngay nay ngudi ta da 1ap cac chuong trinh xac dinh ky vong toan hoc
va ma tran tuong quan cho nhiéu loai may tinh khac nhau, nho d6 viéc xt 1y cac thong
tin khi tugng thay van dude thuc hién.

Thong thuong trong thuc t& viéc do dac cac yéu t6 khi tugng thuy vin dude tién
hanh khong lién tuc d6i véi tat ca cac gia tri cia doi s6, ma chi tai nhiing gia tri roi rac
cua né. Nhu vay, khi xac dinh cac dic trung cia ham ngiu nhién theo s6 liéu thuc
nghiém quan tric khi tugng thiy vén, ching ta c6 mot hé cac lat cit déi véi nhiing gia tri
cu thé da cho caa d6i s6, va ching ta chi c¢6 thé thao tac véi hé do.

Trong trudng hdp qué trinh ngdu nhién ding hay trudng déng nhit ding huéng, ky
vong toan hoc khéng phu thudc vao déi s6 cia ham ngiu nhién, con ham tuong quan la
ham chi ctia mot d61 s6 vo huéng — modul ctia hiéu cac d61 s6. Khi d6 viéc tinh toan don
gian hon nhiéu, thay vi ma tran tuong quan (6.1.2) chi can tinh nhiing phan ti 6 hang
dau tién cta noé, d6 chinh 1a cac moémen tuong quan giiia cac lat cit ndm cach nhau
nhiing khoang khac nhau cia ham ngiu nhién.

6.2. Cac ddc trung théng ké cua cac ham ngdu nhién cé tinh Egodic

P&i véi qua trinh nglu nhién ding hay truong dong nhat ddng hudng c6 tinh egodic
viéc 14y trung binh theo tap céc thé hién (xem chuong 2) ¢6 thé thay bing 14y trung binh
theo mot thé hién cho trén khoang bién thién du 16n cta déi sé.

Ta xét cac phuong phap xac dinh cac dic trung thong ké ciia ham ngiu nhién trong
trudng hop nay.

Gia st c6 thé hién x(t) cia quéa trinh ngu nhién dung egodic X(t) cho trén khoang
[0,T].

Nhu da trinh bay trong muc 2.6, cac gia tri cua ky vong toan hoc va ham tucng
quan cuia qua trinh ngau nhién dudc xac dinh theo cac cong thiic (2.6.1) va (2.6.2).

Trong cong thiic (2.6.2) c6 méit gia tri thuc cua ky vong toan hoc m,_ cta qua trinh

ngau nhién. Song trong da s6 trudng hop gia tri nay chua dudc biét, va do d6 thay cho gia
tri thuc budc phai st dung gia tri théng ké ctia ky vong toan hoc m, .

Trén thuc t& ching ta thuong khong c6 bidu thic giai tich ciia thé hién x(t), ma chi
12 biéu dién db thi cia n6, nhan dudc bing cac dung cu tu ghi, hodc théng thudng nhat 1a

bang cic gia tri cua né tai nhiing tri s6 roi rac cia doi s6 t.

A

Hinh 6.2

Khi dé, trong cac cong thiic (2.6.1) va (2.6.2) cac tich phan dugc thay thé gan ding
bing cic tong tich phan.
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Gia st c6 bang ghi lién tuc caa thé hién xt) (hinh 6.2), ta chia khoang [0, T] thanh
n phan bang nhau d6 dai At va ky hiéu diém cubi cta ting doan 1a t,=jAt(j=1,2,..,n).

Vi T =nAt, nén cac cong thic (2.6.1) va (2.6.2) c6 thé viét dusi dang

m, =%iX(jAt), (6.2.1)
R (1) =— 3 [x(jan-m][x(j +koatl-m, . (6.2.2)

trong d6 1, =kAt (k=1,2,...,m).

Néu bang ghi thé hién khéng lién tuc ma 1a rdi rac, thi t, lay bing nhiing gia tri
cua d6i s6 tai d6 ghi gia tri cta thé hién x(t).

Viéc xac dinh gia tri théng ké cta ky vong toan hoc M, va ham tuong quan R,(l)
cla trudng dong nhat ding huéng U(p) theo mot thé hién cho trong mién khong gian D
ciing dugc tién hanh bang cach tuong tu.

Hé phuong phéap vita xét ciing hoan toan duge 4p dung dé xac dinh ham ciu tric
cua qua trinh diing egodic hay trudng ngau nhién dong 0nhé't ddng hudng. Cong thuc dé
xac dinh gia tri théng ké cia ham cau tric theo mdt thé hién cia ham ngiu nhién X(t)
cho trén doan [0,T] c6 dang

T—
B, (1) = L j [x(t+1)—x®[dt. (6.2.3)
T-14
Khi thay thé tich phan trong (6.2.3) bang téng tich phan, giéng nhu d6i véi ham
tuong quan, ta c6 cong thic
- 1 n-k
Bx(rk)zﬁZ[x(tj +1)-xt)f . (6.2.4)
—k&

Né&u khong chi ¢c6 mét thé hién, ma 14 mét s6 cac thé hién ciia n6é nhan duge trong
nhiing diéu kién nhu nhau, thi viéc xti 1y dudc tién hanh theo phuong phap trén déi véi
ting thé hién, sau d6 14y trung binh céc dic trung tinh duge. Trong trudng hgp nay cin
nhé réng gia tri trung binh cta ham cdu trdc nhan dude bing cach 14y trung binh theo
mét bo n thé hién d6 dai hitu han T, sé tién tdi gia tri thuc khi 14y giéi han n— .

Con d61 v6i ham tuong quan, do khi tinh n6é khong sti dung gi tri thyuc ma dung
gia tri thong ké cua ky vong toan hoc cia ham ngau nhién, nén gia tri trung binh cta
n6, tham chi cd khi n— <o, van bi sai léch.

Thuc vay, d61 v6i ham cau tric ta cé
- 1 T-1 )
MIB,(D)|[=Mq—— || X({t+1)— X(®)|'dt; =
B {T_Tﬂ (t+1-X(V)] }

_ 1 {xt+v-xoF bt =LTBX (t)dt =B, (1), (6.2.5)
T-14 T-1+
ttc 1a ky vong toan hoc cia ham céu tric thong ké bang gia tri thuc ctia né.

Néu céc gia tri théng ké cia ham tuong quan duge x4c dinh theo tiing thé hién d6
dai T c6 st dung gia tri thong ké ctia ky vong toan hoc cia ham ngiu nhién, thi
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MR (]=M {T T{xm m (X (t+1)- m]dt}==T%TT£TM{[X(t>—mx][X<t+r>—mx]}dt=
L M@ - m X0 m et = [, -m (X0 -m ot -
T-139 T-1

LTM {Im, —m, J[x®)~m, Jidt + LTM [, —m,)? et (6.2.6)
-1 0 T-1 )

Hang thi nhat trong (6.2.6) bang gia tri thuc clia ham tuong quan R (1). Thé cac
gia tri thong ké f, vao nhiing hang con lai ctia (6.2.6), sau mot loat bién déi ta nhan

dugc biéu thic

~ 2
MR @]=R, ool [1 —ﬂ[rR (t) +TR (1, - D]de, +

(T_—)Tj(r+r 2t)[R (1,)+ R (1, - 1)]dr, (6.2.7)

Tt d6 thay rang, ky vong toan hoc ctia gia tri théng ké cia ham tuong quan, ma gia
tri trung binh cta né 14y theo tat ca céc thé hién sé tién t6i d6 khi n— e, khéng trung
v6i gia tri thuc cua ham tuong quan. Khi t— 0, ti (6.2.7) ta nhan duge cong thiic cho ky
vong toan hoc ctia phuong sai thong ké ctia ham ngiu nhién khi tinh gia tri cia né bang
cach 14y trung binh theo ting thé hién d6 dai T c6 st dung gia tri théng ké caa ky vong
toan hoc

M[R.)]=m[p,]=D, ——j(T DR, (1) dr. (6.2.8)

Tt (6.2.8) thay rang, tham chi khi s thé hién dé 14y trung binh céc gia tri théng ké
cta phuong sai tién t6i vé6 han va khi khoang ghi thé hién T hiu han thi phuong sai
trung binh van sé khac biét véi gia tri thuc ciia phuong sai mot dai lugng, phu thudc vao
T va bang

=T%I(T—T)Rx(r)dr. (6.2.9)

Bang viéc xt 1y s6 liéu thuc nghiém nhu trén, ta nhan dudc cac gia tri thong ké caa
ham tuong quan tai nhiing tri s rdi rac cta déi s6. Dé c6 thé st dung tiép ham tuong
quan khi nghién ctiu théng ké cac qua trinh va cac truong khi tugng thiy vén, thuan tién
hon nén st dung biéu thic giai tich cta ham tuong quan nhu 14 ham cta d6i s6 lién tuc.
C6 thé nhan duge ham nhu vay bing cach x&p xi cac gia tri tinh dude bdi cac biéu thic
giai tich khi st dung cac phuong phap toan hoc quen thudc. Khi chon biéu thiic giai tich
dé x4p xi ham tuong quan can nhé rang diéu kién can vé tinh ding ciia qua trinh ngiu
nhién hay tinh déng nh4t cta trudng ngu nhién 14 diéu kién khong Am caa phd. Vi vay
chi ¢6 thé chon nhiing ham nao c6 phd khong Am lam ham x4p xi.

Trong chuong 3 da xét chi tiét mot s6 ham va da chi ra nhiing ham nao c6 thé dung
lam ham tucng quan cua qua trinh ngau nhién ding hay trudng ngau nhién déng nhat.
Di nhién nhiing ham nay chua bao quat dudc tat ca cac ham c6 phd khong 4m ma ching
¢6 thé 1a ham tuong quan, song nhu nhiéu nghién ctu da chi ra, nhiing ham d6 thuong
cho két qua kha phu hgp véi s6 liéu thuc nghiém khi xap xi gia tri théng ké ctia ham
tuong quan cua cac qua trinh va trudng khi tugng thuy van.
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Khi chon céc biéu thiic x&p xi nén dung d6 thi cac mémen tuong quan nhan duge va
xem xét tinh chat phu thudc ctia né vao d6i so, so sanh d6 thi nay véi @6 thi cac ham
tuong quan da xét ¢ chuong 3. Nhiing chi dan ti mi vé cac phuong phap xap xi va dd
chinh x4c ctia chiing da dugc xét trong cac sach chuyén khao va ching ta sé diing lai van
dé nay 6 day.

6.3 D6 chinh xac xac dinh cac dic trung thong ké cia ham ngau nhién

Do nhiéu nguyén nhan lam anh hudng téi d6 chinh x4c, cic dic trung thong ké cua
ham ngiu nhién xac dinh theo s6 liéu thuc nghiém la nhiing déc trung gan ding va cé
thé khac nhiéu so véi gia tri thuc cia ky vong toan hoc va ham tuong quan. Ta sé xét anh
hudng ctia nhiing nhan t6 khac nhau t6i do6 chinh xac ctia viéc x4c dinh cac dic trung
thong ké.

Dé don gian cho viéc tinh toan ta sé tién hanh nghién ctu d6 chinh x4c d6i véi qua
trinh ngau nhién. Véi truong ngau nhién, tinh chat nghién ctu va cac két luan sé tuong
tu.

1. Anh huéng ctia sai s6 trong s6 liéu ban dau

Cac s0 liéu thuc nghiém dugc st dung khi xti Iy khong tranh khoéi cé chiia nhiing
sai s6 phu thuéc vao do chinh xac ctia phuong phap quan tric va cac dung cu do.

Ta sé cho rang sai s6 do 12 mot qua trinh ngau nhién Y(t) c¢6 ky vong toan hoc m, (t)
va ham tuong quan R (t,,t,).

Khi &6 mbi thé hién z(t) cha qua trinh ngau nhién X(t) nhan dugc do thi nghiém
sé 14 téng caa gia tri thuc cta thé hién x (t) va sai s6 do v, (t)

z(M)=x{O)+y(®. (6.3.1)

Trong truong hgp nay, tuong ting véi (6.1.3), gia tri thong ké cua ky vong toan hoc
fi,(t) sé& bing

M) =1 > bt + v tl=m )+ m ). (6.3.2)

Vi trong truong hdp dang xét ta chi quan tam t6i anh hudng cta sai s6 do, nén ta sé
coi s6 thé hién du 16n sao cho céc dic trung théng ké cia qua trinh duge xét khong khac
biét so véi gia tri thuc tuong tng. Khi d6 c6 thé viét (6.3.2) dudi dang

mz(tj)zrnx(tj)-i_my(tj)? (6.3.3)

ttc 1a sai sO clia gia tri thong ké ctia ky vong toan hoc bang ky vong toan hoc ctia sai s&
do.
Theo (6.1.4), ta sé xac dinh gia tri thong ké cua ham tuong quan duéi dang

ﬁz(tph):n%i[zi (tj)_mz(tj)][zi(tl)_mz(tl )]=

=ﬁ2[xi(t1)+ Y (&) =m (&) —m, (t)HIX )+ Y () -

-m,(t)-m,(t)]==R(t;,t)+ R (t;,t) + R (t;, 1) + R, (t;.t)) (6.3.4)

Trong thuc t& quan tric khi tugng thiy vin, thong thudng ngudi ta thita nhan
ring, sai s6 do khong lién quan véi gia tri thuc cta dai lugng dude do, va cac sai s6 Gng
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v6i nhiing gia tri khac nhau cta déi s6 khong lién hé véi nhau, ttc 1a

ny(tjstl): Ryx(tj5t|):0’ (635)
Rt {0 khi j=#I, (6.3.6)
R elt)) khi j=I. e
Khi dé cong thtic (6.3.5) dugc viét duéi dang
- R.(t;.t) khi j#I,
R,(t.t)=1 , . o (6.3.7)
o,(t)+o,(t) khi j=I.

Tt cong thic (6.3.7) suy ra ring, trong trudng hgp dang xét sai s6 do khong anh
hudng t6i gia tri thong ké cia ham tuong quan cua qua trinh ngau nhién khi t, #t,,

nhung lam tang gia tri thong ké cia phuong sai &,(t ;), nhan dugc tu (6.3.7) khi t, =t,,
1én mot lugng bang phuong sai ctia sai s do c,(t).

Khi d6, theo (6.1.6), gia tri thong ké ctia ham tuong quan chuén hoa dudc xac dinh
nhu sau
R(t.t) R (t;.t)

ol . (6.3.8)
G, (t)8, () Jol(t,)+o2(t,) /o) +ok(L,)

Fz(tj :tl)z

Tt (6.3.8) thdy ring, sai s6 do 1am giam gia tri théng ké cta ham tuong quan chuén
hoa.

D61 véi cac qua trinh ngiu nhién ding X(t),Y(t) thi ham tuong quan phu thudc vao
mot tham s6 1':| t, —t,|, con cac phuong sai 63,6 la nhiing dai lugng khong d6i, khi d6

(6.3.8) dugc viét thanh dang

- R(1)
F(r)=—t (6.3.9)
o, +0,
Chia tii thic va mau thtc ctaa (6.3.9) cho 62, ta c6
~ 1
r(t)=r(t , 6.3.10
(D =r,(7) 135 ( )
02
trong d6 r,(t) la gia tri thyc cia ham tuong quan chuén hoa, con §=—.
GX
Khi T— 0 ham tuong quan chuén hoa tién téi don vi, do d6 T,(t) — I 18 , va diéu
+

nay cho phép xac dinh dai lugng 6.

Ta sé dung d6 thi ham (1), bit dau tit gi4 tri t=1, va ngoai suy n6 dén diém
1=0. Néu 1, nho thi c6 thé tién hanh ngoai suy bang phucng phap db thi. Ngoai ra,
ciing c6 thé thuc hién diéu dé bing cach x4p xi ham 7,(t) bing biéu thic giai tich, sau dé
tinh gia tri cta biéu thic nay véi t=0. St dung ding thic (6.3.10), ta xac dinh dugc dai
lugng

1

1+6=——.
r,(0)

(6.3.11)

B4y gio nhiing gia tri bi ha thip ciia ham tuong quan chuédn hoa théng ké c6 thé
dugc hiéu chinh lai khi nhan ching véi dai lugng 1+ 8 viia tim dugc.

150



DPé hiéu chinh gia tri bi ting ctia phudng sai thong ké, cAn phai 18y gia tri nhan
duge cia G2 chia cho 1+8 theo cong thic
~2
ot="z_ (6.3.12)
1+98
Gia tri thong ké ctia ham c4u tric B,(t) duge xac dinh duéi dang

B,(1) =ﬁ2[zi t+v-z @] =

:ﬁi[‘(‘ﬂﬂyi(t+'r)—>9(t)—yi(t)]2 =

=B,(1)+ B, (1) + 2[R, (0) + R, (0) - R, (1) - R (1)} (6.3.13)
Ciing dya trén gia thiét vé tinh khong tuong quan gitia sai s6 do va cac dai lugng
duge do va tinh khéng tuong quan véi nhau gitia sai s6 tai nhiing thoi diém t khac nhau,
ta nhan dugce
B,(1)=B,(1)+20>. (6.3.14)
Nhu vay gia tri théng ké cta ham cdu trdc bi tang lén moét luong bang hai 14n
phuong sai cta sai s6.
Vi B,(0)=0 nén I§Z(O)=2G§. T day c6 thé tim duge dai lugng 26 bang cach ngoai
suy do thi ham cdu tric B,(t) dén diém t=0. Sau khi xac dinh dugc o, , ¢o thé hiéu
chinh céc gi4 tri nhan duge cia ham céu tric béng cach trit ching cho 26?.

Ham c4u tric chuén hoa dude xac dinh theo céng thic

_B,(v) _ B,(1)
b, (1) = 5o " 2R0) (6.3.15)

Do d6, gia tri thong ké ciia ham c&u tric chuén hoa dude xac dinh theo cong thiic

b.(0) = B,(1)+20, 20,b,(1)+20; b (1)+8 .

(6.3.16)

- 26} +20, - 26, + 20, 148
Cong thiic nay déic trung cho su sai léch cia ham cau tric gy nén béi sai sé do.
Ching ta da xét anh hudng cta sai s6 do trong s6 liéu ban dau dén d6 chinh xac ctaa

cac dic trung thong ké tinh dude bang phuong phap 18y trung binh theo tap hop cac thé

hién. Céac sai s6 do cling anh hudng ding nhu vay dén d6 chinh xac cua cac dic trung
thong ké ctia ham ngau nhién diing egodic, khi nhiing dic trung nay dugc xac dinh bang
cach 14y trung binh theo mét thé hién véi do dai du 16n.

2. Anh huéng ctia su han ché s6 luogng cac thé hién

Khi xac dinh cac dic trung thong ké ciia ham ngau nhién bang cach 14y trung binh
theo tap cac thé hién, ching ta chi c6 mot s6 lugng han ché cac thé hién, thudng 1a khéng
16n.

Nhu da biét trong thong ké toan hoc, do chinh xac ctia viéc xac dinh cic dai lugng
nay phu thudc vao s6 lugng thé hién. D6i véi nhiing dai lugng nglu nhién phan bé gin
chuén, sai s6 binh phuong trung binh o, ctia hé s6 tuong quan duge xac dinh theo cong

thiic

151



G = , (6.3.17)

trong d6 r 1a gié tri thuc ctia hé s6 tuong quan, n 1a s6 lugng cac quan tric doc lap.
T cong thic (6.3.17) thdy rang, dai lugng o, phu thudc dang ké vao gia tri cia hé
s6 tuong quan. Ky hiéu

_ 2
y=Sr= o (6.3.18)
r rvyn-1
ta nhan dugc:
VoI =09 y=—22_ y6i r=05 y=—=2_, véi r=01 y=—22_.
n-1 n-1 n-1

Diéu nay cho th4y, gia tri thong ké ctia cac hé sd tuong quan doi véi cac cap lat cat
ctia ham ngiu nhién lién hé chit ché véi nhau tin ciy hon so véi trusng hgp cac lat cét
lién hé yéu.

D61 véi nhiing qua trinh ngau nhién gip trong khi tuong thiy vén, moi lién hé tuong
quan thuong giam kh4 nhanh khi tham s6 1 ting.

Nhu vay, cac gia tri R(t) nhan dudgc theo s6 liéu thuc nghiém sé& chinh xac hon véi
nhiing tri s6 T nhd va it tin cay khi 1 16n. Xu4t phat ti do6, khi x4p xi cic gia tri nhan
dudc cua ham tuong quan R(t) bang biéu thiic gidi tich cAn phai dat dudc su phu hop tot
gitia cac gia tri thuc nghiém va gia tri lam tron tai nhiing t© khong 16n, néu cho ring su
sai léch tai nhiing tri s6 1 16n chi yéu 1a do ngau nhién.

DP6i véi nhitng ham nglu nhién ding, cac gia tri cia ham tuong quan cé thé duge
chinh x4c hoa béng cach tinh ching cho nhiing tri s6 T giéng nhau 14y trén nhiing doan
khac nhau cta khoang bién thién cua doi s6 t, va sau dé lay trung binh ching. Trong
truong hop nay sai s6 binh phuong trung binh ctia ching sé gidam. Mdc do gidm cua sai
s6 nay cang dang ké néu cac lat cit cia ham nglu nhién trén nhiing doan cta khoang
bién thién t, ma tai d6 ta tinh cac tri s6 r(t) dé ldy trung binh, cang it lién hé véi nhau.

Khi dé y dén diéu d6, can lap lai viéc tinh toan r(t) qua cac khoang bién thién du
16n ctia tham s6 t, sao cho méi lién hé tuong quan giiia cac lat cit trong nhiing khoang
d6 tré nén khong dang ké.

Néu cac hé so tuong quan tham gia vao phép 14y trung binh dudc tinh trén nhiing
doan thuc t& doc 1ap v6i nhau, thi nhu da biét, sai s6 binh phuong trung binh 6, sé& giam
di vk 14n, véi k 1a s6 gia tri r(t) dem 14y trung binh. Bay gid ta sé xét sai s6 xuAt hién
khi x4c dinh cac dic trung thong ké bing cach 14y trung binh theo mot thé hién.

3. Anh huéng ctia su han ché khoang ghi thé hién

Khi xac dinh cac dic trung thong ké cia ham ngiu nhién diing cé tinh egodic bang
cach 14y trung binh theo mét thé hién sé xu4t hién sai s6 do ching ta chi c6 mot ban ghi
thé hién trén mot khoang bién thién hitu han nao d6 ctua d6i s6 ma khong phai trén
toan bo khoang v6 han.

Khi d6 méi dic trung thong ké sé 1a mot dai lugng ngiu nhién, va ta quan tam téi
mtic d6 sai léch c6 thé cua dai lugng nay khéi gia tri thuc cta né. Vi vay, duong nhién ta
sé 18y binh phuong trung binh dé léch cta cac gia tri c6 thé caa dic trung théng ké so véi
gia tri thuc lam thuée do d chinh xac cua dic trung thong ké nay.
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Gia st gia tri thuc ciia dic trung 14 a, con gia tri théng ké ciia né nhan duge bang
viéc 14y trung binh theo mot thé hién 14 mot trong nhiing gia tri c6 thé cta dai lugng
ngiu nhién A, khi d6 dé 1am thudc do do chinh x4c ngudi ta dung dai lugng

o= M[(ﬂ—aﬂ . (6.3.19)

Khi x4ac dinh gia tri théng ké cia ky vong toan hoc M bing cach 14y trung binh theo
mét thé hién cta ham nglu nhién X(t) cho trén khodng [0,T], theo (2.6.1) thi dai lugng
(6.3.19) sé dugc xac dinh dué6i dang

cizM{{%iX(t)dt—mx} }: {LM X(t,) dt—m ][X(t,)dt —m, ]t dt }

T2
1 TT
=T—IIRX(t2 —t,)dt,dt,, (6.3.20)
00

trong d6 m,_ 1a gia tri thuc cia ky vong toan hoc cia ham ngiu nhién X(t), con
R (t,—t,)=R(7) 12 ham tuong quan ctia n6. Ta bién ddi tich phan hai 16p trong (6.3.20)

J= H R (t, —t,)dt,dt, = ]H R (t, —tl)dtz}dtl. (6.3.21)
00 0LO0
Thay bién t, —t, =t G tich phan bén trong
T[T4
J= j { j Rx(r)dr}dt (6.3.22)
0
va lay tich phan ting phan, ta dugc
J =T'T[Rx(r)dr—]‘rRx(r)dr—]-tRx(T—t)dt. (6.3.23)
0 0 0
Sau khi thay T —t=1 trong tich phan cuéi cung cia (6.3.23)
J =2]‘(T—T)RX(T)dT. (6.3.24)
0
Thé (6.3.24) vao (6.3.20), cubi cung ta cé
T
o2 = %!(1—%&(@011. (6.3.25)

T (6.3.25) thay rang do léch binh phuong trung binh o,,, dic trung cho do chinh

x4c cua viéc xac dinh gia tri thng ké ctia ky vong toan hoc, phu thudc vao khoang 14y
trung binh T va phu thudc vao dang cia ham tuong quan R (1).

Vi du, déi v6i ham ngiu nhién X(t) c6 ham tuong quan

R(t)=De“", (6.3.26)
]
o2 = 2T j[ T] "”dr—m?_ [1-%(1—&)}. (6.3.27)
oT o o o

T d6 thay rang, dai lugng o phu thuodc vao tich oT . Véi nhiing gia tri oT 16n

cong thic x4p xi sau day sé dung
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~ 2D, 6.3.28
o~ (6.3.28)
hay
On _ | 2 (6.3.29)

/D, oT

Cong thiic (6.3.29) cho thdy ring, ty trong tuong d6i ctia do léch binh phuong trung

binh ctia sai s6 x4c dinh gia tri thong ké cua ky vong toan hoc cia ham ngiu nhién X(t) so
v6i d6 léch binh phuong trung binh cua né o, =,/D, ty 1& nghich véi can bac hai cua

khoang 14y trung binh T. T (6.3.29), véi tri s6 o. d& cho, c6 thé tim dude d6 dai can thiét

ctia khoang T khi cho truée sai s6 tuong doi cho phép Om
c

Khi x4c dinh gia tri théng ké ctia ham tuuong quan R (1) bing cach 14y trung binh
theo mot thé hién ctia ham nglu nhién X(t) cho trén khoang [0,T], theo (2.6.2), dai
lugng (6.3.19) s& dugc xac dinh duéi dang

o =M{[R.0-R@]'|-
= M{ [%T[X(t) -m,][X(t+1)-m, Jdt - RX(‘C)} } . (6.3.30)

Péi véi truong hop ham nglu nhién ding phan phéi chuén, bang cach bién d6i biéu
thiic (6.3.30), vi du nhu trong [16] d& thuc hién, c6 thé nhan dudc cong thiic gan dung dé
tinh o?(t) dudi dang

9 =
i@~z [[Ri@)+R (@ + R (1, ~ e, (6.3.31)
0
Cong thiic nay ding d61 véi nhiing gia tri T 16n va v6i nhiing gia tri T ma tai dé
R(1) con c6 gia tri dang ke.

St dung coéng thiic (6.3.31) ¢6 thé nhan dude gia tri 6%(t) d6i v6i ham ngiu nhién c6
ham tuong quan (6.3.26) dudi dang

G5 (1) = oc('l[')x— 5 [1 +(1+2a7) e ] . (6.3.32)

Dac biét, v6i 1=0 ta dugc cong thiic gin dung déi véi do léch binh phuong trung
binh ctia phuong sai théng ké

=—=. 6.3.33
of == (6.3.89

T d6 thay rang ty s6 gitia 6, va do léch binh phuong trung binh 6, ctia ham ngiu
nhién ty 1& nghich v6i cin bac hai cia khoang 14y trung binh T.

4. Anh huéng ctua phép thay thé€ tich phan bang tong tich phan

Nhu da chi ra 6 trén, khi xac dinh cac dic trung théng ké ctia ham ngau nhién
bing cach 14y trung binh theo mét thé hién sé xudt hién sai s6 do tich phan xac dinh
trong cac cong thic (2.6.1) va (2.6.2) bi thay thé bang tong tich phan (6.2.1) va (6.2.2).

Theo (6.3.19), do 1éch binh phuong trung binh o, dac trung cho d6 chinh xac cua
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viéc xac dinh ky vong toan hoc thong ké, dudc xac dinh dudi dang

o?n=MH%jZ:lxa,->—mxﬂ - {Zxa )} } [X(t))]+m? =
=% N == 2ZZM{[X(t) m J[X(t,)-m,J}=

j=1 k=1 j=1 k=1

Z_ZZ R, (t, — (6.3.34)

j=1 k=1

Khi phan chia khoang 14y trung binh T ra lam n phan bang nhau thi t, =kI,
n
t = j%, do do
T .
t -t =(k- J);=(k— DA, (6.3.35)

trong d6 A= T
n

Khi st dung (6.3.35) c6 thé viét (6.3.34) dudi dang
=—ZZRX (k= )A]. (6.3.36)
j=1 k=1

Theo cong thiic nay, khi biét ham tuong quan cia qua trinh ngau nhién R (1) ¢6
thé udc lugng duge dai lugng o, ting v6i bude chia A da chon, hodc néu cho trudc dai
lugng o, cho phép c6 thé chon duge bude chia tudng tng véi noé.

Cu thé, d6i véi ham tuong quan (6.3.26) dai lugng o2 tinh theo cong thiic (6.3.36) sé
bing [16]

A 20 1 2N €e*

2 _ 2,47 _ —oT
0h=D, Tt Y 1-eT)]|. (6.3.37)

T day thay rang, @6 léch binh phuong trung binh cta gia tri thong ké ctua ky vong
toan hoc so v6i gia tri thuc ciia né phu thudc vao khoang 14y trung binh T va budc chia
A cta khoang d6 khi thay thé tich phan xac dinh bing téng tich phan.

Trong cong thiic (6.3.37), khi giam v6 han budc chia, ttc 1a khi A — 0(n— o) :

A 24 1 2 . 2N e 2
lim—=0, lim =—o, lim A ==
40T 20T e -1 oA’ 40 aT (€ -1) Tla
Tw dé
D
limo? = 21— L (1_e*)]. (6.3.38)
4-0 ocT oT

T (6.3.38) thay rang, khi gia tri budc chia A nhd, dai lugng o, sé giam khi oT
tang.
Véi nhiing gia tri A da nho va oT du 16n, ta c6 cong thiic gan ding

G, o~ =X (6.3.39)

Tuong ting véi (6.3.19) va (6.2.2), d6 1éch binh phuong trung binh cua gia tri théng ké

155



ctia ham tuong quan so véi gia tri thuc ctia né do viéc thay thé tich phan bing téng tich phan
dugc xac dinh theo cong thic

ot =M{R®-R |-
M {{ﬁi[xaj)— m{xaj . k%)—mx}— Rx(r)} } (6.3.40)

Khi st dung phuong phap don gian hoa chinh biéu thiic (6.3.40) va ca cho biéu thic
(6.3.30) ma (6.3.40) chi khéac v6i n6 6 chd tich phan trong d6 dude thay bing téng tich
phan, c6 thé nhan dudge cong thic gan dung d6i véi ham ngiu nhién phan bé chudn

2 1 g 2 L
O = n_k{RX(O)+RX[knJ+

+2_§{Rg[ ,—;}Fg( ,-;k%j&( j;klﬂ}. (6.3.41)

n
Coéng thiic nay ding d61 v6i khoang 14y trung binh T kha 1én va véi nhiing tri s6

cua k ma ¢ d6 ham tuong quan Rx[klj van con dat gia tri dang keé.
n

D61 véi qua trinh ngau nhién c¢6 ham tuong quan (6.3.26), dai lugng o2, tinh theo

cong thic (6.3.41), bang [16]
DZ
2 X

R n-k

—20A
{i:ﬁ(l+em)+2ke2““} : (6.3.42)

Dac biét, khi k=0 ta nhan dudc cong thic gan ding doi v6i dd léch binh phuong
trung binh cua phuong sai théng ké

/2 1+e7*
Op = Dx Hl_eﬁ . (6343)

C6 thé nhan dudc cac cong thiic tuong tu d6i véi do léch binh phuong trung binh
6%, xudt hién do su han ch& khoang 14y trung binh T ctia thé hién ciing nhu do viéc thay
thé tich phan bing tong tich phan, clia gia tri thong ké ham céu trdc so véi gia tri thuc
cta n6. Cac cong thiic nay va nhiing uéc lugng tuong ting déi v6i qua trinh ngau nhién c6
ham tuong quan (6.3.26) dugc trinh bay, chdng han, trong cong trinh [1].

Vidu

Ta sé minh hoa hé phucng phap da trinh bay bang vi du chinh 1y thong ké s6 liéu
gi6 cao khong trén muc 250 mb, dudc quan tric bing bong tham khong, trong thoi ky ti
thang 9/1957 dén thang 4/1959 6 Avakuni (Nhat Ban). Trudng vecto van toc gié trén muc
nay duge xem 14 trudng ngiu nhién vecto phing.

C6 tat ca 86 1an tha béng duge tién hanh, tic 14 c6 86 thé hién caa trudng ngiu
nhién. Do dai thdoi gian cac 1an tha béng khac nhau, dai nhat 14 92 gio. Dai lugng vecto
van toc gié dudge ghi véi thoi doan 6 gio mot, tiic 1a c6 15 1at cit cta trudng ngau nhién.

Tai thoi diém ban ddu may tham khéng & vi tri diém N,(P,) cua mit phang, sau
thoi gian t né dich chuyén dén diém N(p), tic 1a ta sé xét trudng nglu nhién trong mién
khong-thoi gian. Do d6 cac dic trung thong ké cta né, nhu ky vong toan hoc va ham
tuong quan, 1 ham cta toa do khong gian va thoi gian.
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Nhiéu cong trinh nghién ciiu trudng gié chiing té rang, trong giéi han ctia khoang
cach va khoang thoi gian xay ra ¢ truong hop trén day, trudng gié trong mit phing
ngang thuc t& ¢6 thé xem 14 déng nhit va ding hudng véi 6 chinh x4c chdp nhan duge.
Vi vay (xem muc 2.14), ¢6 thé dic trung né bing hai ham tuong quan: ham tuong quan
doc G(1) va ham tuong quan ngang F(1). DP&i véi trudng gié c6 thé 14y thanh phan vi
huéng cta vecto gié, ma ta ky hiéu 1a U(p), lam thanh phan doc, con thanh phan kinh
huéng V(p) ciia né lam thanh phan ngang.

Nhu vay, bai toan dugec dua vé viéc tim ky vong toan hoc va ham tuong quan cua
cac thanh phéan kinh huéng va vi huéng ctia vects gio.

6 mbi thé hién, thanh phan kinh huéng va vi hudéng dugde tinh cho tat ca cac thoi
diém ghi vectd gi6, tic 1a v6i thoi khodng 6 gio.

Vi qué trinh dich chuyén ctia bong tham khong qua céc khoang thdi gian nay khéng
dugc ghi lai, nén ching ta qui udc sé chi xét thoi gian nhu 14 mét tham s6, méc du trén
thuc té cic ham tuong quan théng ké 1 ham cta hai tham s6 — khoang thoi gian
t=|t, —t,| va tuong Ging v6i né la khoang cach gitia cac diém |=|p, -p,|, tic ching la
ham tuong quan khong-thoi gian.

DE c¢6 khai niém truc quan vé tinh chit cia ham ngiu nhién dang xét, trén hinh 6.3
da din ra mot vai thé hién ctia thanh phan gi6 vi huéng. Trén hinh cac gia tri roi rac ciaa
tiing thé hién da dude néi lai biang cac dudng lién nét.

Dang ctua cac dudng cong khéng mau thudn véi gia thiét vé tinh dong nhat va
egodic ctia ham ngau nhién duge xét. Chiing c6 dang dao déng ngau nhién xung quanh
gia tri trung binh chung, hon nita ca bién d6 trung binh va dic diém caa céc dao dong
nay khéng biéu hién su bién déi dang ké theo thoi gian. Ngoai ra, diéu dé6 khéng dinh
dang ham tuong quan nhan duge khi xi 1y.

Nhiing tinh toan do G. A. Degtiapenko thuc hién trén may tinh dién ti “Uran”.
Trong d6 chuong trinh duge 1ap c6 tinh d&n do dai khac nhau cta cic thé hién riéng biét.

Ky vong to4an hoc va phuong sai dudc tinh cho tiing gia tri tham sd t theo cac cong
thic (6.1.3), (6.1.5) bang cach 14y trung binh theo s cac lat ct thuc ¢6 caa thé hién.
Trong bang 6.1 da din ra gia tri ky vong toan hoc M, va do léch binh phuong trung binh
G, @61 vdi tiing lat cit ctia thanh phan vi huéng. Tt bang thdy rang, M, khong phai la
dai lugng khéng d6i ma c6 tinh chu ky nao d6, tic 1a tinh ding chi c6 thé duge chdp nhan
v6i gdn ding nhat dinh. Céc gi tri ,ciing khac nhau dbi chit.

w

100 ~
80 |
60+
40 |-

20 -
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Hinh 6.3

Bang 6.1

t (gio) 6 12 | 18 | 24 | 30 | 36 | 42 | 48
m, (m/s) 20 | 27| 2222|3017 ]|-26]-15
S, (m/s) 16 | 15 | 13 | 15 | 14 | 13 | 11 | 12
t (gid) 54 | 60 | 66 | 72 | 78 | 84 | 90
m, (m/s) 24 |20 |26|-22|-08]|04]03
5, (m/s) 13 | 9 8 | 13| 11| 8 | 11

DE loai bd sai s6 mét cach chinh xac hon, da tinh cac ham ciu tric va ham tuong
quan tach biét nhau theo s6 liéu thuc nghiém.

T4t ca cac thé hién (cac 14n tha béng) da duge chia thanh ba nhém theo gia tri ciaa
toc do gi6: I — 50 km/h; IT — 50—100 km/h va III — trén 100 km/h.

Cac ham c&u trdc va ham tuong quan dude x4c dinh riéng biét cho ting thé hién
theo cac cong thiic (6.2.17) va (6.2.6), sau d6 14y trung binh theo tit ca cic thé hién cua
ttiing nhom.

Trén hinh 6.4 dua ra ham cau tric da trung binh hoa ctia thanh phéan vi huéng. Tu
hinh vé thdy rang, gia tri 16n nhat cia cAc ham céu tric dat dude tai T=30 gid. Tiép theo
d6 ta thay ham cau tric giam. Su gidm nay dudc giai thich bdi sy hién dién cta tinh chu
ky trong ciu tric cua ham ngiu nhién.

Tt hinh 6.4 ciing thiy rang, cac gia tri cia ham cdu tric nhan dudc bi sai léch. Néu
kéo dai ching dén diém t=0 thi gi4 tri nhan dudc sé khac khong. Nhiing tri s6 ngoai suy
B(0) nay c6 gia tri bing hai 14n phuong sai sai s6 trong s liéu ban d4u va chung phai
dugc trit bo khoi cac gia tri cia ham c&u trdc. Chinh nhiing gia tri nay dude st dung dé
chinh 1y cac ham tuong quan thu dude. Khi d6 gia thiét rang tai cac gia tri T nhé ham cau
trac chinh xac hon.

Cac ham tuong quan ctia thanh phan vi huéng dugdc dan ra trén hinh 6.5. T hinh vé
thay ring, cac ham tuong quan R (1) dan t6i 0 khi T — e, diéu d6 xac nhan gia thiét vé tinh
egodic cua ham ngiu nhién.

Cac ham tuong quan cua thanh phan vi huéng dugdc dan ra trén hinh 6.5. Tt hinh vé
thdy ring, cac ham tuong quan R (1) din t6i 0 khi T — e, diéu d6 xac nhan gia thiét vé tinh
egodic cia ham ngiu nhién.

Cac d6 thi cia ham tuong quan tuong tng véi nhém thd nhat va nhém tht hai caa
nhiing 1an tha béng (khi toc d6 gié nho hon 100 km/h), 1am gdi nhé téi do thi ham

R(1) =% .

D6 thi cia ham tuong quan doi véi tdc d6 gié trén 100 km/h lam goi nhé dén do thi

ham

R(t) =0’ cosPr.
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PHAN 2 - MOT SO BAI TOAN KHi TUGNG VA THUY VAN GIAI BANG
CAC PHUONG PHAP LY THUYET HAM NGAU NHIEN

CHUONG 7: NGHIEN cUU CAU TRUC THONG KE CUA CAC TRUONG KHi TUGNG

7.1. Nhan xét chung vé cdu tric cdc truong khi tuong

Dic diém cta khi quyén 1a tinh chat chuyén déng réi hén loan. Cac trudng yéu té
khi tugng rat linh dong. Sy phu thudc cua cac gia tri tic thsi cua truong vao toa do
khong gian va thdi gian rit phtc tap va r6i ram. Hon niia, nhiing gia tri d6, khi quan
tric trong cung nhiing diéu kién nhu nhau, méi 1an ching lai mét khac. Do d6, khong thé
mb ta cac trudng nay theo kiéu cho nhiing gia tri ttc thoi tai tiing diém khong gian va tai
ting thoi diém.

DPé nghién ciiu cdu tric cac trudng yéu t& khi tugng thi quan diém ly thuyét xac
xuét 1a hop 1. Theo quan diém nay mdi trudng dude xem nhu mot trudng ngiu nhién va
dé mo ta né sé st dung cac phuong phap cta 1y thuyét ham ngiu nhién.

Co s cta quan diém nay 1a khong xem xét nhiing dic diém cta cac gia tri tic thoi
riéng 18, ma khao sat mot s tinh chét trung binh caa tap hop théng ké cac thé hién caa
truong Ging v6i mot tap nhiing diéu kién bén ngoai nhat dinh nao dé.

Nhu ta da thdy & chuong 6, khi xac dinh bang thuc nghiém cac dic trung thong ké
cua trudng nglu nhién, gia thiét duge dua ra 1a ton tai mét tap hgp thé hién nao dé caa
né tng véi nhiing diéu kién thi nghiém nhu nhau, hodc ton tai mot thé hién cta trudng
trong mién khong gian, thoi gian du 16n doi véi trudng hop trudng déng nhat cé tinh
egodic.

Ta sé xét vAn dé thu nhéan tap hgp théng ké cac thé hién d6i véi cac trudng khi
tugng.
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Vé nguyén téc, cac trudng khi tugng khong bao gio lip lai véi cting nhiing diéu kién
bén ngoai. Trong kha n#éng ciia minh, nha khi tugng khong bao gié c6 dugec mot tap hop
thong ké cac hanh tinh hoan toan tuong tu Trai Dat, vi vay, néi mot cach chinh xac, cac
trudng khi tugng c6 thé dude goi 1a cac trudng ngdu nhién theo nghia cta 1y thuyét ham
ngiu nhién chi 14 quy uéc.

Trong khi tuong hoc, mot qua trinh théng nhat thudng duge chia lam nhiéu phan,
va chinh cac phin nay dude quy uéc chdp nhéan 1a cac thé hién khac nhau, tic 14, ngusi
ta stt dung nhiing quan tric dugc tién hanh ¢ nhiing mién khéng gian khac nhau hoac tai
nhiing thoi diém khac nhau véi tu cach 1a cac thé hién cla trudng ngdu nhién. Khi do,
ngudi ta chdp nhan nhiing quan tric da ting duge thuc hién ¢ nhitng mién khong gian
hay trong nhiing khoang thdi gian tuong tu nhau theo mot nghia nao d6 nhu 1a cac thé
hién tuong ting v6i nhiing diéu kién bén ngoai nhu nhau, nhiing quan tric nay cé thé
dugc st dung dé xu 1y thong ké.

Trong 1y thuyét ham ngau nhién, ta goi nhiing tinh huéng, trong dé cac quy luat
phan bé ctia truong ngau nhién dude bao toan, 14 nhiing tinh hudng tuong ing véi nhiing
diéu kién bén ngoai nhu nhau. Trén thuc té thuong khong biét trudc cac quy luat phan
b6 d6, vi vay su lua chon céac tinh huéng tuong ty dudc tién hanh dua theo kinh nghiém
hang ngay ctia nha khi tuong va cac két qua nghién ciu trude dé.

Trong tiing trudng hop cu thé, kién thic nhan dude vé cdu truc cta trudng dude xét
phu thudc vao viée chon cac tinh huéng tuong tu dé 14y trung binh ra sao. Mot yéu cau
khac déi véi tap cac thé hién 1a tinh doc 1ap cta cac thé hién riéng biét. Néu cac thé hién
lién quan chit ché véi nhau, thi tit ca ching sé chiia rat it thong tin méi so véi moi mot
thé hién trong chung, va do d6, ting s6 lugng thé hién trong trudng hop nay khong lam
chinh x4c thém mot cach dang ké cac dic trung thong keé.

Xu4t phat tit nhiing doi hoi trén va ban chat vat 1y ctia cac qua trinh khi tugng, c6
thé néu ra moét s6 diém co ban can phai tinh dén khi gop cac s6 liéu thuc nghiém vio mot
tap hop thong ké.

Khi chon céc thdi diém tng véi nhiing tinh huéng tuong tu, phai xuét phat ti su
ton tai bién trinh ngay va nam cta cac yéu t6 khi tugng. Su hién dién ctia bién trinh
ngay dan dén c6 thé xem céc thoi diém tng v6i mét thoi gian nhat dinh trong ngay la
tuong tu. Do c¢6 bién trinh niam, khong thé coi nhiing thoi diém tng véi cAc mua khac
nhau trong nam 1a nhiing tinh huéng tuong tu. N6i ding ra, chi c6 thé coi nhiing thé
hién nhan dugc trong cing mot ngay, mot gic cua tiing nam 1a tuong ty. Tuy nhién thuc
t& diéu nay bat lgi, vi khi d6 ta sé chi c6 thé lam viéc v6i mot tap rat nho cac thé hién,
viéc 14y trung binh theo tap nay sé khong dam bao cho viéc nhan cac dic trung thong ké
du tin cay. Do @6, trong thuc t& ngudi ta thudng nhém t4t ca nhiing thé hién khéng phai
ing v61 mot ngay, ma tng v6i mot khoang nao d6 cia nam, vi du mot thang hay mot
mua, vao lam mét tap, téc 1a nhom vao mot tap tat cd nhitng thé hién c6 duge nhd quan
trac trong nhiéu nam, tng véi thoi gian nhat dinh cla ngay va mua khao sat. Muén cho
cac thé hién doc lap, phai chon khoang thoi gian gifta cac quan tric du lén. Vi du, dugc
biét ring trong mot ngay ap sudt khéng khi bién déi it, vay c6 su phu thudc dang ké gitia
cac tri s6 cta né tai nhitng thoi diém khac nhau trong ngay. Méi phu thudce nay duy tri rd
rét ca trong hai ngay tiép sau, do d6 khi chon tap thé hién ctia trudng ap sudt thuong
ngudi ta st dung nhiing quan tric cach nhau khéng it hon ba ngay.
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Ngoai viéc tinh t6i bién trinh ngay va niam, khi gop cac thé hién vao thanh mot tap
thong ké c6 thé tién hanh phén loai b6 sung cic s6 liéu thuc nghiém theo mot s6 dau hiéu
dac biét. Chdng han, khi nghién ctu trudng gié, ngudi ta phan chia cac thé hién tuong
Ging v6i nhiing diéu kién hoan luu khac nhau, vi du nhu tach riéng nhiing dong xiét, hoic
phéan 16p céc thé hién theo d6 16n téc d6 gi6 v.v... Ngay ca trong nghién ctu trudng ap
suét (dia thé vi) doi khi ngudi ta cling tién hanh phan chia theo dang hoan luu.

Khi gop cac tap khong gian tuong tu, ttc cac thé hién nhan dude 6 nhiing diém dia
ly khac nhau, ngudi ta xudt phat ti chd nhiing diém dé phai thudc cac vung khi hau
giéng nhau.

Khi nghién ciu cau tric khéng gian cac truong khi tugng, van dé hét stic quan
trong 1a phai tuadn tha nhiing diéu kién déng nhat ddng hudng cta truong. Piéu nay
gay nén nhiing han ché& nhat dinh vé d6 rong khong gian cta truong dugc nghién ctu.
A.N. Kolmogorov [11] da chi ra ring, trong dong roi thuc, ma néi chung 1a khéng dong
nh4t va khong déng hudng, c6 thé tach ra mot pham vi, trong dé tinh déng nhat, ding
huéng cta cac truong khi tugng dude thod man mot cach gin ding. Nhiing trudng nhu
vay goi 1a dong nhét va ding huéng dia phuong.

Tuy thudc vao quy mé cua cic truong dude khdo sat, trong khi tugng hoc ngudi ta
chia ra cac cau tric qui mé vi méd, qui md viia va qui mo vi mo.

C#u tric vi mé moé ta dic diém caa trudng trong khoang tit vai phan milimét dén
vai tram mét. Trong khodng nay tinh déng nhit va ding hudéng dia phuong thod man
theo ca ba chiéu.

C#u tric théng ké qui mé vira mé ta nhiing dic diém cta trudng trong khoang tit
mét kilémét dén hang chuc kilémét. Trong khodng nay biéu 16 6 su khac nhau giita cac
phuong thing ding va phuong ngang. Tinh déng nh4t va ddng huéng chi thod man mot
cach gan dung theo phuong ngang.

C4u tric thong ké vi mé mo ta su thay d6i va nhiing méi lién hé tuong hé khi qui
mo khoéng gian ¢d hang tram kilomét hodc 16n hon. Cac qua trinh vi mé lién quan téi
nhiing qué trinh van dong khi quyén mang tinh chat synop va tham chi c6 tinh chét toan
cAu, ban chat vat 1y caa ching can ban khac véi nhiing thing giang r6i hon loan quy mo
nho.

Trong nhiéu truong hgp viéc xem xét cac qua trinh vi moé nhu cac qua trinh ngau
nhién va md ta chiing tuong tu véi cac qua trinh quy mé nhé van té ra thuan tién. Khi d6
trao déi roi vi mé dude xét gidng nhu mét loai ctia qua trinh qui mé nhé. Tuy nhién, su
tuong tu nay c6 tinh chat hinh thtc. Trong pham vi nay céc diéu kién dong nhit ding
huéng chi duge thod man mot cach gin dung rit thé trong mit phing ngang. Trong
pham vi réi qui mé vita va vi mé, ta chi c¢6 thé néi vé tinh dong nhat ddng huéng dsi véi
d6 léch cta cac yéu t& khi tugng so véi chudn khi hau, vi ban than cac chuin khi hau
trong nhiing quy mé d6 c6 thé khac nhau dang ké. & day, thuc t&€ khong hy vong st dung
duge tinh egodic, ma nhu da th4iy trong chucng 2, tinh chit nay cho phép xac dinh cac
dac trung théng ké dua trén mét thé hién da dai, lam giam nhe dang ké viéc khao sat
truong dong nhat. Thuc vay, ky vong toan hoc ctia trudng khi tugng phu thudc vao toa
d6, do d6 dé tinh cac ky vong toan hoc khéng thé dung mot thé hién, ma phai c6 nhiéu
thé hién. Ngoai ra, khi nghién ctu thuc nghiém cdu tric cac trudng khi tuong quy moé
16n, ngudi ta stt dung nhiing s6 liéu quan tréc tai cac tram khi tugng va gop lai thanh
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mot tap thong ké, s6 lugng cic tram nay trong mot ving khong gian thudng khong nhiéu,
ttc 1a ching ta chi c6 nhiing gia tri ctia thé hién tai mot sé it cAc diém gian doan, va do
d6, viéc 14y trung binh dua theo mét thé hién sé khong hiéu qua.

Nghién ciiu ciu tric truong 1a xac dinh cac dic trung thong ké cua né, nhu ky vong
toan hoc, ham tuong quan hay ham ciu tric. D6 14 nhiing déc trung can thiét khi giai
quyét nhiéu bai toan khac nhau.

Trén co s6 nhiing s6 liéu nay ngudi ta tién hanh phan tich khich quan va lam tron
cac truong khi tugng cho muc dich du bao thoi tiét, tién hanh t&i uu hoa su phan bd
mang ludi tram khi tugng, danh gia cac thanh phan khac nhau trong cac phuong trinh
dong luc hoc khi quyén, giai quyét cac van dé ngoai suy s8 liéu khi tugng v.v...

Do nhu cAu hiéu biét ngay cang tang vé cdu tric thong ké trudng cac yéu to khi
tuogng, trong nhiing nidm gan day da c6 hang loat cong trinh vé xi 1y thuc nghiém khéi
lugng do s6 cac tai liéu quan trac khi tugng da tich luy, va nhiing tai liéu d6 dude ding
trong chuong nay.

Trong nhiing cong trinh nghién ctiu dau tién, tat ca cong viéc tinh toan déu dugc
thuc hién bang tay, diéu nay ducng nhién han ché& khéi lugng tai liéu dua vao xt 1y va
khong cho phép nhan duge nhiing két qua da tin cay. Tt nam 1963 ngudi ta bat dau st
dung rong rai may tinh dién ti trong cong tac nay. Trong d6, phuong phap st dung may
tinh va lap chuong trinh dé nghién ctu céu tric théng ké cta cac truong khi tugng khéng
gian do L.X. Gandin va cac tac gid khac dé xuat [42, 44] dong vai tro quan trong.

7.2. Cdu tric thong ké cua truong dia thé vi

Cac van dé nghién ctiu thyc nghiém ciu tric trucng dia thé vi duge dé cap trong
nhiéu céng trinh [41-44, 46, 50, 75, 78-80, 86].

Viéc x4c dinh cdu tric thong ké trudng khi tugng (xem muc 7.1) cAn phai bat dau
tit phan tich tai liéu thuc nghiém hién c6 va qui céc thé hién tGng v6i nhiing tinh huéng
tuong tu vé mot tap thong ke.

Khi nghién ctu trudng ap suét, ngudi ta coi cac diém trén dia ciu cé cung vi do va
chi khac nhau vé kinh d6 14 nhiing diém tuong ting v6i nhiing tinh huéng tuong tu.

Céc cong trinh nghién cttu [41] d4 chi ra réng, 6 nhiing vi 6 trung binh, diéu kién
déng nhat va ddng hudéng déi véi ham céu tric clia trudng dia thé vi duge thod man kha
tét. Tuy nhién phuong sai ciia trudng van cé nhiing bién thién theo kinh dé. Théong
thuong su phu thudc cua cac dic trung thong ké vao kinh d6 khong duge chu y, ttc
truong dudgc coi 1a dong nhat theo kinh d6. Khi d6 ti nhiing 1ap luan ngudi ta cho rang su
phu thudc vao kinh d6 khong manh 1im, hon niia gia thiét vé su dong nhat theo kinh d6
lam giam nhe rat nhiéu cong viéc xt 1y théng ké, vi c6 thé coi tit ca cac tram quan tric
nidm gin mot vi tuyén 1a tuong tng véi cac tinh hudng tuong tu va nhd dé ting dang ké
s6 lugng thé hién dé 18y trung binh.

Trong diéu kién nhu vay, duong nhién cac dic trung nhan dugc sé 1a nhiing dai
lugng trung binh theo kinh d6. Trong céng trinh [78] d& st dung tai liéu quan tréc ciia 20
tram khi tugng thudc 1dnh thé Au—4a nidm gan doc theo vi tuyén 55° VB trong bon mua
dong cac nam 1955-1959. Khoang cach nho nhét gitia cac tram bang 210 km va 16n nhat
gan 5500 km. S¢ liéu dugc 14y tu cac ban dé phan tich vao ky 3 gid va cach nhau ba ngay
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mot.

Trong cong trinh [43] d& st dung s6 liéu quan tric tai cac tram khi tugng & cac vi
dd trung binh trén lanh thé chau Au va mot phan Tay Xibiri. & day, dé phat hién su phu
thudc ctia cac dic trung théng ké ctia truong vao dang hoan luu da phan di liéu thuc
nghiém thanh nhiing tap thong ké riéng biét {ing véi cac dang hoan luu khac nhau (dang
phia tiy, dang kinh tuyén va dang phia dong) theo su phan loai hoan luu chung cta G.
Ia. Vangengheim.

Ngudi ta da xac dinh duge ring gia tri trung binh (chuén) ctia d6 cao H khac biét
dang ké d6i v6i nhitng dang hoan luu khac nhau. Su khac biét gitia cdc ham c&u tric d6i
v6i cac dang hoan luu khac nhau td ra khong 16n 1dm va c¢6 thé bd qua, tic cac ham ciu
tric nhan duge theo nhiing dang hoan luu khéc nhau c6 thé dem 14y trung binh va st
dung mot ham cau tric duy nhat cho tat ca cac dang hoan luu. Ham cdu tric d6 cao muc
500 mb dudgc trung binh hoa theo tit ca cac kiéu hoan luu 18y tir [43] duge dAn trén hinh
7.1 (duong lién).

Theo d6 thi ctia ham c&u tric théng ké nhan duge khong thé x4c dinh mot cach tin
cAy tri s6 bao hoa, tic nhan lam tri s6 B, («) cia ham ciu tric. Mot phuong phap gian
tiép udc lugng tri s6 ham cdu trdc tai vo cung 1a phuong phap xap xi gia tri théng ké ctua
n6 nhoé méi phu thudc giai tich.

Bu(l)

500¢
400
300} V4
200
100 |-

0 1

1 1 1
2000 4000 6000 Lkm

Hinh 7.1
Ngudi ta da xét mot s6 méi phu thudce giai tich nhu vay va thay réang phu hop hon
ca v6i ham cau tric thong ké (xem hinh 7.1, duong gach n61) 1a méi phu thudc
B,, (£)=400 (1 —e 018" cog 0,545). (7.2.1)
Nho ham ciu trice x4p xi (7.2.1) da xac dinh dudge ham tuong quan tusng tng
R, (£)=200 e " c0s0,54 (. (7.2.2)

Trong cong trinh [78] da tinh truc tiép cac ham tuong quan do cao truong dia thé vi
theo s6 liéu thuc nghiém.

0 day su khac biét cua hé phuong phap dung trong [78] so véi cac cong trinh trudc
d6 14 6 chd trong cong trinh nay trudng dia thé vi dudc xem xét khong phai nhu mot
truong phéng, ma nhu mot truong khéng gian. Vi truong dia thé vi ba chiéu c6 thé xem
1a déng hudng mét cach gan dung chi theo phuong ngang, nén cac ham tuong quan caa

trudng nay sé phu thude vao ba bién — khoang cach ngang ¢ giiia cac diém quan tric va
hai d6 cao (hai ap sudt p, va p,).
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Vi trong khi tugng hoc st dung nhiéu méit ddng ap 6 dinh, nén bién p da duge gan
mot loat cac tri s6 gian doan, va ham ba bién R(/,p,,p,) da dudc quy vé mot s6 ham mot
bién ¢ R, (0)= R(ﬁ, P, pj) nao d6 va cic ham nay da dudc xac dinh theo cac s6 liéu thuc
nghiém. Nam mét ddng ap (1000, 850, 700, 500 va 300 mb) da duge chon va tinh 15 ham
tuong quan R;(/). Khi i=j sé nhan dugc cAc ham tu tuong quan cta truong dia thé vi
H(p,), khi i # j— cAc ham tuong quan quan hé gitia hai truong H(p,) va H(p,).

Nhiing gia tri thong ké tinh dugc ctia cac ham tu tuong quan dude xadp xi bang cac

biéu thic giai tich dang
R, (/)=De ™ cosB/; (7.2.3)
R, (V)=De™J,(B¢). (7.2.4)

Trong chuong 3 ta da thay rang ham (7.2.3) chi c6 phé mét chiéu khong 4m tai moi
noi, con mat do phd hai va ba chiéu ctia né khong 4m khong phai tai tit ca moi gia tri
ctia cac hé s6 o va B, ma chi khi gitia ching c6 moi quan hé nhat dinh, nhung quan hé
nay khong thoa man véi nhiing ham tuong quan théng ké nhan dude. Vi vay, néi ding
ra, ham (7.2.3) khéng thé dung lam ham ham tuong quan ctia trudng dong nhét hai
chiéu. C6 thé chi ra ring mat dé phd hai chiéu cia ham (7.2.4) 12 ham duong hoan toan,
tiic ham nay c6 thé dung lam ham tuong quan cua trudng. Tuy nhién, trong céng trinh
nay da st dung cac ham dang (7.2.3) dé x&p xi khi tinh dén su phtc tap cta viée st dung
méi phu thuéc (7.2.4) va ludn ludn cé thé chon dude cac tham sé ctia ham (7.2.4) sao cho
do thi ctia né gan nhu tring véi do thi ciia ham (7.2.3) (khi ¢ khong qua 1én).

Vi duy, déi v6i H,,, da nhan dugc ham tucng quan

R, (1) =235 %" ¢0s0,70 (. (7.2.5)

Nhiing gia tri thong ké ctia cAc ham tuong quan quan hé ciing dudc xap xi bang méi
lién hé (7.2.3). Viéc chon cac ham (7.2.3) dé x&p xi 1a do cac ham tuong quan quan hé
thong ké nhan dudc c6 dang rat giong véi cac ham tu tuong quan.

Trén hinh 7.2 dan ra cidc ham tu tuong quan chudn hoa va cdc ham tuong quan
quan hé chuén hoa dudc x&p xi bing moi phu thudc (7.2.3) tuong tng véi d6 cao clia cac
mat ding ap 850, 500 va 300 mb.

Gia tri ham tuong quan chudn hoa cta trudng dia thé vi H,, ctia mot s6 tac gia
dudc dan ra trén hinh 7.3.

Su khac nhau caa cac ham tuong quan nhan dudge c6 18 duge giai thich bdi dic diém
ctia s6 liéu thuc nghiém da st dung, tic bdi su khac nhau ctia cac vung dia 1y va mua
quan tric ciing nhu su han ché vé s8 lugng cac thé hién va tinh khong dong nhit cua
trudng.

Su sai khac dic biét ré nét khi khoang cach ¢ 16n, tai d6 s6 cap tram duge dung dé
xt 1y it nh&t, con tinh b4t ddng nhat thé hién manh nhat.
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Hinh 7.3

7.3. Cdu tric thong ké cua truong nhiét dé khéng khi

Nhiing s6 liéu thuc nghiém diy du va khach quan nhat vé ciu tric vi md trudng nhiét
dd khong khi c6 trong cac cong trinh [37, 38, 62].

O day, giohg nhu trudng dia thé vi, trudng do léch nhiét d6 khong khi so véi chuin
duge xem 1a dong nhat va déng hudéng trong méit phéng ngang hay trén mot mit ding ap
da cho. Do d6, cAc ham tuong quan va ham ciu tric trén mit da cho dude xem nhu ham
cta mot d6i s6 — khoang cach ngang gitia cac diém quan tréc. Ngoai cac ham tu tuong
quan va ham c&u tric déi véi mbi mit déng ap chuén, cdu tric khong gian con duge dic
trung bdi cac ham tuong quan va ham ciu tric quan hé dé1 véi tiing cip mét.

Trong cac cong trinh [37, 38] dit liéu ban dau dé xac dinh cac ham ciu trdc va ham
tuong quan ba chiéu ctia d6 léch nhiét do khong khi so v6i chuén 1a s6 liéu nhiét d6 tham
khong dude thu thap trong thoi gian 1957-1959 trén lanh thé Bic My theo k& hoach cta
Nam Vat 1y dia cau Quéc té.

Viéc tinh toan dugc thuc hién theo cAc mua, d6i v6i mdi mot trong bén mua da st
dung 60 thé hién. P& lam giam mdi lién hé théng ké gita cac thé hién, chung dude chon
cach nhau ba ngay dém.
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M3i mdt thé hién bao gom két qua tham khong tai 60 tram.

Khoang cach xa nhit gitia cac tram bang 7500 km. Ngudi ta da tinh cac ham céu
tric va ham tuong quan cho cac mét déng ap 1000, 850, 700, 500, 400, 300, 200 va 100
mb ciing nhu cac ham c4du tric va ham tuong quan quan hé déi véi tiing cip mét.

Viéc tinh toan dugc thyc hién theo phudng phap da trinh bay trong [42].

Trong coéng trinh [62] s6 liéu ban dau dude st dung 1a nhiing quan tric tai 50 tram
khi tugng. Mot s6 tram ndm trén ving Trung Au, s6 con lai 6 phan 1anh thé chau Au caa
Lién X6. Khoang cach gitia hai viing d6 nhé hon mét it so véi bé rong cia mdi vung. Diéu
d6 bao dam s6 cac tram 6 hai viing c¢6 su phan bd déu theo khoang cach. Trung binh d6i
v6i mbéi mua da st dung sb liéu cua 60 tinh hudng trong nhiing nidm 1959 va 1961.
Khoang thdi gian gitia cac ky lién tiép khong it hon hai ngay dém. Cac ham tu tuong
quan dudc tinh cho ba muc, 1a méat d4t, 850 va 700 mb. Dé loai trit sai s6 do dac da tién
hanh ngoai suy vé 0 bang phuong phap d6 thi cac ham tudng quan va ham cdu trdc nhan
dudc va st dung ching theo phuong phap da xét trong chuong 6. Trén hinh 7.4 da dan ra
cac ham tu tuong quan chudn hoa ctia nhiét d6 khong khi 6 caAc muc khac nhau cho mua
dong [38]. Trén hinh 7.5 1a cac ham tu tuong quan chudn hoa nhan duge theo bd s6 lidu
nhu trén cho mua he [37].
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Tt cac hinh thdy rang c6 su khac nhau giita cadc ham tu tuong quan chuén hoa cia
nhiét do khong khi & cac muc khac nhau, mic dit su khac nhau nay khong nhiéu 1am, vé
ban chat cac dudng cong c6 nét giong nhau. Gifia cac mua cling c6 nhiing khac biét.

Trong bang 7.1 dan ra cic gia tri phuong sai tuong ting cia dd léch nhiét do trén
cac muc [38].

Viéc so sdnh cac ham tuong quan chuén hoa nhan dudc trong cac cong trinh [62] va
[38] cho thay rang trén cting mét muc ching gan trung nhau, dic biét 6 nhiing khoang
cach dudi 1000-1500 km.

Bang 7.1
D (d6)?
Muc, mb
Mua déng Mua hé
1000 49 7
850 45 14
700 32 8
500 23 7
400 20 8
300 13 8
200 30 14
100 18 7

Trong khi dé6 phuong sai trong cic truong hdp dang xét rat khac nhau. Vi du,
phuong sai nhiét d6 & muc 700 mb ddi v6i chau Au bang 24 (d9)?, con d61 véi chau My 1a
34 (d0)”.

Su lién hé gitia cac gia tri cia nhiét do ¢ cac muc khac nhau cua cing mot tram
duge dac trung bang cac tri s6 clia ham tuong quan quan hé di ngoai suy vé 0. Ching
dudc dan ra trong bang 7.2 [38].

T bang 7.2 thay rang su lién hé chat ché nhat gitia cac gia tri nhiét do d cac muc
ké& can quan sat thay trong tang doi luu. Nhiét d6 & cac 16p trong tang doi luu va tang
binh luu cé tuong quan duong. Khi tinh tuong quan giiia cac s liéu tang d6i luu véi s6
liéu trong tang binh luu cac hé s6 tuong quan trd nén am va ting vé tri tuyét déi khi cac
mat ddng ap cach xa dan déi luu han.

Bang 7.2
Muc, mb | 1000 850 700 500 400 300 200 100

1000 0,67 0,36 0,47 0,45 0,34 -0,27 -0,14
850 0,67 0,47 0,68 0,57 0,29 -0,45 -0,45
700 0,56 0,74 0,48 0,43 0,28 -0,31 -0,29
500 0,51 0,55 0,72 0,94 0,53 -0,56 -0,61
400 0,49 0,53 0,68 0,99 0,67 -0,55 -0,70
300 0,21 0,43 0,54 0,75 -0,80 -0,02 -0,46
200 -0,21 -0,11 -0,14 -0,23 -0,23 -0,08 0,51
100 -0,36 -0,49 -0,64 -0,66 -0,68 -0,65 0,26

Trong cong trinh [62] dd nhan dude cac bidu thic x4p xi giai tich clia cac ham tu
tuong quan thong keé:
trén mit ddng ap 700 mb:
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R:()=De™"" 3,(0,961) (7.3.1)
trén mit ddng ap 850 mba:
Ry (1)=De """ 3,(0,830). ( 7.3.2)
J méit dat:
Ry (¢)=De """, (7.3.3)
& day J,(y0) 1a ham Bessel bac khong, ¢ biéu dién bing 10° km.

7.4 Cdu triic théng ké truong gio

Vé nhiing quy luat cau trdc truong gié da c6 mot loat cong trinh nghién ciu ly
thuyét va thuc nghiém.

Cac cong trinh cua A. N. Kolmogorov [11] va A. M. Obukhov [69] 14 nhiing cong
trinh nén tang theo huéng nay.

Trong cac cong trinh do, d6i véi trudng déng nhat va ddng hudng dia phuong, bang
ly thuyét da ching minh dudc rdng ham ciu tric cia xung téc d6 gié duge moé ta bang
cong thic

B,(1) =A%, (7.4.1)
trong d6 A 1a hé so ty 1é.

Quan hé nay dudc goi 1a “qui luat 2/3”. Két qua xi 1y thuc nghiém cac s6 liéu tham
khoéng gi6é do M. B. Zavarina [52] va E. X. Xelezneva [74], va sau nay do cac tac gia khac
[43, 56, 71, 83] thuc hién da khing dinh su ding din cla “qui luat 2/3” trong khi quyén
thuc 6 mot ving khong gian nhat dinh.

Su han ché& vé quy mé khong gian trong d6 thod man “qui luat 2/3” 1a diéu tu nhién,
vi trudng gi6 loan luu thuc c6 thé xem 1a déng nhit va déng huéng chi d6i véi nhiing
pham vi khéng gian dt nhé. Khi ting ddn quy mé thi tinh bat ddng huéng bt dau xudt
hién, biéu thi & sy mat cAn d6i theo phuong ngang va phuong thing ding ciia chuyén
dong khi quyén thuc quy mé 16n. M. Tu. Tudin [84] d& phan tich nhiing diéu kién ap dung
cua “qui luat 2/3” va cho biét ring & ngoai viing tac dong ciia quy luat nay ham cau tric
ctia xung gié duge mo ta boi hé thiic

B,(¢)=Ct, (7.4.2)

trong d6 C 1a hé s6 ty 18, tiic 1a ham ciu tric cua cac xung gié ty 1é thuan véi khoang
cach.

Tuong quan (7.4.2) ¢6 tén 1a “qui luat bac nhat”.

Céac két qua xt 1y thuc nghiém da khéng dinh ring trong khi quyén thuc “qui luat
bac nhat” dudc thoa man tuong doéi tot trong pham vi khoang cach ¢ =1500+1400 km.
Con d61 véi cac diéu kién roi vi md, thi tinh phiic tap ctia cac qua trinh dién ra trong d6
lam cho viéc nghién ctiu 1y thuyét vé ciu tric cta cac truong khi tuong vi moé géip kho
khin. P& tim hiéu cdu trdc cla trudng gié trong diéu kién réi vi mé, tic véi nhiing
khoang cach vai nghin kilémét, nguosi ta da tién hanh xi 1y thong ké cac s6 liéu gi6 tham
khoéng. Trong coéng trinh [56] da st dung nguén dii liéu thuc nghiém phong phd.

Truong gié theo phuong ngang trén muc 500 mb da dude khao sat. Truong nay dude
coi 1a ddng nh4t va ddng huéng. Nho may tinh dién ti, dua theo phuong phap duge dé
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xudt trong [42], da tinh cdc ham tuong quan va ham cdu trdc doi véi @6 léch khoi chuédn
cta thanh phan vi huéng U va thanh phan kinh huéng V cua vecto gib.

D6i véi truong ddng nhit va ding hudng, diéu kién cin phai thod man 14 phuong
sai khong phu thudc vao huéng va khong d6i tai tit ca cic diém cla trudng, tic thod méan
luat phan bd hinh tron, trong d6 c6 diéu kién D, =D,. Néu tinh dén do chinh xac khéng

cao cua viéc do gi6, thong thudng ngudi ta cho riang luat phan bé dudc coi 1a hinh tron khi

B“ bién thién trong pham vi 0,8-1,2.

Khi tién hanh tinh toan thi diéu kién nay dudgc chi thod mén 6 ving nudc Anh va
ban dao Scandinavia, noi thudng c6 dong chay xiét di qua, cac gia tri nhan duge nim
trong khoang 0,7-1,3.

Dua vao két qua tinh da dung d6 thi ciia cac ham tuong quan va ham ciu trdc. Sai
s0 trong dii liéu ban ddu duge khit bé bang cach ngoai suy cac ham nay vé khong va tri
di cac sai s6 nhan dugc.

Trén cac hinh 7.6 va 7.7 da dan ra d6 thi cac ham tuong quan chuén hoé ctia thanh
phén gié vi huéng va kinh huéng tai muc 500 mb cho mua doéng va mua he.

Tt cac hinh thay rang ¢ nhitng khoang cach duéi 1000-1300 km “qui luat bac nhat”
cta Iudin thod mén tuong déi tot. V6i nhiing khoang cach 16n hon qui luat nay bi vi
pham, do thi cac ham tuong quan c6 déc tinh dao déng véi bién do giam dan, diéu nay noéi
lén sy hién dién cta yéu t6 chu ky trong cac qua trinh khi quyén vi mé.

Trong muc 2.14 da chi ra ring, cac déc trung cta trudng vectd déng nhat 1a cac
ham tuong quan doc va ngang. Can luu ¥ rang ham tuong quan cta cac thanh phan vi
huéng va kinh huéng nhan duge trong cong trinh nhin chung khong phai 14 nhiing dic
trung d6. Doi véi nhiing khodng cach ¢ khong 16n, cac cip tram thudc cing mot nhém
tram, cac huéng gitia ching khac nhau, va cadc ham tuong quan cua cac thanh phan U
va V nhan dudc 1a trung binh theo tat ca cac huéng. Déi véi nhiing khoang cach ¢ 16n,
cac tram cua tung cip tram vé cd ban thudc cac nhém khac nhau, ttic huéng gitia chiing
gan véi huéng ctua thanh phan vi tuyén, do d6, ham tuong quan cua thanh phan U gin
v6i ham tuong quan doc caa trudng, con ham tuong quan ctia thanh phan V gan véi ham
tuong quan ngang.
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7.5 Cdu tric théng ké cua truong doé cao tham tuyét va su téi vu hod céng
tac quan trdc tham tuyét

DPé dap ting yéu cAu cua cac nganh kinh t& quéc dan, trén mang luéi tram khi tugng
thiy van dang tién hanh nhiéu quan tric vé tham tuyét doi hdi cong stic cia nhiéu ngusi
quan tric. Khi d6 xudt hién van dé quan trong vé phan b hop 1y cac tram quan tréic trén
lanh thé.

D6 cao tham tuyét c6 thé rat khac nhau gitia cdc diém chi cach nhau mét khoang
khéng 16n. Su khac nhau vé phan b6 do cao tham tuyét trén lanh thé giy nén béi su phan
b6 khong dong déu cua téc do gié trong 16p sat dat, dia hinh va diéu kién dia phuong,
huéng sudn va do déc, tinh chat mit dém va nhiing dic diém cta ché do khi tuong.

Nhiing nhan t6 trén két hop v6i nhau tao nén mot biic tranh phan bs tuyét hét stc
phtic tap. Do d6 céc s6 liéu vé do cao tham tuyét 6 mét diém riéng biét khong cé y nghia
mAy, ma can phai biét nhiing dai lugng trung binh trén mot dién tich nao d6. Néu xem
xét do cao tham tuyét nhu 1a mét truong ngau nhién hai chiéu H(x,y) thi viéc 14y trung
binh nhu vay c6 thé dugc tién hanh mot cach thuan tién. Khi d6 ngudi ta coi trudng nay
12 ddng nhat, ddng hudéng va c6 tinh egodic.

Bai toan dit ra 1a tit nhiing s6 liéu do tai mot s6 diém quan tric tuyét trén tuyén c6
chiéu dai han ché, xac dinh gia tri trung binh ctia dd cao tham tuyét trong mot ving rong
hon mot cach dang ké. Dé don gian ta sé xét trudng hop gia tri cAn tim c¢6 thé nhan dudc
bing cach 14y trung binh cac s6 liéu do trén mét tuyén thing.

Gia st trén doan [0, L] phan bd déu n diém x, =0, X,,..., x, =L, tai cAc diém nay tién
hanh do d6 cao tham tuyét h(x,) va tir cac s6 lidu do xac dinh dugc gia tri trung binh s&
hoc h, va né duge chdp nhan lam d6 cao trung binh ctia tham tuyét tai viing nghién citu.

Khi d6 bai toan vé do chinh xac cta viéc xac dinh gia tri thuc ciia dai lugng can tim
hoan toan tuong tu nhu bai toan vé do chinh xac ctia viéc xac dinh gia tri théng ké cua ky
vong toan hoc ham ngau nhién theo chudi roi rac cac gia tri ciia n6 da xét trong cac diém 3
va 4 muc 6.3.

Nhu da chi ra trong muc 6.3, 6 day xuat hién hai loai sai s& — sai s6 do su han ché&
cta khoang [0, L] trén d6 ghi thé hién va sai s§ do thay thé& viéc 14y trung binh tich phan
theo toan khoang [0, L] bang viéc 14y trung binh theo n diém rdi rac x(=12,..,n). Sai
s6 binh phuong trung binh ¢? xudt hién do han ché d6 dai khoang ghi thé hién (xem muc
6.3 diém 3) dudc xac dinh bang cong thic (6.3.25), trong trudng hop nay dude viet dudi
dang

o’ =3f(1 —l—)RH (yd. (7.5.1)
RGN
6 day R, (1) 1a ham tuong quan ctia do cao tham tuyét.

Sai s6 binh phuong trung binh o xuat hién do thay thé& viéc 14y trung binh tich
phan bing gia tri trung binh s6 hoc tai n diém x cach déu nhau mét khoang A theo
(6.3.36) dugc viét nhu sau

L 28

(52: P
n" 34

R, (k= A.. (7.5.2)

6 day ciing c6 thé st dung ham céu tric B, (), néu trudc hét bién d6i cac cong thiic
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(7.5.1) va (7.5.2) nho (2.7.7):

() 1%
o’ 2 —d(h—js (hHydl, (7.5.3)
ol = (°° :2 S R (k=D (7.5.4)

Néu c6 ham tuong quan hodc ham ciu trdc va tién hanh tinh toan theo cac cong
thic trén, c6 thé nhan duge méi phu thudc cia cac dai luong o, , 6, vao do dai khoang va
s6 lugng diém do, va theo d6 tim s6 lugng diém t61 wu, khoang cach téi uu gitia cac diém.

Cach tiép can nhu vay dé giai bai toan t6i uu hod mang ludi quan tric tuyét da
duge dé xudt trong cong trinh ctia D. L. Laikhtman va R. L. Kagan [59]. Pé thuc hién
phuong phap tinh toan nay doi héi phai cé s6 liéu vé cau tric truong dd cao tham tuyét.
Nhiing s6 liéu nay nhan dudc trong cac céng trinh nghién ctiu chuyén vé xi 1y thong ké
tai liéu thuc nghiém hién cé theo cac vung khac nhau [51, 63, 76, 81].

Trong céng trinh [51] da x4c dinh ham c4u tric khong gian B, (l) cua do cao tham
tuyét. Dii liéu ban dau 1a nhiing s6 liéu do do cao tuyét thuc hién ngay 5 thang 7 nam
1957 & vung tram Dubrovskaja (gan 3000 s6 do d6 cao tham tuyét). Toan ving dude phu
bdi cac tuyén do song song cach nhau 200 m. T4t ca c¢6 17 tuyén do do dai khac nhau — tu
1 dén 2 km. Trén cac tuyén, do cao tham tuyét dudc do cach nhau 10 m. K&t qua tinh cho
thdy rang gia tri cia cac ham cdu tric trén mdi tuyén riéng biét rat khac nhau.

Su tan man cta cac ham ciu tric nhan dudc cé 16 dic trung cho tinh chat bat dong
nh4t cia phan bd do cao tham tuyét, mit khac su tan man dé giy nén bdi sai s6 do va sd
lugng diém do nhd.

P& c6 dic trung tin cAy hon vé cdu trdc cia truong dang xét, tdt ca cdc ham ciu
tric nhan duge da dude 14y trung binh, va sau d6 ham cau tric trung binh duge 1am tron.
Ham c4u tric trung binh lam tron By (I) dugc dan ra trén hinh 7.8. Ham c4u tric nhan
dugc duge mo ta tuong do1 tot boi cong thiic

B, (I)=58,7—40,8¢ """ . (1.5.5)

Hinh 7.8

] L I i I 1
120 160 L m

Trong cong trinh [76] da xac dinh cac ham ciu tric khong gian ctia dd cao tham
tuyét 6 cac vung dia ly khac nhau.

Céc tai lidu tric dac tuyét duge tién hanh 6 cdc vung khac nhau cta Lién X6 sau
day, da duge xu ly:

1) nhiing dot khao sat tric dac tuyét ctia Vién thay van Nha nudc & tinh Tselinograd
tai ba viing — vung Iuu vuc song Kzulsu, thung liing séng Karakol va viing tram Kolutan cu6i
thang 3 nam 1956;

2) tréc dac tuyét cia Phong thi nghiém nghién ctétu khoa hoc thiy van Valdai & luu
vuc song Polomet, thang 2 ndm 1953;
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3) tuyén tric dac tuyét theo tuyén tai tram Oksochi trén luu vuc cac sbéng
Gridenki, mua déng 1955-1956 va 1956-1957;

4) tréc dac tuyét theo tuyén gan lang Koltushi (tinh Leningrad).

Cac ham c4u tric nhan duge theo s6 liéu cac tram Karakul (1), Kzulsu (2), Valdai
(3), Oksochi (4), Koltushi (5), Kolutan (6) dan ra trén hinh 7.9.

Viéc phén tich hinh 7.9 cho th4y su bién déng ctia do cao tham tuyét ¢ nhiing ving
khac nhau rat 16n. Phan tich cia T. S. Triphonova [76] vé méi phu thudc ctia cac ham
cdu tric vao nhiing diéu kién dic trung viung trac dac tuyét cho phép két luan rang bién
dong cta d6 cao tham tuyét trén lanh thd dude quy dinh trudc hét béi dia hinh va tinh
chat cia mat dém.

Trong cong trinh [59] dan ra nhiing két qua tinh sai s6 o, va o, khi thay thé ham
cau trac (7.5.5) vao cac cong thic (7.5.3) va (7.5.4).

Trén hinh 7.10 biéu dién sai s binh phuong trung binh o, ctia viéc xac dinh d6 cao
trung binh cua thﬁém Euyé’t gy nén bdi su han ché cha do dai tuyén trac dac tuyét L.
Trén hinh 7.11 biéu dién sai s6 binh phuong trung binh 6, gAy nén bdi su han ché ctia s6
lugng diém do trén tuyén do.

Bull) cm'-’
1000~

00 =

s00 -
Hinh 7.9
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............................

] E=i=l=i mlalal s s inbe =y S s

oo 248 300 400 L

Néu cho trudc dd chinh xac ctia viéc xac dinh do cao trung binh ctia tham tuyét,
theo hinh 7.10 c6 thé xac dinh dugc do dai cAn thiét clia tuyén tric dac tuyét. Véi do dai
tuyén nho hon thi d6 chinh xac da cho ciing khéng thé dat dugde bing cach tang sé lugng
quan tric.
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Mbét cach tuong tu, c6 thé xac dinh trén hinh 7.11 s6 diém do can thiét n. Véi s6
diém do nhd hon thi dé chinh xac cho trudc khong thé dat duge bing cach ting do dai
tuyén tric dac tuyét. Néu chu § t6i nhitng khac biét dang ké cta cac ham cdu tric d6 cao
tham tuyét 6 nhitng viing khac nhau da phat hién trong cong trinh [76], thi thay rang chi
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c¢6 thé dinh ra nhiing chi dan cu thé vé viéc chon t6i uu d6 dai tuyén do tuyét va khoang
cach gitia cac diém do ting véi tiing vang dia 1y can ci vao nhiing din lidu vé cdu tric
thong ké ctia do cao tham tuyét ¢ ving da cho.

CHUONG 8: KHAI TRIEN QUA TRINH NGAU NHIEN VA TRUGNG NGAU NHIEN
THANH NHOUNG THANH PHAN TRUC GIAO TU NHIEN

8.1. Thiét lap bai todn
Trong toan hoc, phuong phép khai trién cac ham thanh chudi theo mét hé ham truc
giao chuin hoa nao dé dugc sti dung réng rai. Hé ham ¢,(t), ¢,(t),..., @,(t),... dugc goi la
truc giao chudn hoa (truc chuén) trén khoang [a,b] (hitu han ho#c vo han), néu thoa man
hé thic
B 0 khiizk
() o () dt= ’ 8.1.1
£<m(>¢k<> {1 hi ek (8.1.1)

Hé ham {p,(t)} dugc goi 1a ddy di néu nhu mot ham f(t) bat ky cho trén khoang
[a,b], c6 thé khai trién thanh chudi Fourier theo né

0= 30,0, (8.1.2)

Cac hang s6 a, goi la cac hé s6 Fourier va tir (8.1.1), (8.1.2) chiing dugc xac dinh
theo cong thic

b
a, = [ f (Do, (Hdt, (8.1.3)
Téng n s6 hang dau tién ctia chudi (9.1.2)
f.() =2 a0 ). (8.1.4)
k=1

dugc goi 1a da thiic Fourier cia ham f(t). Bay gid, mot cach gin ding, néu ta thay thé
ham f(t) bing tong (8.1.4) thi véi mbi gia tri cia d6i s6 t xudt hién sai s6 §,(t) bing
5.(1) = f(t)— . (t). (8.1.5)
Ngudi ta goi dai lugng §, 1a sai s6 binh phuong trung binh cta phép x4p xi ham
f(t) bing tong (8.1.4) trén khoang [a, b]

b
Snz\/j[f(t)— f (0] dt (8.1.6)
T cac da thiic dang
ch(pk (t) ’
k=1
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do6 léch binh phuong trung binh nhé nhat ciia ham f(t) sé cho mot da thtic Fourier, ttic

mot da thiic ma cac hé s6 C, 1a cic hé s6 Fourier a, . Khi d6 dai lugng 8> bang
b n
8’ =jf2(t)dt—za§ . (8.1.7)
a k=1

Thuc vay,
b

5 =j{f<t>—ick<pk(t>} dt =

a

n b n n b
P2 Odt-23 C [ f O 0dt+ >3 C,C [ o (Do, (Dot =

2 k=1 i=1 2

D —— T

D C—y T

fd->(C, —a)*Ya . (8.1.8)

V& phai cta (8.1.8) nhéan gia tri nhd nhat bang (8.1.7) khi Z(Ck —a,)* =0, tic khi
k=1

C.=a,.
Dai lugng 82 khéng am, vi vay ta c6 bat dang thiic

n b
> a gjfz(t)dt. (8.1.9)
k=1 a
R b
Tu d6 thay rang, d6i véi cac ham kha tich véi binh phuong, ttc khi J f2(t)dt 1a mot

s6 hitu han, thi chudi > a’ héi tu, hon niia, bat ding thic sau xay ra

k=1

Sal <[ttt (8.1.10)
k=1
va né dude goi 1a bat ding thic Bessel.

Néu hé ham {p (t)}1a d4y du thi d6i v6i mot ham 14y duge tong binh phuong bat ky
f(t) sé c6 ddng thic

D C—y T

oo b
> a =jf2(t)dt (8.1.11)

k=1
va dudc goi la phuong trinh khép kin.

Ngusi ta tng dung viéc khai trién cac ham theo nhiing hé ham truc chuén khac
nhau: khai trién thanh chubi Fourier theo hé ham lugng giac, khai trién thanh chubi
Fourier—Bessel theo hé ham Bessel, khai trién theo cac da thiic truc giao — Trebusev,
Ermit va cac hé ham khac.

Phuong phéap khai trién theo hé cac ham truc chudn ciing c6 thé ap dung vao cac
ham ngau nhién.

Gid st X(t) 12 mot ham ngau nhién xac dinh trén khoang [a,b] c6 ky vong toan hoc
bing khéng m(t)=0 va ham tuong quan cho truée R (t,,t,), t,,t,e[ab]; {p, (1)} 12 hé ham
truc chudn diy du. Khi d6 ta biéu dién ham ngdu nhién X(t) dusi dang chubi Fourier
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X()=Y A1) (8.1.12)

Cac hé s6 Fourier A dugc xac dinh duéi dang

b
A = [ X (o, (bt (8.1.13)
12 nhiing dai lugng ngiu nhién.
Ta ky hiéu
Xo =2 A@ (1) (8.1.14)
k=1

12 téng cua n s6 hang dAu tién cta khai trién (8.1.12) va ta sé x4p xi ham ngiu nhién
X(t) bing tong X, (t). Khi @6, sai s6 binh phuong trung binh ctia phép xap xi

b
5, =\/ _[[x(t)— X, (H)]*dt (8.1.15)

sé 12 mot dai lugng ngau nhién.
Pé lam thuée do d6 chinh xac ctia phép x4p xi ta st dung ky vong toan hoc ctia binh
phuong dai lugng nglu nhién §,
o2 =M [82]. (8.1.16)
Dai lugng o° biéu thi phuong sai sai s6 ctia phép xap xi dai lugng ngiu nhién, né
phu thudc vao viéc chon hé ham {o,(t)} va s8 lugng ham n cta ching. Khi d6, c6 thé khong
cho truée hé ham {, (1)} ma x4c dinh hé nay xuat phat tit yéu cAu thod man mét diéu kién
tu nhién nao d6. Ching han, c6 thé xac dinh mot hé nhu vay tit mot s6 cho truéc n ham
0, (1), 9,(1), ..., 9, () sao cho dai lugng o trong (8.1.16) trd thanh cyc tiéu. Nhiing ham
0,(1), 9, (1), ..., 0,(t) nhu vay dudc goi la nhiing ham tryc giao tu nhién. V6i hé ham dugc
chon nhu trén viéc biéu dién ham nglu nhién X(t) duéi dang téng n s hang

X() =Y Ao (8.1.17)
k=1

dudc goi 1a khai trién ham thanh téng cac thanh phén truc giao tu nhién.

Nhiing van dé 1y thuyét cta viéc khai trién theo cac thanh phan truc giao tu nhién
va cac tinh chat ctia phép khai trién nhu vay da dudc xét trong cac coéng trinh ctua Kh.
Khoteling [92], A. M. Obukhov [67, 68], N. A. Bagrov [35, 36], V. S. Pugatrev [21].

Tu déng thic (8.1.7), c6 thé viét biéu thic (8.1.15) dudi dang

b n
6ﬁ=jx2(t)—zAf. (8.1.18)
2 k=1
St dung (8.1.13) ta nhan duge

&= T X*(t)dt — ZU X(t)(pk(t)dt} =

k=1| a

n

b b
X2 Odt— Y [ [ X)X ()0, (1)@ (t;) dtclt, . (8.1.19)

k=1 3 a

D C— T

Thé gia tri ndy cta &2 vao (8.1.16) ta nhan dugc
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n

b b b
o2 = [ROU =3[ [ R (t,.t,)0, (1), (t,) dtct, (8.1.20)

=1
Bai toan quy vé tim cac ham ¢, (t), ¢,(t),..., ¢,(t) sao cho bidu thic (8.1.20) trd thanh

R P ~ A
cuc tiéu, hay néi cach khac, sao cho tong

n

b b
> TRt t)9 (6o, )dt dt, (8.1.21)

k=1 3 a

trd thanh cuc dai.
8.2. M6t s6 kién thicc vé ly thuyét phuong trinh tich phan

P& tim hé ham truc chuin lam cho (8.1.21) cuc dai, ta st dung nhiing két qua da
biét tir Iy thuyét phuong trinh tich phan véi nhan dé1 xiing ma ching ta sé liét ké duéi
day va bd qua viéc chitng minh. Trinh bay chi tiét vé 1y thuyét nay c6 thé tim théy, ching
han, trong [66, 24].

Xét phuong trinh tich phan thuin nhat

b
j K (x,5)p(s)ds = Ag(X) , (8.2.1)

trong d6 ham K(x,s) 12 ham hai bién thuc cho trong hinh chii nhat a<x<b, a<s<b;A 1a
mot s6 ndo d; ¢(x) 1a ham can tim cho trén khoang [a,b].

Ta s& xem cac ham K(x,s) va @(x) gidi ndi va c6 s6 mot hitu han diém gian doan, tai
d6 tich phan trong (8.2.1) ton tai.

Ham K(x,s) goi la nhan cta phuong trinh tich phan. Néu thoa méan hé thiic

K(x,8)=K'(s,x), (8.2.2)
d61 v6i nhan thue, diéu nay tuong duong véi ddng thic

K(x,8)=K(s, X), (8.2.3)
thi nhan dugc goi 1a doi xiing.

Cac gia tri cia tham s6 A, tai d6 phuong trinh tich phan (8.2.1) ¢6 nghiém khoéng
dong nhat bang khéng, dudce goi 1a gia tri riéng cia nhan K(x,s) hay ctia phuong trinh
(8.2.1). Néu A=2, la gia tri riéng ctia phuong trinh (8.2.1) va ¢,(x) 1a nghiém cua
phuong trinh nay khi A=2, ttc

b
[K(%9) 9y(5) ds=2y0, (%), (8.2.4)

thi ham o¢,(x) dugc goi 12 ham riéng Gng v6i gia tri riéng A, cta nhan K(x,s) hay cua
phuong trinh tich phén.

C6 thé chi ra ring tdt ca cac gia tri riéng cla nhan déi xtng 14 nhiing s6 thuc, va
t&t ca cac ham riéng ciing c6 thé coi 1a nhiing ham thuec.

Cac ham riéng cia nhan déi1 xiing, {ing v6i nhiing gia tri riéng khac nhau, tryc giao
v6i nhau. C6 thé lam cho cac ham riéng tré thanh cac ham chuén hoa.

Ta quy uéc liét ké day cac sb riéng theo thi tu gia tri tuyét doi giam dan. Nhu vay,
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M Mg e woe (M 2] 2 2[Ry 200) (8.2.5)

12 ddy céc gia tri riéng cua mot nhan doi xiing nao d6, thi tuong ting véi diy nay 1a hé
truc giao cac ham riéng

0,(X), 5(X), ... P, (X) ... (8.2.6)

Trong trudng hop nay dinh 1y Gilbert—-Smidth khdng dinh ring, c6 thé biéu dién
ham f(x) bat ky qua nhan K(x,s) dudi dang

b
f(x) =jK(x,s)h(s)ds, (8.2.7)

trong d6 h(s) 14 mét ham giéi nodi nao d6 c6 sé hitu han diém gian doan va khai trién duge

thanh chudi Fourier hoi tu tuyét doi va déu theo cac ham riéng ciia nhan. Do d6 néu viét
chudi Fourier cua ham h(x) theo cac ham riéng (8.2.6) cia nhan K(x,s) du6i dang

h(x) ~ Z he@,(X) , (8.2.8)
k=1
thi ham f(x) (8.2.7) dugc khai trién thanh chudi
f(0)=> Mho (%), (8.2.9)
k=1

trong d6 A, 1a gia tri riéng, con ¢, (X) 1a ham riéng ciia nhan K(x,s).
Gia st p(x) va g(x) 1a hai ham gi6i ndi c6 s6 hitu han diém gidn doan trén khoang
[a,b]. Lap tich phan kép

K(x,5) p(xX)q(s)dxds (8.2.10)

D ey T
D ey T

ap dung dinh 1y Gilbert-Smidth, ta dudc
b oo
[Kos)aes)ds= Y 1a0,00, (8.2.11)
2 k=1

trong d6 q, 1a cac hé s6 Fourier ctia ham q(x) khi khai trién thanh chudi Fourier theo cac
ham riéng (8.2.6), va chudi d v& phai hoi tu déu.

Nhan hai vé& caa (8.2.11) véi p(x), 14y tich phan theo x va ky hiéu p, 1a nhiing hé
s6 Fourier cia ham p(x) khi khai trién né thanh chudi theo cac ham riéng (8.2.6), ta
nhan duge bidu dién cta tich phan (8.2.10) dudi day:

b

b oo
”K(x, s)p(xa(s)dxds= >4, pG, - (8.2.12)
k=1

aa

Dic biét, khi p(x)=q(x) ta duge

D C—y T

b oo
j K(x9) p(x)p(s)dxds= > A, p? . (8.2.13)
a k=1

Ta sé xét nhiing tinh chat cuc tri ciia cAc ham riéng ciia nhan déi xtng. Khi sip xép
cAc gia tri riéng theo thi tu giam dan gia tri tuyét doi cua ching, theo (8.2.13) ta c6

_[ K (x,S) p(X)q(s)dxds < |kl|i P:. (8.2.14)

Theo phuong trinh khép kin (8.1.11),
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b )
[P oodx=>"p; . (8.2.15)
a k=1
P6i véi ham chudn hoa p(x), tich phan trong vé trai (8.2.15) bang don vi, do d6
Spi=1. (8.2.16)
k=1

Tu d6, d6i v6i ham chuédn hoa p(x) bat ding thic (8.2.14) dugc viét dudi dang

D C— T

b
J-K(X, s) p(x)q(s)dxds < [, (8.2.17)

Trong (8.2.17) déng thiic sé& xay ra khi p(x)= ¢,(X), ttc khi ham p(x) trung v6i ham
riéng o, (X).
Thuc vay, sau khi nhan hai v& ding thic
Koo Mg oo hgs oo (M 2R 2 2 1 |2 00) (8.2.18)

v6i @,(X) va 14y tich phan theo x, do tinh chuén hoa cta ham 0,(X), ta nhan dudc:
b b b
j K (X 9)9, (X), (S)dxds = A, j @)X =A, . (8.2.19)
Nhu vay, dinh 1y sau day la dtdng: Trén tap hop cac ham chudn hoa p(x) tich phan

K(x,5)p(x) p(s)dxds c6 cuc dai bang [A,| khi p(x)=¢,(x).

» —
D C— T

Bay gi6 xét tap hop cac ham chudn hoa p(x) truc giao véi m—1 ham riéng dau tién
cua (8.2.6) cia nhan K(x,s). Khi d6 trong (8.2.13) m—1 hé s8 Fourier dau tién p, ctua
biéu thiic khai trién ham p(x) thanh chudi Fourier theo cic ham (8.2.6) sé bing khéng.
Khi d6 (8.2.13) dugc viét dudi dang

b b oo
j K(x,5)p(x) p(s)dxds= > "1, p; . (8.2.20)
Tu do6
b b
j j K (% 9)p(x) p(s)dxds< |1, . (8.2.21)

Trong (8.2.21) déng thic dat duge khi p(X)=0¢,,(X), tic la dinh ly sau day dung:
Trén tap hop cdc ham chuén tic p(X) truc giao v6i m—1 ham riéng dau tién ctia nhan

cuc dai nay dat dugc khi

|

b b
K(x,s), tich phan j j K(x ) p(x)p(s)dxds c6 cuc dai bang [
P(X) = @ (X) -

8.3. Tim cdc thanh phan tryc giao tu nhién

Bay gid trd lai bai toan tim hé cac ham {p, (x)} lam cho tong (8.1.21) tré thanh cuc
dai, ta thay ring trén co sé ly thuyét da trinh bay trong muc 8.2, mdi s6 hang thi k cta
no6 c6 cuc dai bang [A,| khi chon ham riéng ctia ham tuong quan R (t,,t,) tng véi gia tri
riéng A, lam ham ¢, (t). Nhu vay, v6i tu cach 1a cac ham truc giao tu nhién cua phép
khai trién ham nglu nhién X(t) (8.1.17) phai 14y n ham riéng d4u tién ctia ham tuong
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quan R (t,t,) tuong ting v6i n gia tri riéng cia ham tuong quan nay duge sip xép theo
thi tu giam dan gia tri tuyét doi.
Khi d6 phuong sai sai s6 cia phép xap x1 6> dudgc xac dinh theo cong thtic

b n
2= [RtHdt->[r,]. (8.3.1)
Tu déng thic
b b b 2
7Lk = II Rx(t17t2)(pk (tl)(pk (tz)dtldtz =M ﬂ:j X(t)({)k (t)dt} } = D[A(] (8.3.2)

thdy rang, cac gia tri riéng cia ham tuong quan la phuong sai ctia cac hé s6 A, tuong
ting ctia khai trién ham ngiu nhién theo hé cac ham riéng {o,(t)}. Do 6, céc gié tri riéng
ciia ham tuong quan thuc su 12 nhiing s6 duong, va diu gia tri tuyét doi trong (8.3.1) ¢
thé b di.

Hé phuong phap da trinh bay hoan toan cé thé ap dung ca cho khai trién trudng
ngau nhién thanh cac thanh phan truc giao tu nhién. Trong trudng hop nay, tat ca cac
ham duge xét nhu ham caa diém N(B) cho trén mién giéi han nao dé véi s chiéu da cho.
Chéng han, gid st U(p)=U(x Y,2) 1a trudng khéng gian ngiu nhién xac dinh trong mién
D, c6 ky vong toan hoc bang khéng va ham tuong quan R,(p,.p,).

Ta biéu dién trudng nglu nhién U(p) dudi dang téng

UG =Y A0F), (5:3.9)

trong d6 {p.(p)} 12 hé ham truc chudn ddy du trong mién D, tic la d6i v6i né diéu kién
sau dudc thuc hién

[[[@i(% ¥, 2) @ (x, ¥, 2)dxdlydz = (8.3.4)

(D)

1 khi i=Kk,
0 khi i=k.

Céc hé s6 Fourier A 1a nhiing dai lugng ngau nhién dudgc xac dinh theo cong thic
A =[JUxy.2) 0, (x y. 2)dxdydz. (8.3.5)
(D)
Trong trudng hop nay bai toan x4p xi truong nglu nhién bdi téng cac thanh phan
truc giao tu nhién (8.3.3) dudc quy vé viéc tim cac ham ¢,(p), @, (p), ..., ¢,(p) lam cuc dai

téng

S IR 06 v, 200, (x . 2)clyelz |, (&, ) lednal (8.3.6)

k=1 (D) (D)
Khi xem xét 1y thuyét da trinh bay trong muc 8.2 4p dung vao phuong trinh tich
phan
[[[K %y, &M, L0, Odedndl = Ao(x, Y, 2), (8.3.7)
(D)
ta nhan dudc nhiing ham truc giao tu nhién cta khai trién trudng nglu nhién U(p)
(8.3.3) 12 n ham riéng diu tién ctia ham tuong quan R, (p,,p,) tuong Gng véi n gia tri
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riéng diu tién ctia phuong trinh (8.3.7) dudc sip xép theo thi tu khéng ting gia tri cia
ching. Khi d6 phuong sai sai s6 cia phép x4p xi ¢’ dugc x4c dinh theo cong thiic

o= HIR,(X, Y,z X, Y, 2)dxdydz— >4, . (8.3.8)
(D) k=1

TU nhiing cong thiic d6i véi phuong sai sai sd cuia phép xap xi (8.3.1) hay (8.3.8)
thay rang, do chinh xac ting lén khi ting sd cac thanh phan truc giao tu nhién ma ham
ngiu nhién khai trién theo chiing. Tuy nhién cac s§ A,,A,,..., A, phan b theo thi tu gidm
dan, do d6 s6 thit tu ctia thanh phan trong céng thiic (8.1.14) hay (8.3.3) cang 16n thi, vé
trung binh, ty trong ctia thanh phan cang nhd. Néu cac gia tri riéng gidm kha nhanh, thi
diéu d6 cho phép nhan nhiing két qua gan ding khi chi can chd ¥ t6i mot s6 khong 16n
cac thanh phan. vu diém co ban cta phép khai trién theo cac thanh phén truc giao tu
nhién 1a 6 chd né tap trung toi da théng tin vé ham ngiu nhién vao mot s6 khong nhiéu
cac s6 hang.

Khi danh gia d6 chinh xac cia phép xap xi (8.1.17) bdi mot s6 n cac thanh phan
truc giao tu nhién da chon, c6 thé st dung phuong sai tuong d6i clia sai s6 x4p xi

b
M{_[[X(t)— xn(t)]2dt}

n: = - (8.3.9)
M { j x2(t)dt}
Theo (8.3.1) véi gia tri cyc tiéu ctia o? ta nhan dugc
b n
[Rtdt =%,
n=2 = . (8.3.10)

TR(t,t)dt

Sau khi dung d6 thi phu thudc cta dai lugng n, vao s6 n, cé thé udc lugng s s6
hang khai trién can thiét tuy theo d6 chinh xac da cho ctia phép x&p xi.

Bay gio ta xét truong hop khi khong cé ban ghi lién tuc cia ham ngau nhién, ma
chi c6 cac 1at cit ctia né & nhiing diém roi rac, diéu ma thudng xay ra khi nghién ctu thuc
nghiém cac ham ngau nhién.

Gia st ham ngiu nhién X(t) c¢6 ky vong toan hoc bang khoéng, dudc cho tai mot so
hitu han diém t,,t,,...,t,, {p ()} 12 hé ham b4t ky, ciing dugc cho tai cac diém t.t,,....t,,.
Ta s& xem ham ngiu nhién X(t) nhu mot vecto m chiéu X(X,, X,, ..., X,) ma moi thanh
phan ctia n6 14 mot 1at cit ctia ham ngau nhién X, = X(t,), X, = X(t,) ,..., X, =X(t.).

Ta cling xem cac ham ¢, (t) nhu nhiing vectd m chiéu ¢“(¢%, ¢, ..., ¢¥) ma cac thanh
phin cta chding 1a nhiing gid tri cha ham ¢(t) tai cac diém t;, tic
O =0 (1) 95 = 9 (L), -y O = Py (L) -

Ta sé coi cac vectd ¢° la truc giao va chuén hoa (truc chuédn). Hai vecto
a (a,a,...a,) va b (b,b,,...h,) goila truc giao néu tich vé hudng ctia chiing bang khong,

a-b=

M=

ab =0. (8.3.11)

Il
JiN
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Vectd a goi 1a chudn hoa néu d6 dai cia né bang don vi

8| /Zi:af -1, (8.3.12)

Diéu kién truc chuén cta cic vecto {(pk} dugc viét duéi dang

o {1 khi k=1,

= . (8.3.13)
0 khi k 1.

O; ¢

M

Ta biéu dién vecto ngAu nhién X duéi dang t8 hop tuyén tinh clia cac vecto {¢*}

X ~ iA@k , (8.3.14)

trong d6 cac hé s6 A 1a nhiing t6 hgp tuyén tinh ctia cac thanh phan clia vectd ngiu

nhién
A =D X 0%, (8.3.15)
j=1
DPang thic vecto (8.3.14) viét cho cac thanh phan vecto sé dan t6i hé cac ddng thic

X =Y Ao, i=12,..,m, (8.3.16)

Phuong sai sai s ctia phép x4p xi vectd ngdu nhién X béi téng (8.3.14) dudc xac
dinh duéi dang

BV B VT )

i =1 i=1 k=1 I=1

Ms

{ =23 > 2 XX, WP#ZZAAZ@.@.} (8.3.17)
i=1 k=1 i=1 j=1 k=1 1=1
Do (8.3.13), t6ng cudi cung trong dang thic (8.3.17) bing

ZZAAZ@.@. —Z/Vx 233X X 0l (8.3.18)

k=1 I=1 k=1 i=1 j=1

Tu d6 ta nhan duge
= Z z

k=1 i=1

Ro/0}, (8.3.19)

lMB

—

trong d6 R; la mémen tuong quan gitia cac lat ¢ at X, = X(t,) va X;=X(t,) caa ham ngau

nhién, tic 14 cac phan ti ciia ma tran tuong quan " R, || ctia vecto ngau nhién X .

Ta sé tim mot hé cac vecto truc chuin {(pk} sao cho dai lugng o nhan gia tri nho
nh&t, hay néi cach khac, téng ba 16p trong (8.3.19) nhan gia tri 16n nhat.

Nhiing vectd nhu vay goi 1a cac vecto truc giao tu nhién ctia vectd ngau nhién X,
con phép khai trién (8.3.14) véi cach chon cac vectd {(I)k} nhu vay goi 1a khai trién vecto
ngau nhién thanh cac thanh phan truc giao tu nhién.

Vi ham tuong quan ctiia qua trinh ngau nhién 14 ham xac dinh duong, nén moéi s6
hang
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m

b =2

i=1 j

Ma

SHONOH (8.3.20)

I
—

khong am, do d6, bai toan quy vé viéc xac dinh nhiing vectd truc chuan {(I)k} sao cho mdi
s6 hang b, nhan gia tri 16n nhat.

Ta sé xét hé phuong trinh
DR =Ag;, i=12,..,m. (8.3.21)
i=1

Nhiing gi4a tri caa tham s6 A tai d6 hé (8.3.21) c6 nghiém
(@, 9,,...,0,) khac vecto khong, duge goi 1a clc gia tri riéng hay s6 riéng ciia ma tran

cac hé so " R, " cta hé nay, con cac nghiém ¢ nhan dugc ting véi s6 riéng da cho A, duge
goi la nhiing vectd riéng cua ma tran || R, || )

Hé (8.3.21) tuong tu (analog) nhu phuong trinh tich phan (8.2.1) ma ta da xét doi
v6i truong hgp thé hién cta qua trinh ngdu nhién dude ghi lién tuc, ma tran tuong quan
| Ri| ctia hé (8.3.21), nhu da biét, 1a ma tran déi xing, tudng ty nhu nhan d6i xing cta
phuong trinh tich phén.

Nhiing vecto riéng cia ma tran thuc déi xiing ting v6i nhiing s6 riéng khac nhau sé
truc giao véi nhau.

Thuc vay, ta xét vecto riéng ¢* va ¢ Gng véi cac s6 riéng A, va A,, k#I,taco

ZRJ({)IJ( :kk(pik’ I =17 2:'--7m7 (8.3.22)
j=1
YR, =hof, i=1,2,..,m. (8.3.23)
j=1

Nhén hai v& cta cac dang thic trong (8.3.22) véi ¢l roi cong lai va nhan ting ding
thic trong (8.3.23) v6i ¢ va ciing cong lai:

Zm:Z R@jei = Micpikm! , (8.3.24)
i > R\ =2 Z@. - (8.3.25)

:1]

Tru (8.3.25) cho (8.3.24) ta nhan dudgc

A =2 )Z:(pI ¢ =0. (8.3.26)

Vi A, —A, 20 nén Z(p, ¢ =0, tiic cAc vecto ¢* va ¢ truc giao.

i=1

Ta tinh phuong sai ctia cac t6 hgp tuyén tinh (8.3.15)

D[M=M{jzmlxi“’7ﬂ {

Néu A, 1a mot s riéng ciia ma tran tuong quan, con @ (¢, k,..., 0%) 12 vecto riéng

Ms

X, X 0 "} D> D R} (8.3.27)
=)

i=1 j=1

Il
—

j

tuong tng véi né, ta c6 thé viét (8.3.27) duéi dang
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Z(P. ZFWJ M Z(p. o = (8.3.28)

T d6 thdy rang cac s6 riéng ctia ma tran tuong quan la phuong sai ctia cac t6 hgp
tuyén tinh A . Diéu nay chi ra ring cac sd riéng cia ma tran tuong quan la nhiing s6
khong am.

Ta sip xép cac sO riéng ctia ma trAn tuong quan theo thé tu gidm dan
A=A, 20, 2., vagia st ¢, ¢%, ¢°,... 1a nhiing vecto riéng tuong Gng véi ching.

C6 mot dinh 1y sau day vé tinh chat cuc tri ctia cic sb riéng va cac vecto riéng cua
ma tran do6i xting, tuong tu tinh chat cuc tri clia cic gia tri riéng va ham riéng ciia nhan
dé1 xting ctia phuong trinh tich phan.

Dinh ly: Trén tap hop cac vectd chuan tic ¢ (9,,9,....9,) tong

M3

> > R0o, (8.3.29)

I
—

c6 cuc dai bang s6 riéng 16n nhat A, cia ma tran "RJ. " . Cuc dai nay dat dugc khi vects ¢
bing vectd riéng §, ting véi s6 riéng A, .

Trén tap hdp cac vects truc giao chudn hoa v6i n—1 vecto riéng dau tién
,...,@"" ciia ma tran "RJ || tong (8.3.29) c6 cuc dai bing sb riéng A, dat dudc khi

Chitng minh: Gia st ¢', ¢*,....¢" 1a nhiing vecto riéng doc lap tuyén tinh ciia ma
tran "Rj || , khi d6 vects ¢ c6 thé biéu dién duéi dang t6 hop tuyén tinh cia ching
P=CP +C,° +..+C O". (8.3.30)
Thé (8.3.30) vao (8.3.29), do tinh chat truc giao cia cac vecto riéng, ta nhan dudc

>3 R00, =YD RY. D cae, = chZZ R ol . (8.3.31)

i=1 j=1 i=1 j=1 k=1 I=1 = i=1 j=1

St dung (8.3.21) va diéu kién chuéin ho4 cta cac vects @, ta dudc

ZZRj(pi(pj ZZCEKKZ[(PF]ZZZKKCESMZCE:;H- (8.3.32)
i=1 j=1 k=1 i=1 k=1 k=1
Téng (8.3.29) sé c6 gia tri cyc dai bang A, khi §=¢', vi trong trudng hgp nay
¢=1c¢=..=C,=0.

Bay gio gia st vectd ¢ truc giao véi cac vecto riéng ¢', ¢°, ..., 9", khi d6 trong khai
trién (8.3.30) ¢, =¢, =...=¢,, =0 va tir (8.3.32) ta nhan dugc
Z:Z:Fij(p(pJ Zk cl <A,. (8.3.33)
i=1 j=1
DPéang thic trong (8.3.33) dat duge khi ¢ = ¢".
Néu 14y cac vecto riéng ctia ma tran tuong quan "Rj || lam hé cac vecto {(pk} trong
khai trién vectd ngiu nhién X (8.3.14) thi phuong sai ctia sai s6 xdp xi o> sé dugc xac

dinh duéi dang
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Ga=> R =N, (8.3.34)
i=1 k=1
trong d6 A, — cac s6 riéng cia ma tran tuong quan.

Nhu vay, véi tu cach 1a nhiing vecto truc giao tu nhién khi khai trién vecto ngau
nhién thanh téng ctia n thanh phéan tryc giao tu nhién can phai l4y n vecto riéng ctia ma
tran tuong quan tng véi n s6 riéng dau tién caa no.

Khi chon cac vectd riéng cia ma tran tucng quan lam cac vecto {(pk}, cac hé so khai
trién A (8.3.14) doé1 mot khong tuong quan.

Thuc vay,
MIAA]= ZZ M [Xixj](pik(plj = Z(Plkz Rij(p: =\ Z(Pik(P: =0 khi k=1 (8.3.35)
=1 i=1 j=1 i=1
Vi cac s6 riéng A, clia ma tran tuong quan la phuong sai cia cac hé s6 khai trién
vectd ngAu nhién theo cac vectd riéng ctia ma tran tuong quan, nén bai toan khai trién
vectd ngiu nhién thanh téng cac thanh phan truc giao tu nhién cé thé dat ra nhu sau.
Chang han, gia st ¢6 m gia tri cta yéu té khi tugng x,, X,, ..., X, . Day c6 thé 1a nhiing gia tri
tai m muc khac nhau hay tai m diém khac nhau trén mét mat ding ap, hay nhiing gia tri
tai mot diém, nhung & nhiing thoi diém khac nhau. Cac vectd truc chuan ¢ (¢, ¢k, ..., 0¥),
tiic 1a nhiing t6 hgp tuyén tinh cta cac gia tri cia yéu t6 khi tugng x, i=1,2,...,m dang

A =i>wik (8.3.36)

duge tim sao cho phudng sai ctia nhiing t6 hgp tuyén tinh nay
m 2 m m

D[M=M{wa} }=ZZ R oo} (8.3.37)
i £

i=1 i j=1

cuc dai.
MGéi vecto ¢ nhu vay la mot vecto riéng ciia ma tran tuong quan || R || . S6 riéng cua

ma tran " R || tuong Gng véi vectd d6 bang phuong sai ctia té hgp tuyén tinh A, .

Y nghia ctia khai trién ham ngdu nhién thanh téng cac thanh phan truc giao tu
nhién 1a & chd, tit mot s6 lugng 16n nhiing s6 liéu thuc nghiém, truée hét tach ra t6 hgp
tuyén tinh A, c6 do bién thién (phuong sai) 16n nhat. T6 hgp tuyén tinh nay tuong tng
v6l vecto riéng ¢' ting v6i s6 riéng 16n nhit trong cic s6 riéng clia ma tran tuong quan.
Tiép theo xét dén nhiing t6 hgp tuyén tinh A, khong tuong quan véi A, va chon 14y t8
hgp A, trong s6 chiing c6 dd bién thién 16n nhat, v.v... Sau khi chon dugec mot s6 khong
16n nhiing t6 hop nhu thé, do bién thién cta tdt ca cac td hdp tuyén tinh con lai trd nén
nhé. Vi vay, khi mong muén mo ta phan 16n d6 bién thién déc trung cua tap hop cac gia
tri X, X,,..., X,, ching ta c6 thé st dung khéng phai tat ca cac t6 hop tuyén tinh A, ma
chi mét s6 t6 hgp ting v6i nhiing s6 riéng 16n nhat A, .

Khi d6, @& danh gia sai s6 méc phai, c6 thé st dung phuong sai tuong d6i cla sai s6
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w{E[x-gaa]]
" u[$x]

dé cho phuong sai cuc tiéu phut hop véi (8.3.34) va néu tinh dén ding thic da bist

(8.3.38)

YR =24, (8.3.39)
i=1 k=1
sai s6 nay sé dudc viét duéi dang
Ay
L = S (8.3.40)

Dai lugng

(8.3.41)

dac trung cho phan cta n thanh phén tu nhién trong phuong sai téng.

Nhu vay, so véi khai trién ham ngau nhién theo nhiing hé ham hay vects truc
chuén bat ky nao khac, phép khai trién ham ngiu nhién theo cic thanh phén truc giao
tu nhién dam bao su gidm phuong sai nhanh nhat tit thanh phan nay dén thanh phan
khac.

Bai toan tim cic sb riéng va cic vectd riéng ciia ma tran la mot trong nhiing bai
toan cd ban cta dai s6 tuyén tinh. N&u chuyén cac sé hang tit v& phai sang vé trai, c6 thé
viét lai hé (8.3.21) duéi dang

(R, _7‘)(91 + R0, +... + R0, =0,
R0, +(Ry =A@, +... + R0, =0,

Ru®, + Rp®; +... + (R, — M9, = 0.

Hé cac phuong trinh thuan nhat (8.3.42) sé c6 nghiém khac vecto khéng chi trong
truong hop dinh thtc ctia hé bang khong, tic 1a ta c6 phuong trinh

(8.3.42)

Rn -A R12 le
R R =4 Rm 2. (8.3.43)
Ru Ree R — A

Phuong trinh nay dugc goi 1a phuong trinh dic trung ctia ma tran cac hé s6 " R, || hay

phuong trinh trong lugng. Khai trién dinh thiic (8.3.43), ta c6 thé viét né dudi dang mot
phuong trinh dai s6 do1 véi A

A= p AT = p A~ = P A= P, =0 (8.3.44).
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Nhu vay, nhiing s6 riéng ctia ma tran " R, || l1a cac nghiém cua phuong trinh bac m
(8.3.44), va do @6, néi chung c6 m s6 riéng A,,A,, ..., A, c6 thé sip xép theo thit tu giam
dan. Dé xac dinh vecto riéng ¢'(¢!, ., ..., ¢.), tuong ting v6i sd riéng 16n nhat A, la vecto
truc giao tu nhién thd nhét trong khai trién vectd ngdu nhién (8.3.14), cAn phai dat
A=A, vao hé (8.3.42) va tim nghiém cta hé nay. Mdi vecto truc giao tu nhién tiép theo
§*,9°,..., 9" sé dugc tim bang cach gidi hé (8.3.42) v6i A=A, Ay, \, -

Nhiing hé s6 cta phuong trinh dic trung (8.3.44) 1a tong cua tit ca cac dinh thic
con cua ma tran || R, " bac i dua trén duong chéo chinh. Tinh truc tiép cac hé s6 P 1a cong
viéc ning né va doi hoi rat nhiéu thao tac.

Trong dai s6 tuyén tinh da xay dung nhiéu phuong phap don gian hoa viéc giai bai
toan xac dinh cac s6 riéng va cac vecto riéng ciia ma tran, trinh bay chi tiét vé van dé nay
¢6 thé tim dudgc trong [77]. Phan 16n cac phuong phap d6 bao gdm viée tinh trude cic cac
hé s6 ciia phuong trinh dic trung bd qua viéc tinh nhiéu dinh thtc con. Sau d6 cac s6
riéng dudc tinh bang mot phuong phap nao d6 dé tinh gin dung cac nghiém cta da thic.

Khi khai trién vectd ngau nhién thanh tdng cac thanh phan truc giao tu nhién, nhu
ching ta da thay trén day, thuong nguoi ta giéi han 6 mot s6 thanh phan diu tién, ttc l1a
chi sti dung mot s6 vecto riéng clia ma tran tuong quan tuong ting v6i nhiing s6 riéng 16n
nh4t ctiia né. Bai toan tim mot hodc mot s6 s6 riéng cia ma tran va cac vecto riéng tuong
tng v6i ching trong dai s6 tuyén tinh c6 tén 1a bai toan gia tri riéng bd phan dé phan
biét v6i bai toan day dua khi doi héi xac dinh tat ca cac s riéng va cac vecto riéng clia ma
tran. Dé giai bai toan bd phan thi cac phuong phap lap 1a rat hiéu qua, trong d6 cac s6
riéng dugec nhan nhu la giéi han ctia nhiing chudi s6 nao d6, va cac thanh phan vecto
riéng tuong ling v6i chiing ciing nhu vay. Trong cac phuong phap lap, cac sb riéng thuong
dugc tinh truc ti€p ma khong can tinh trudc cac hé s6 cua phuong trinh dic trung, diéu
d6 lam don gian bai toan. Cac phuong phap ldp thich hgp hon ca d6i véi viée gidi trén
may tinh dién ti, do d6 ching rat quan trong.

8.4. Biéu dién cdc truong khi tuong dudi dang tong cdc thanh phan truc
giao tu nhién

Phuong phap khai trién ham ngdu nhién thanh cac thanh phan truc giao tu nhién
cho phép tach ra nhiing dic diém co ban nhat va loai bd nhiing chi tiét nhé ti mot s6
lugng 16n s6 liéu thuc nghiém; phucng phép nay da duge tng dung réng rai dé mo ta cdu
tric thong ké cac truong khi tugng trong cac cong trinh ctia N. A. Bagrov [35,36], A. M.
Obukhov [67], M.I. Tudin [87], L. V. Rukoves [73], G. D. Kudashkin [58], A. V.
Mesherskaija va N. I. Iakovleva [64,65,89,90] va cac tac gia khac.

Dé lam vi du ching ta xét viéc khai trién profile thing ding truong dia thé vi theo
cac thanh phan truc giao tu nhién, dudc thuc hién trong céng trinh cua L. V. Rukhoves.
S6 liéu thyc nghiém ban dau dude st dung 1a cac gia tri dia thé vi trén sau méit ddng ap
(1000, 850, 700, 500, 300 va 200 mb) qua 3 gid mdt va chung duge chia thanh bon tap:
tap tht nhat bao quat thoi ky 10 ngay, tit 23/1 dén 1/2/1959, tap thi hai — 10 ngay, ti 15
dén 24/4/1959, tap tht ba — 11 ngay, ti 6 dén 16/7/1959, tap tht tu — 10 ngay, tu 20 dén
29/10/1959.
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Viéc chon mot vai tap nhu vy nham khao sat van dé vé do on dinh cta phép khai
trién. Néu cac thanh phéan truc giao tu nhién nhan duge theo mot tap mat tinh 6n dinh khi
chuyén sang nhiing tap khac, thi viéc ting dung khai trién nhu vay vao thuc t&€ trd thanh it
hiéu qua va khéong wu viét so véi phép khai trién theo cac hé ham truc giao khac.

S6 lieu duge 18y tai cac diém nut clia luéi déu trén lanh thé chau Au. Méi mua c6
khong it hon 990 gia tri bién d6i ngay dém cta dia thé vi, mic du, nhu tac gia [73] da néu,
khong phai tit ca cic gia tri déu doc lap. P& nghién ctu su phu thuéc clia cac ham truc
giao tu nhién vao vi d9, toan bd lanh thd duge chia thanh ba ving theo vi do. Theo s6 liéu
cua tap thi ba, tap c6 nhiéu gia tri nhat, da tinh ciac ma tran tuong quan || R, || cho tting

N A AN ~ A N ~ A A ~ A A‘-" Y
vung trong s6 ba viing, nhiing ma tran tuong quan nay mé ta méi lién hé cua bién doi ngay
~ . AN s .~ ~ N < N 2 o 2 2 P ~ A1t A N -
dém cua dia thé vi gitia cac muc trén toan bd sau mat dang ap. Vi xét cac so liéu trén siau

A‘) A A N A A Z
muc chuan, nén ma tran tuong quan " R, " la ma tran béac sau.

Viéc tinh cac sd riéng va vecto riéng duge thuc hién theo phuong phap Jacobi, ttc la
dua ma tran vé dang dudng chéo nhd phép quay don gian [77]. Viéc tinh su bién d6i ngay
dém, ma tran tuong quan, cac sb riéng va vecto riéng dudgce thuc hién trén may tinh dién
tu.

Gia tri cac vectd riéng cua ma tran tuong quan cho ba vung (1, 2, 3), 14y tu [73],
dudgc biéu dién trén hinh 8.1. Do d6 bién déng cta dia thé vi tang theo vi d6 ma cac ma
tran tuong quan cta cac vung khéc biét nhau mot cach dang ké. Nhung, nhu ta thdy trén
hinh 8.1, cAc vecto riéng ciia nhiing ma tran d6 kha gan nhau.

08 - .
06
041
02

I

-0,2

Hinh 8.1

Pé nhan dinh tinh chit 6n dinh cta cac vectd riéng, trén hinh 8.2 da dan ra cac gia
tri clia ching cho méi mét trong bon tap cia mot vung. T hinh 8.2 thay rang, d6i véi cac
mua khac nhau hinh dang cac vecto riéng gan giéng nhau, déc biét déi véi hai vecto riéng
dau tién.

Trong bang 8.1 din ra gia tri cac s6 riéng ciia ma tran tuong quan déi véi tiing tap
va cac dai lugng
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(8.4.1)

dic trung cho phan déng gép cia n thanh phan truc giao tu nhién vao phuong sai cua
khai trién (8.3.14) v6i n=1,2,...,6, ttc 1a khi han ché& béi mot, hai, ba, v.v... s6 hang trong

tong (8.3.14).

Hinh 8.2
Bang 8.1
Tap
k 2

A d, % Ay d, % Ay d, % A d, %
1 559,8 80,9 195,2 66,2 184,7 [ 73,5 625,2 50,2
2 93,4 94,4 59,4 86,3 40,8 | 89,7 115,5 95,0
3 22,5 97,6 18,5 92,6 14,2 | 95,3 21,0 97,7
4 10,6 99,2 11,0 96,3 55 975 10,7 99,0
5 3,6 99,7 8,7 99,3 4,2 |99,2 5,1 99,7
6 21 100 21 100 1,9 100 2,4 100

Tt bang thdy rang hai thanh phan truc giao tu nhién dau tién tap trung khoang
90% phuong sai tdng cong, ttc 1a khai trién theo cac thanh phan truc giao tu nhién c6 téc

do hoi tu cao.
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CHUONG 9: NHUNG Vi DU NGOAI SUY TUYEN TiNH TOI UU CAC QUA TRINH
KHi TUONG THUY VAN

9.1. Ngoai suy t6i vu dong chdy song theo phuong phap I. M. Alekhin

I. M. Alekhin da ting dung ly thuyét ngoai suy tuyén tinh t&i wu cic qua trinh ngau
nhién ditng dé du bao dong chay song ngdi [34]. Ong xem dd léch cta dong chay nam so
v6i chudn nhu mét ham ngdu nhién ding cta thdi gian cho tai nhiing gia tri nguyén cta
do1 so.

Dé c6 thé du bao qua trinh ngiu nhién tai thoi diém t+T,T>0 theo céc s6 lidu
quan tric trén khoang do ctia d6i s6 trude thoi diém t, thi su ton tai méi phu thude tuong
quan dang ké giita cac lat cit clia qua trinh nglu nhién 1a cin thiét. C6 thé nhan dinh vé
su tén tai mdi phu thudc nay, ching han, bing d thi ham tuong quan. Trong [34] d&
tinh cAc ham tuong quan chuén hoa r(t) cia d6 léch dong chay nam so véi chudn cho sau
con song phan bé trén 1anh thd chau Au cta Lién X6. S6 liéu ban dau dé tinh 1a s6 liéu
luu lugng nuée trung binh nam trong 50-70 nidm 14y tu "Tai liéu ché do séng ngoi Lién
X8" va cac nién lich thay van. Nhiing vi du vé cac ham tuong quan da tinh dugde dan trén
hinh 9.1. (Nhiing dudng lién nét nhan dudc bang cach lam tron theo phuong phap binh
phuong t6i thiéu). Tt hinh 9.1, rit ra két luan vé nguyén tic c6 thé du bao dong chay
song, vi tuong quan luu lugng trung binh nim trong sau trudng hgp xem xét to ra kha
cao trong mot dai rong ciia khoang 1. Diéu nay, theo Iu. M. Alokhin, dudc quyét dinh bdi
hai nguyén nhan: su diéu chinh dong chidy nidm tao nén méi lién hé tuong quan véi
nhiing T khong 16n (khéng 16n hon 2-3 niam), va tinh chu ky ctia dong chay tao nén su
tuong quan bién thién cé tinh tudn hoan va lam cho tuong quan tit dan cham trong dai t
rong. Trong céng trinh [34] da khao sat ngoai suy "thuan tuy" (khéng lam tron) dong
chay nam cta cac con séng véi thoi han du bdo T=1,2,3 va 5 nam. Trong d6 cac tinh
toan dudc thuc hién bing hai phuong phap: giai truc tiép hé phuong trinh dai s6 (5.2.11)
(xem muc 5.2) va st dung ly thuyét Kolmogorov—Winer (xem muc 5.3 va 5.5).

?"f’l'.
04

a)

0,2

)
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Hinh 9.1

1. Du bao dong chay séng bang cach giai truc ti€p hé phuong trinh dai s6

Bai toan du bao dong chay séng duge dit ra nhu sau. Cé s6 liéu do léch dong chay
nim so v6i chuan q(t), q(t—1),...,qt —n) ghi dugc trong N ndm ma nim cudi cung dudc ky
hiéu 1a t. Gia tri du bao q(t+T), véi T— thsi han du béo, sé duge tim duéi dang t6 hop

tuyén tinh cia m s6 trong so6 cac so liéu nay
qt+T)=> oy at k). (9.1.1)
k=0

Cac hé s6 o, doi véi tiing gia tri T da cho, dude xac dinh tit diéu kién cuc tiéu

phuong sai sai s6 ngoai suy nhu da trinh bay trong muc 5.2, 12 nghiém ctia hé phuong
trinh

R(T+)=Y R k-], j=L2..m, 9.1.2)
k=1

trong d6 R,(t) 1a ham tudng quan cta d¢ léch dong chdy nam. S¢ hang tit m trong téng
(9.1.1) can dugc chon sao cho cac momen tuong quan R, (k- j) xac dinh theo s liéu quan
tric tai n diém phai du tin cay. Trong [34], hé phuong trinh (9.1.2) dudc giai bing
phuong phap Gauss [77].

Chiing ta sé& xem xét két qua tinh cho séng Volga tai Kubushev. Chudi ban diu caa luu
lugng trung binh nam 14y bing cac d6 1éch so v6i chuén trong thoi ky 1882-1935. S6 hang ti
trong tong (9.1.1) bang 21.

Trong bang 9.1 dan ra gia tri cia cac hé s6 ngoai suy t6i vu o, tng véi thoi han dy
bao T=1,2,3 va 5 nam.

P& danh gia ch4t lugng du bao t6i uu, trén hinh 9.2 din ra nhiing gia tri thuc caa
dong chay nam (duong lién nét) va nhiing gia tri du bao theo cong thiic (9.1.1) véi cac hé
s6 0 bang 9.1.

Tt hinh 9.2 thay réng, s6 liéu du bao nhan duge theo phuong phap ngoai suy toi uu
kha phut hgp véi nhiing gia tri thuc ciia dong chay nidm.

Bang 9.1

k

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0,56 |-0,53 | 0,42 |-0,22| 0,03 | 0,08 |-0,28 | 0,03 | 0,24 | 0,18 | 0,00
-0,22| 0,19 |-0,07 (-0,28 |-0,05 |-0,17 | 0,02 | 0,25| 0,19 | 0,13 | 0,19
-0,179| 0,11 |-0,55 | 0,16 |-0,38 | 0,08 [ 0,20 | 0,23 | 0,00 | 0,14 | 0,13
-0,851-0,06 |-0,52 | 0,53 |-0,01 | 0,28 [-0,18 | 0,25 |-0,02 | 0,34 | 0,58

a wnN -

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

0,22 | 0,03 | 0,35|-0,17 |-0,29 | 0,22 (0,48 | 0,08 |-0,21 | 0,00
0,08 0,34| 0,14 |-0,17 | 0,08 |-0,36 (-0,07 |-0,15 |-0,16 |-0,33
0,35 0,20 |-0,23| 0,31 |-0,26 |-0,17 | 0,00 |-0,28 |-0,15 |-0,30
0,01 0,28 |-0,44| 0,07 | 0,00 |-0,49 (0,42 |-0,52 | 0,32 |-0,04

awnN -
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Céc heé s6 tuong quan gitia gia tri thuc va du bao bang:

0,84 +0,03 v61 T =1 nam,

0,84 +£0,03 v61 T =2 nam,

0,84+0,03 v61 T =3 nam,

0,80+0,03 v61 T =5 nam.

Thanh cong cla viéc dua s6 liéu nhiéu ndm vao du bao cang thé hién ré néu ching ta

nhé lai ring cac hé sé tuong quan gitia luu lugng trung binh nidm cta séng Volga (tai
Kubushev) v6i 1=2,3 va 5 nam bang r(2)=0,06,r(3)=-0,05, r(5)=-0.23 (xem hinh 9.1).

Két qua du bao cho nam con séng khéc ciling rat kha quan.

1 1 % [ | = "
500 el F20 7950 nar

Hinh 9.2

2. Du bao dong chay song khi st dung ly thuyét Kolmogorov— Winer

Gia thiét raing d6 léch dong chay nam so v6i chuén 1a qua trinh ngdu nhién ding va
khoang thdi gian cho qué trinh nay kha 16n, ttc 1a thé hién ciia qua trinh c¢6 thé xem 1a
dugc cho trén toan khoang trude thoi diém hién tai.

Theo 1y thuyét Kolmogorov—Winer gia tri du bao q(t+T) dugc tim theo cong thiic
(9.1.1), trong d6 cac hé s6 o, dugc xac dinh bing cach gidi phuong trinh Winer—Hopf
theo phuong phéap da trinh bay trong muc 5.5.

Phuong phap tinh toan nhu sau:

1) tim ham tuong quan R (1) theo chudi cac quan tric q(t), qt-1),..., qt—n),

2) tim mat d6 pho S,(®) theo ham tuong quan R, (1),

3) xac dinh ham truyén t6i uu theo cong thic (5.5.19),

4) xac dinh cac hé s6 o, nhu la gi4 tri cia ham trong lugng t61 wu (5.4.11) khi
thay thé t bdi t—k trong cong thiic nay,

5) xéac dinh gia tri cAn tim q(t+T) theo cong thic (9.1.1).

Trong chuong 5 chiing ta da xét phuong phap xac dinh ham trong lugng t61 vu khi
cho ham tuong quan ctia qua trinh ngiu nhién duéi dang giai tich. Khi d6 gia thiét réang
nhiing gia tri thong ké ctia ham tuong quan tinh theo sé liéu thuc nghiém duge xap xi
bing biéu thiic giai tich.

191



Trong [34] nhiing gia tri thong ké cia ham tuong quan dudc xap xi bang dudng gap
khic, & d6 tich phén trong cic céng thiic xac dinh mat d6 phd, ham truyén va ham trong
lugng dudge thay thé gan didng bang téng tich phan tuong tGing khi tinh toan.

Bang 9.2

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

®x | 0,40 | 0,00 | 0,00 |-0,30| 0,53 | 0,25 | 0,21 | 0,10 | 0,21 |-0,14|-0,11

k 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Ok 0,14 (-0,05| 0,47 |-0,06|-0,30| 0,10 |-0,06|-0,10| 0,14 |-0,11

Trong bang 9.2 dan ra nhiing gia tri nhan dudgc ctia cac hé s8 o, déi véi séng Volga
véi thoi gian bao trude bang mot nam.

St dung cac hé s6 o, trong bang 9.2, theo cong thic (9.1.1) da lam du bao dong
chay séng Volga tai Kubushev vé6i thoi han du b4o 1 nam cho thoi ky 1902-1935. Trén
hinh 9.3 dan ra nhiing s6 liéu tinh toan du bao (dudng gach noi) va gia tri quan tric
thuc ctia d6 léch dong chay so v6i chudn trong nhiing nam dé (dudng lién nét). T hinh vé
thdy rang, s6 liéu tinh phan anh ding bién trinh cta gia tri thuc va kha phu hdp véi
ching. Hé s6 tuong quan cta dong chay thuc va du bao bang 0,86 +0,03. So sanh cac két
qua nay véi nhiing danh gia du bao nhan dude bing con dudng giai truc tiép hé phuong
trinh (9.1.2) (xem muc 1) thay rang d6 chinh xac cia ching xap xi nhu nhau.

4000,
2000

o

-2000

4000

Hinh 9.3

9.2. Phén tich phé va ngoai suy chi sé hoan luu vi huéng

Khi nghién ctiu cac qua trinh khi quyén quy mé 16n cin biét quy luat cta mét xich chu
yéu trong hoan luu chung ctia khi quyén, d6 14 hoan luu vi huéng, ttc su van chuyén khong
khi ti phia tdy sang phia dong gy nén bdi dong nhiét t6i tit mit troi va su quay cua trai dat
quanh truc.

Khi tim hiéu cac quy luat hoan luu thudng ngudi ta st dung mot s6 déc trung tich phan
cua cac qua trinh vi mo. Phé bién nhét trong cac dac trung dé 1a chi sé hoan luu vi huéng.

Chi s6 hoan luu vi huéng J duge dinh nghia nhu 1a mot dai lugng khéng thi nguyén,
bing ty s6 téc do géc quay cua khi quyén o va téc do géc quay cuaa trai dat o
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J=—. 9.2.1)
()]

Pai lugng o lién hé véi toc d6 dai cua chuyén dong khi quyén bdi hé thic
Vv, =a(2)r,coso, (9.2.2)
trong d6 v, 1a téc dd cua dong vi huéng, r, — ban kinh trung binh trai dat, ¢ 1a vi do dia ly,
z— d6 cao trén muc nudc bién.

Do tAm quan trong cta su hiéu biét vé nhiing quy luat bién d6i theo thoi gian cta chi s
hoan luu vi huéng, dic biét cho muc dich hoan thién phuong phap du bao thoi tiét han dai,
trong nhiéu céng trinh da nghién ctu cau tric thong ké cta chi s6 hoan luu vi huéng va thu
nghiém du bao né bang phuong phap théng keé.

Rp{1)
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Hinh 9.4
Trong cac cong trinh [49, 53, 54, 61, 82] da tién hanh xu 1y thong ké mét s6 lugng kha

16n tai liéu thuc nghiém va tinh cdc ham tuong quan, mat do phé cta chi s6 hoan luu vi
huéng.

Trén hinh 9.4 dan ra cac ham tuong quan thdi gian cta chi s6 hoan luu vi huéng theo
[49] @61 véi cac do cao ctia cac mit déng ap 1000, 700, 500, 300, 200 va 100mb.

Cac ham tuong quan dugc tinh theo gia tri ngay cua dai lugng chi s6 hoan luu vi huéng
trong nhiing ndm quan tric sau day:

Muc, Nam
mb
1000 1955-1
700, 960
500 1949-1
300, 960
200 1954-1
956
100 1958-1
960
1958-1
960

193



Trén hinh 9.4 nhan thay su phu hop t6t gitia nhiing ham tuong quan & cac muc
700-500 mb, va gin déi luu han (200-300 mb), diéu nay cho phép st dung cac ham tuong
quan 18y trung binh cho tiing 16p. Trén hinh th&y ro ring, thoat ddu cac ham tuong quan
gidm kha nhanh, sau dé c6 tinh chat dao dong ngiu nhién. Trong d6 nhan thay nhiing dao
d6ng nay biéu hién tinh tudn hoan véi chu ky trung binh kha gin nhau & tdt ca cac dudng
cong.

Dé biéu thi rd hon tinh tudn hoan cta cac ham tuong quan nhan dude da tinh cac mat
do phé S;(w) theo cong thic

S, (@)= R, (0)+ 2i R, (1) cos o,

g day ng, T 1a chu ky.

Nhiing tinh toan duge thuc hién v61 T=1,2, ..., 240 ngay.
D6 thi mat d6 phd d6i véi cae muc 1000, 500 va 200 mb tit [49] dAn ra trén hinh 9.5.

|
I
300 ¢ :
200 :
|
100 | Ir
0 AV Y 1
710121822 293438 49 74 174 240T
400 ,
H I
200K W l| JIs00
H 1 i
0 l: ] } 1 E I 1
6 121821243136 6886 152 240T
|
I |
400 : [ |
| |
200 | ! Jro00
ATV G\ I | 1
0 Y 1Yl \f | | | |
811141822253036 ~ 52 84 132 240T
Hinh 9.5

Su ton tai mot loat cac cuc dai thé hién kha rd trén cac dd thi mat d6 phé (ing véi
T=12+14,20+21... ngay) chiing té vé tinh tuan hoan trong su bién ddi theo thoi gian caa chi

s6 hoan luu vi huéng.

Pé 1am r6 muc d6 lién hé caa hoan luu trén cac mit ddng 4p khac nhau trong [82] da
tinh cac ham tuong quan quan hé chuin hoa r;(v) gitia cac gia tri ctua chi s6 hoan luu vi

huéng trén cac muc khac nhau. D6 thi cia cac ham dé duge dan ra trén hinh 9.6.

Nhiing gia tri 16n nh4t cta cac ham tuong quan quan hé chuén hoa nhan dugc cho cac
gia tri trén hai muc tGng véi cting mét thoi diém, tic khi t=0. Khi d6 dai lugng r; (0) co cac
tri s6 16n nhat trong tAng d6i luu gitia (1, ,(0)=0,97), cac 16p d61 luu han c¢6 mic do lién
hé nhé nhat (1, ,,(0)=0,87). Khi khoang cach gitia cac myc tdng dan thi méi lién hé cua
hoan luu vi huéng yéu di.

194



Trong cic cong trinh [53, 54] di nghién ciiu ciu tric thong ké gia tri trung binh
thang cta chi s6 hoan luu vi huéng. T nhiing gia tri cia chi s6 hoan luu vi huéng trung
binh thang tai muc 500 mb trong 15 nam (1949-1963), da tinh ham tuong quan chuéin
ho4 thoi gian r(t) cta chi s6 hoan luu vi huéng. Két qua dugde biéu dién trén hinh 9.7.
Dic diém cta dudng cong trén hinh nay tuong tu dic diém cta cac ham tuong quan d6i
v6i gia tri ngay cua chi s6 hoan luu vi huéng, & day ciing thé hién rd nhiing dao dong
séng ngau nhién. Chu ky trung binh ctia cac dao dong bing 6-9 thang. Su hién dién cta
tinh tudn hoan nay cing dude khing dinh trén d6 thi mat d6 phd gia tri trung binh
thang cta chi s6 hoan luu vi huéng [54], dudc dan ra trén hinh 9.8.

MBai lién hé tuong quan dang ké theo thdi gian cua cac gia tri ngay l1an cac gia tri
trung binh thang cta chi s6 hoan luu vi huéng chiing to tinh ddng din cta viéc dat bai
toan du bao thong ké chi s6 hoan luu vi huéng. Viéc thii nghiém gidi quyét bai toan nay
da dudgc néu ra trong cac cong trinh [53,54,82].

Trong cong trinh [82] da gidi bai toan ngoai suy tuyén tinh gia tri ngay cta chi s6
hoan luu vi huéng trén méit ddng 4p 700 mb, tai d6 méi lién hé tuong quan té ra én dinh
nhat.

Gia tri du bao J(t+m) véi thoi han du bdo m ngay da dude tim theo chudi n gia tri
cla noé trude thoi diém t theo cong thiic

.](t+m)=niAJ(t—i). (9.2.3)

?'700’ 500 T 300,200
0,2

A A e

v
0,2H V
T 1000, 200 Vw \ Ts500,200 \J
]

a,TH

g
T1000,300

0.2F

500,300

a,1

a
¥1000, 500

0,2

Fro0,200

0,1

T 1000, 700 T'700,300
0,2

0,1

]

Hinh 9.6

Bai toan vé ngoai suy tuyén tinh thuin tuy qua trinh ngiu nhién diing cho tai mét
s6 diém hiiu han da duge giai theo phuong phap trinh bay trong muc 5.2. Cac hé s6 A

duge xac dinh bang cach giai hé phuong trinh dang (5.2.11).
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Nhiing gia tri cia cAc hé s A v6i n=30 va thoi han du bao m bangl, 3 va 7 ngay
duge din trén hinh 9.9. Tt hinh nay thdy rang, anh hudéng manh nhét dén dai lugng
dugc du bao 1a cac gia tri lién trude né, sau d6 khi 2<i <20 anh hudng ctia qua khi giam
nhanh, cudi cting véi i =21+25 sy anh hudng nay lai ting manh lén. Su phan bé trong
lugng nhu vay di nhién phut hop véi su phan bd cac cuc dai ciia mat d6 phd (xem hinh
9.5).

Pé danh gia su phu hop gitia cac gia tri nhan duge bing cach ngoai suy tuyén tinh
va cac gi tri thuc cua chi s6 hoan luu vi huéng da xac dinh sai s tuyét déi trung binh

, trong d6 J* 1a gia tri ngoai suy, J— gia tri thuc cua chi

cua phép ngoai suy p =‘ J-J

s6 hoan luu vi huéng.

Gia tri nho nhit ctia sai s6 p nhan dude khi m nho, tiic 1a khi chi st dung gia tri
cua nhiing ngay lién truéc gan nhat. Khi st dung s6 lugng 1én cac s6 hang trong céng
thiic ngoai suy t61 vu thi d6 chinh xac khong nhiing khong tang 1én, ma tham chi giam

manh.

S(w)

r(t)
1.0 [ ]

075

L

0,50,

—

0,25H

KJ\"\/v\//\"\J/\'\U/\VV i R NT

58 5423 25T

Hinh 9.7 Hinh 9.8

Thoat nhin ¢6 thé tudng rang cang nhiéu hé s6 A dugdc st dung trong cong thiic
ngoai suy t6i wu thi cang nhiéu thong tin duge dua vao dé nhan gia tri du bao, va gia tri
du bao cang duge xac dinh mét cach chinh x4c. Thuc t&€ thi khong phai nhu vay. Cac ham
tuong quan thuc nghiém diing dé xac dinh cac hé s6 A khong phai 1 chinh xac, vi ching
nhan duge dua theo tap mau khéng 16n 1dm céc thé hién. Ngoai ra d6 chinh xac caa
ching con bi gidm vi mot s6 thé hién riéng biét phu thudc 1an nhau.

Khi s6 lugng cac phuong trinh ctia hé (5.2.11) 16n, d6 chinh xac cta viéc xac dinh
cac hé s6 A c6 thé bi giam con vi tinh cin ct thap ctia hé nay hay tinh khéng 6n dinh caa

no.
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Vi vay s0 lugng céc hé s6 A dudgc tinh t6i khi du bao phai chon di nhd so v6i dung
lugng mau. A. M. Iaglom [88] cho ring khi dung lugng mau khodng vai tram gia tri, s6
hé s6 A khong dugc vugt qua mot vai don vi.

Dé cit giam s6 s6 hang trong cong thic ngoai suy téi wu va chon mét s6 khéng 16n
cic s6 hang c6 ty trong 16n nhat trong du bao, thong thuong phuong phap goi la phuong
phap sang td ra rat hiéu qua. Phuong phap nay nhu sau. Gia st ¢6 n gié tri caa thé hién
cia qua trinh ngdu nhién U(t) tai nhiing thsi diém truéc thoi diém t:
u(t), u(t—1),...,u(t—n+1). Gia tri dy bao ctia thé hién & thoi diém t+m duge tim theo cong
thiic

u(t+m)=Zk:Ajvj (9.2.4)
i=1
v6i s6 cac s6 hang k khong 16n.

Khi d6 véi tu cach 1a gia tri cua v, ngudi ta chon ra trong s cac gia tri u(t—i) mot
gia tri tuong tng véi tri s6 16n nhat ctia hé s6 tuong quan cua Vv véi dai lugng can du
bao. Sau d6 véi tu cach 1a v, ngudi ta 14y ti trong s6 clc gia tri con lai mot gia tri co
phan déng gép 16n nhat vao hé s tuong quan cta cip (v;,V,) véi dai lugng can du béo,
ti€p theo 18y tir trong cac gia tri con lai mot gia tri v, c6 phan déng gép 16n nhat vao hé
s6 tuong quan cua ba dai lugng (v;,V,,V,) v6i dai lugng can du bao v.v...

Théng thudng sau mot vai buée thi phan b6 sung vao hé sé tucng quan chi con 1a
rat nho va thu tuc c6 thé két thic; s6 s6 hang duge chon khi d6 sé khong 16n 1dm. Tuy
nhién khi st dung phuong phap nay, trong trudsng hdp cé nhiéu dai lugng ban dau, ciing
c6 nguy co ngau nhién nhan dugc nhiing hé s6 tuong quan tuong déi 16n cta cac gia tri
duge chon v, do su khong chinh xéc cta viée xac dinh cac hé s6 tuong quan thuc nghiém.

Khi d6 du bao theo phuong phap nay ciing ¢ thé tré nén khong hiéu qua.

02 m=7

02¢

Hinh 9.9

Trong céng trinh [53] dé du bao chi s§ hoan luu vi huéng trung binh thang da st
dung 1y thuyét ngoai suy tuyén tinh cac qua trinh ngau nhién ding trinh bay trong cac
muc 5.3 va 5.5.

V6i muc dich d6, ham tuong quan cua chi s6 hoan luu vi huéng trung binh thang
xac dinh theo s6 liéu thuc nghiém da dude x&p xi bang biéu thic giai tich
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Rt =€ " +e°"(0,135sin 0, 1+ 0,51sinc,[1) . (9.2.5)
Theo céng thiic (3.2.12) mat d6 phé tucng ting S(w) da dude xac dinh duéi dang
(0® —0,616)(0” — 8,834)>
[0 — (0, —i6,)*][0* + (0, —i6,)*][0* — (o, —i5,)?]
y 1
[@° + (0o, —i0,)* (@ +0l)’

S(w) =

(9.2.6)

trong d6 o, =0,01; o, = 2,465.

Sau d6, theo phuong phap dudgc trinh bay trong muc 5.5 da tim ham truyén t6i vu
theo cong thic (5.5.19), va tiép theo 1a tim céng thic ngoai suy tuyén tinh t6i wu biéu thi
gi4 tri du bao cta dai lugng can tim tai thoi diém t+T qua gié tri cia né va gia tri cia
dao ham céc bac ctia né tai thoi diém t.

Né&u chi gi6i han & hai dao ham dau tién, thi nhan dudc nhiing cong thiic ngoai suy
tuyén tinh t6i uu gan ding chi s& hoan luu vi huéng véi thdi han du bao mot va hai
thang dudi dang

J(t+1) = 0,0673J(t) +0,0027J’(t) — 0,81433"(t), (9.2.7)
J(t+2) = 0,0057(t) +0,0002J’(t)— 0,0690"(t). (9.2.8)

Khi tinh cac dao ham da st dung cac cong thiic ndi suy Newton:
V=AJ=J(t)-J(t-1),

I =AJ=J(t)-2J(t-1)+I(t-2). (9.2.9)

Két qua du bao J véi thoi han du bao mot thang theo cong thiic (9.2.7) kha phu hop
v6i cac gia tri thuc. Du béo dai lugng J(t+2) khong cho két qua kha quan.

CHUGONG 10: MOT SO VAN PE MO TA TRUOGNG TOC PO GIO

10.1. Ham tuwong quan cua téc dé gio

Trong chuong 4 da chi ra ring dé xac dinh ky vong toan hoc va ham tuong quan cta
bién d6i tuyén tinh ham ngiu nhién ditng nao d6 chi can biét ky vong toan hoc va ham tuong
quan cta ham ngiu nhién duge bién ddi. Nhung trong thuc tién thudng xay ra cic trudng hop
khi méi lién hé giiia cac ham ngiu nhién thuc sy khong tuyén tinh. Khi d6 dé nhan dude cac
dac trung cia ham ngiu nhién 1a két qua ctia phép bién déi phi tuyén, thi biét ky vong toan
hoc va ham tuong quan cta ham ngiu nhién duge bién déi 1a chua dd, ma can biét cac
moémen bac cao hoidc cac ham phan bo nhiéu chiéu ctia né. Tuy nhién trong nhiéu truong hop,
bing cach st dung nhiing tht thuat nhan tao cé thé biéu dién gan ding ky vong toan hoc va
ham tuong quan cua k&t qua bién d6i phi tuyén qua nhiing dic trung tuong tng cua ham
ngiu nhién dudgc bién doi.

DPé 1am vi du cho bién d8i phi tuyén qua trinh nglu nhién diing, ta xét phuong phap
gan dung xac dinh ham tuong quan ctia modul van tdc gi6, néu biét truéec ky vong toan hoc
va ham tuong quan ctia cac thanh phan cta vecto nay. Thong thuong vecto gié duge xem nhu
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vecto ngau nhién hai chiéu, ma cac thanh phan U (t) va U,(t) cta né la nhiing ham ngau
nhién khong dbc 1ap véi nhau, tai mdi gia tri t ching tuan theo qui luat phan bé chuén cé
phuong sai bang nhau.

C6 thé xac dinh duge ham tuong quan ciia modul vects gi6, néu biét quy luat phan bd
hai chiéu f(u,,u,), ttic mat do phan bd dong thoi cac tée do gi6 U, va U, 1ay 6 nhiing thoi
diém khac nhau hay tai nhiing diém khac nhau trong khéng gian. Phuong phap nay duge A.
S. Martrenko xem xét trong cong trinh [60], & d6 trén co sd xac dinh 1y thuyét mat do phan bo
dong thoi ctia cac modul ‘ﬁ(tl) U(t,)

va , Xac 1ap méi lién hé gifia cac ham tuong quan cua

trudng vects U(t) va truong vo huéng ‘ﬁ(t) . V6i mot s6 gia thiét nao d6 da nhan duge nhiing

cong thic tuong d6i don gian, va thuc t& tng dung dude, dé tinh cac hé s§ tuong quan cho
trudng hop toc d6 gié trung binh gin bang khéng. Nhung thuc ra, nhu da néu trong céng
trinh [60], trong nhiéu truong hop téc do gi6é trung binh M[U]=m khac khong, va gia tri cia

ching c6 thé vugt qua phuong sai 6° mét cach dang ké. Vi du, trong cac diéu kién dién hinh
e s e m’ .2 . L o o
dé1 v6i dong chay xiét thi —-=2,4+12. Biéu thic d61 v6i mat do phan b6 dong thai cua toc do,
o
nhan dugc trong cac diéu kién dé, rat cong kénh va trén thuc tét khéng cho phép nhan dudc
nhiing cong thtc kha di dé tinh cac hé s6 tuong quan.

Ching ta sé x4y dung cac cong thic dé xac dinh ham tuong quan téc d6 gié cho trudng
hop gia tri trung binh cta téc d6 gié 16n hon dang ké so v6i d6 léch binh phuong trung binh
cta chung. Phuong phap nay dua trén co sé st dung ham dé#c trung ctia hé cac dai lugng
ngiu nhién c6 dang don gian d6i véi trudng hgp cac dai lugng ngu nhién phan bé chuén.

Bai toan duge phat biéu nhu sau. Xét vecto nglu nhién hai chiéu

Ut)=U, ()i +U, ()] (10.1.1)
ma céc thanh phan U,(t) va U (t) clia né la nhiing hAm ngiu nhién ding phan bs chuén
c6 ky vong toan hoc m va m , cac phuong sai D, =D, = ¢” va cac ham tuong quan R (1)
va R /(7).

Cac thanh phan cua vecto dudc coi 1a khong phu thudc 1An nhau, ttc ham tuong
quan quan hé ctia ching bang khong.

Yéu ciu xac dinh ham tuong quan R (1) clia modul vecto ngau nhién

U= Uf(t)+U3(t). (10.1.2)

Mudn vay, diu tién ta xac dinh ham tuong quan ctia binh phuong modul
Z(t)=Uf(t)+U§(t). (10.1.3)
Hién nhién ham ngiu nhién Z(t) khong phan bs chuén, tuy vay tinh diing ctia né

dugc git nguyén.
Ta xac dinh ham tuong quan R,(7)

R()=M{Zt) -m][Zt+1)-m,]}=M[Z®)Z(t+T1)]-m =
= M[Uf(t)Uf(t+r)]+ M [Uf(t)Uf(t+r)]+
+M[UZOU;(t+D)]+M[UZOU S+ )] -, (10.1.4)

trong dé
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m,=M[UZ]+M[U;]=(c" + M)+ (c” + M) = 26° + n; + .. (10.1.5)
Ta xét hé bén dai luong ngdu nhién phan bé chuin
U, =U,t),U,=U,(t+7,U,=U (1),U,=U (t+1).
Ham d#c trung cua hé nay, nhu da biét (xem muc 1.12), ¢c6 dang
E(u,,u,,u,,u,) :exp{—%;:ll?k’jukuj +igmuk}, (10.1.6)
trong d6 m,_ 1a cac ky vong toan hoc ctia cac dai lugng ngau nhién U, , R., la mémen
quan hé cua cac dai lugng nglu nhién U, va U,, ching 1a nhiing ph4n td cua ma tran
tuong quan || R ||
R, =M[U,-m)U; —m)].
D61 vé6i hé cac dai lugng ngiu nhién dang xét ta cé:
R,=R,=R;=R,=0";
R,=R(1), R, =R (1);
m=m=m, m=m=m,. (10.1.7)
Vi cac ham ngau nhién U, (t) va U (t) khong phu thudc 1an nhau, nén
R;=R;=R,=R, =0.
Nhu vay ma tran tuong quan c6 dang
¢ R(t) 0 O

s 0 0
= ) 0.1.8
02

Cac ky vong toan hoc & vé& phai cong thic (10.1.4) thuc chat 14 nhiing moémen géc
béac bon cta hé cac dai lugng ngdu nhién dang xét. Nhiing momen nay c6 thé tim dudc
bing cach 14y vi phan ham dic trung caa hé

l&4E(U1,U2,U3,U4)

MU OUS(t+D]=M[UU;]=

i4 0111201122 U =U,=Us=U,=0 —
=2R122 +R,R, +leR22 +mzzR11 +4AmmR, +
+m'me =2R%(1) +6* +2m’c” + 4m’R (1) +m (10.1.9)

Sau khi tinh béng cach tuong tu nhiing gia tri con lai cta cac ky vong toan hoc va

thé ching vao cong thiic (10.1.4), ta dudc
R, (1) = 2[R (1) + R} (D] + 4[m{R (1) + MR (7)]. (10.1.10)

DPé xac dinh ham tuong quan cta ham ngdu nhién U(t), khi biét ham tuong quan
ctua binh phuong cia né Z(t), can c6 quy luat phan bé cia U(t) tai tiing gia tri t.

Nhu da biét (xem muc 1.11) luat phan bd cia modul ciia vecto hai chiéu
U=,U;+U} , ma cac thanh phan cia n6 1a nhiing dai lugng ngéu nhién doc lap, phan bs
chudn, c6 cling phuong sai ¢® nhung khéc ky vong toan hoc M[U ]=m, M [U,]=m,, s€ la
ham Releich téng quat
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u2+m2
U e, (M .
fu={g¢" IO[_sz khi u>0, (10.1.11)

0 khi u<O.

2

> 1la gid tri trung binh cia modul vecto

Trong coéng thic nay m=.,m +m
U; Io(m—gj— ham Bessel bac khong. Khi Mos1 ¢6 thé thay ham Bessel bing biéu thtc
o c

tiém can cua no
o)

e 1
I == 1+—+... 1 10.1.12
0(®) «/27:0)( 8w ) ( )

2, 2

Khi d6 c6 thé viét

fuy="te 2= O ecz(1+i+...). (10.1.13)
(6] 8um

A 2mum

Gi6i han 6 hai s6 hang ctia chudi, ta nhan dudc

] et o’ u
f(u)= e ¥ | 1+—| |—. 10.1.14
S J2no ( 8umJ m ( )

2
Tit cong thiic nay thdy ring khi 2>>1 véi do chinh x4c dén nhan ti (1+ 8" Ej
() umym

ham Role tdng quat c6 thé thay bing luat phan bs chuén

_(u-m)?

2

f(u)= e 2° khi u>0 (10.1.15)

1
\V2no

Ham Releich téng quat (10.1.11) c6 tinh bat ddi xtng thé hién rd v6i nhiing tri s6

nhé ctia 1, khi tang © tinh bt d6i xing giam. Khi 2=2 hé 6 bat d6i xting bing 0,24,
c c c
khi " =3 hé s& bét d6i xting chi bing 0,07.
c

Dé nang do chinh x4c ta sé x&p xi ham Role téng quat (10.1.11) bing luat phan bé

chuén khong phai theo cong thic (10.1.15), ma duéi dang

_(u-my?

e > khiu>0 (10.1.16)

1
f(U)=———
24/no’
sau khi ch4p nhan nhiing gia tri tuong ing cia ky vong toan hoc va phuong sai phan bé
(10.1.11) 1am ky vong toan hoc m" va phuong sai 6" cua no.

Nhu da biét (xem muc 1.11) déi véi phan b6 (10.1.11) ky vong toan hoc va phuong
sai ¢6 dang

2

,|m m m m’ m %
M[u]=m _0\/;{{1+ = JIO( = J+ = Il( = He , (10.1.17)

D[u]=06" =26 +m’ —m*. (10.1.18)

Trén hinh 10.1 dan ra cac dudng cong phan bd tinh theo cac céng thiic (10.1.11)
(dudng cong 1), (10.1.15) (duong cong 2) va (10.1.16) (duong cong 3) véi nhiing gia tri
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m_ 0,1,2,3,5. Trén truc hoanh dat cac gia tri u don vi bang o, trén truc tung dat f(u).
c
Phan tich hinh vé thdy ring khi M9 sai s6 cha phép x4p xi phan bé (10.1.11)
o
bing phan bs chuédn (10.1.16) 1a rat nhd. Phép x4p xi bing phan bs (10.1.15) cho két qua
kém hon.
Bay gid ta sé coi ham ngiu nhién U(t) tai moi gia tri t tuan theo qui luat phan bé
chuén (10.1.16) v6i ky vong toan hoc n’ va d6 léch binh phuong trung binh ¢ xac dinh
theo cac cong thic (10.1.17), (10.1.18).

flu)

Hinh 10.1

Truée day ching ta da nhan dugdc ham tuong quan cho ham ngau nhién Z(t)=U(t).
Bay gi¢ ching ta thiét 1ap mai lién hé gitia cac ham tuong quan R,(t) va R, (7).
Ham tuong quan R,(1) s€ xac dinh theo cong thiic

R(1)=M{U*®)-MU*ONU*t+7)-
MUt +D)]l}=M{U () - (6™ + M) X[U2(t + 1) — (6™ + m?)]}=
=MUZOU2(t+7)] - (6™ + m*)* . (10.1.19)
Ky hiéu U(t)=U,,U({t+1)=U,. Vi U, va U, 1a nhiing dai lugng ngau nhién phan bd
chuén, nén ham d#c trung cta hé hai dai luong ngau nhién nay sé c6 dang

1 .
E(u,,u,) = exp{—E(Rnuf +2R,U,U, + R,UZ) +i(mu, + mzuz)} , (10.1.20)

trong d6
m =m, =m, R,=R, =0,
R, =M[U, -m)U, -m,)]=R,(7). (10.1.21)
R,(7) 1a ham tuong quan cin tim ctia ham ngau nhién U(t).
Ta tinh dai lugng M[U*(t)U*(t+1)] trong cong thic (10.1.19)
1 9'E(u,uy) _
it oufou? U

= 2R’ (1) —4nT*R,(t) — (M + 6’%) . (10.1.22)

M[U*(OU*(t+1)]=M[U; U] =
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Thé (10.1.22) vao (10.1.19), nhan dudgc

R, (1) =2R’ (1) +4m”*R, (1) = 2[R, (1) + M"*]* — 2m™. (10.1.23)
Tw dé
RJ(T)Z% R (t)—2nf* —m'2. (10.1.24)

Thay vi R,(t) ta thé biéu thtic ctia né theo (10.1.10), cudi cling ta c6

R,(1)=/R:(1) + R (1) - 2[R, (1) - MR (1)] - m'™. (10.1.25)

Ham nay cho kha néng xac dinh ham tuong quan cta téc dd gié theo gia tri ctua
ham tuong quan cta cac thanh phan vecto gié. N6 thuan tién cho viéc tinh toan véi moi

. ~ M
tr1sd6 —=2.
c

10.2. Khuéch tan réi

Gia thiét rang tai diém nao d6 ctia dong réi chit 16ng hay chat khi c6 mét tap chat
x4m nhap, chdng han mot s6 16n cac hat rén nhé thude nhuém. Nho su van chuyén béi cac
ludng x40 tron hén loan ctia dong réi, chdt nay lan truyén nhanh va nhudém mau mot thé
tich 16n. Hién tugng nay goi 1a khuéch tan réi. Su khuéch tan réi rat phé bién trong tu
nhién. N6 quyét dinh su lan truyén trong khi quyén nhiing con vi khuén va siéu vi trung,
phan hoa, 1am 6 nhiém khong khi bing khéi va cac chat khi do cong nghiép va giao thong
phat ra, van chuyén hoi 4m ti mit d&t, phan tan cic vat thé néi trén méit thiy vuc...

Tai liéu nghién ciu van dé khuéch tan réi rat phong phi. Trinh bay chi tiét vé ly
thuyét khuéch tan réi c6 trong cudén chuyén khao cua A. S. Monin va A. M. Iaglom [18]. &
day chuing ta xét tom tit phuong phap mo ta khuéch tan roi trong trudng réi déng nhat
diing. P& mo ta roi mot cach thuan tién sé st dung phuong phap Lagring, phuong phap
nay theo ddi chuyén dong ctia mét phan ti xac dinh cta chat 10ng hay khi trong dong bt
dau ti mot thoi diém ban dau nao dé.

Gia st tai thoi diém ban dau t, =0 phén té ndm & goc ctia hé toa do ¢d dinh, con tai
thoi diém t né ndm & diém X c6 toa do x,, X,, X, .

Ham vecto X(t), duge xem nhu ham ngiu nhién caa thoi gian, c6 thé dung dé dic
trung cho roi.

Msi phu thudc vao thdi gian ciia ban kinh vectos quy dao ciia mdi phan ti chuyén
dong trong dong, ma ta nhan dude nhd thi nghiém, 12 mot thé hién ciia ham ngiu nhién
nay. Ta ky hiéu

V(t) =% (10.2.1)

la van téc Lagring cua cac phan td, ching ta sé xem van téc ndy nhu mot ham vecto
ngiu nhién déng nhit ding. Khi d6 ta c6 thé viét

X(t) = j\?(s)ds. (10.2.2)

Ta sé xem rang van téc trung binh (I4y trung binh theo tap hop tat ca cac phan ti)
bang khong, M[V(t)]=0, khi dé ky vong toan hoc ciia ham ngiu nhién X(t) bing khong,
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M[X(t)]=0.
Trong trudng hgp nay phuong sai cua sy phén tan cac phan ti o (t) doc theo truc

toa do i c6 thé xac dinh theo cong thiic

o, =M {UV (S)ds} }= [[MV(s)Vi(s)1dsds, . (10.2.3)
Chung ta dua vao ham
(=AM O+ D) (10.2.4)
()

goi 1a hé s6 réi Lagrang. D6 chinh 14 ham tuong quan chudn hoa cia thanh phan V, cta
vectd van téc Lagrang doc truc toa do i . Khi d6 c6 thé viét (10.2.3) duéi dang

tt
o =c. [ [r(s,—s)dsds, . (10.2.5)
00
Do tinh chén ctia cac ham (1), biéu thtic (10.2.5) ¢ thé dua vé dang
t
o} (=207 [(t-Dr (vt (10.2.6)
0

Sau mot s6 bién ddi, ta nhan duge

ol (t) = 20\2,ijdt'j r(t)dr. (10.2.7)

Cong thtc (10.2.7), biéu thi su tdn man cua cac phin ti qua hé s6 roi Lagring,
nhan duge 14n dau tién bdi Taylor [33]. Pé dic trung cho khuéch tan réi, bén canh
phuong sai o;, (t), nguoi ta con dung mét dai lugng khac goi 1a hé s6 khuéch tan réi D, (t)

1 do ()
D(t)y=——"—. 10.2.8
10 s dt ( )
Hé s6 nay dic trung cho toc d6 bién d6i phucng sai phan tan cta cac phan ti trong
dong r6i. Tuong tng véi (10.2.7) ta c6 thé biéu didn hé s6 khuéch tan réi qua hé s6 roi
Lagrang

t
D, () =o? j r(tde. (10.2.9)
0
Nhu vay dé xac dinh phuong sai phan tan clia cic phin ti trong dong réi ddng nhat

diing hay hé s6 khuéch tan r6i can biét ham tuong quan chuén cta cac van téc Lagring.

Taylor da chi ra hai truéng hgp tiém can, khi ma sy phu thudc vao dang cia ham
tuong quan r,(t) cia do tan man va hé s6 khuéch tan réi khong dang ke.

1. Gia st hé s6 roi Lagrang r(t) tién t6i khong khi 1— o, va hon niia tich phan
khong ky di, goi 1a quy m6 r61 Lagrang hay thoi gian tuong quan

T = [r (e (10.2.10)

ciing hdi tu nhanh nhu vay. Gia thiét riang ca tich phan _[ r (t)dt cling htiu han. Khi d6
0
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v6i nhiing gia tri t du 16n (t>T) (10.2.6) c6 thé thay thé bing hé thic tiém can
o}, (t) = 20,tT, - 207, [ w,(D)dr.. (10.2.11)
0

Vé6i nhiing gia tri 16n cua thoi gian t thi s6 hang thi nhat sé déng vai tro chinh
trong v& phai, thanh thi ta c¢6 thé viét dang thic gan dung
o, (H)=20,T t. (10.2.12)

DPiéu nay cho thay rang phuong sai phan tan ctia cac phan ti sau thoi gian dai t ty
1é véi thoi gian khuéch tan. K&t qua nay trung hop véi dinh luat quen thudc cta
Anhstanh vé chuyén déng Braono.

2. V6i thoi gian khuéch tan nhé t — 0, néu gia thiét ton tai cac dao ham hiiu han
cta hé s6 roi Lagrang, thi hé s6 roi Lagring c6 thé khai trién thanh chudi & 1an can diém
1=0, va do tinh chan ctia ham tuong quan, chudi chi chiia cac lu§ thita chan. Giéi han
bdi nhiing s6 hang khong cao hon bac hai, ta nhan dudc cong thiic tiém can

f(D)~1 +éri”(0)12 . (10.2.13)
Thé (10.2.13) vao (10.2.6), ta dugc
1
2) =2t} 1+—r"(0)t? . 10.2.14
ol (=0’ [+12r.<> } (10.2.14)

Khi t >0 ta c6 biéu thic tiém can
o, () =ot’. (10.2.15)

Nhu vay véi thoi gian khuéch tan rat nhé phuong sai phéan tan cua cac phan ti ty
1& v6i binh phuong thai gian.

V6i nhiing tri s6 thoi gian khuéch tan nam gifia nhiing trudng hgp bién 4y thi
phuong sai phan tan cta cac phan ti phu thudc nhiéu vao dang ham r,(t). Xac dinh bang
thuc nghiém ham tuong quan ctia cac van téc Lagrang rat khé, vi vay ngudi ta thuong xap
xi I, (1) bang nhiing ham giai tich don gian nao d6 cén ci vao nhiing 1ap luan vat ly.

Trong khi tugng hoc hay st dung phuong phap xac dinh ham tucng quan cua cac
van toc Lagrang thong qua cac s6 liéu nhan duge bang cach tha chudi qua ciu am tiéu
treo cach déu nhau hay béng tham khéng tu do c6 trong lugng dude chon sao cho chiing
6 thé troi trong khong khi doc theo mot mét ddng ap nao d6. Khi d6 nén nhé ring nhiing
déc trung thuc nghiém vé réi khi quyén nhan duge bang phuong phap nay khéng chinh
xac 1am.

Ching ta da xét phuong phap nay trong chuong 6, 6 d6 trong mot vi du da tinh céc
ham tuong quan R (1) cia thanh phan vi huéng cia cac van téc Lagriang theo nhiing s6
liéu quan tric bang béng tham khong (xem hinh 6.5). P& nhan duge hé s6 réi Lagring
r,(t), tdc nhiing ham tuong quan chuén hoa tuong tng, phai chia cic gia tri trén hinh
6.5 cho cac phuong sai ¢”.
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Hinh 10.2

Theo cong thiic (10.2.9), 6 d4y c6 thé biéu dién duéi dang

Du(t)zj.Rj(t)dr. (10.2.16)

Cac gia tri cia hé s6 khuéch tan réi cia thanh phan vi huéng da duge tinh va dan
ra trén hinh 10.2.

Phan tich hinh nay cho thay rang, theo thoi gian hé sé khuéch tan rdi tang lén, dat
dén cuc dai sau 30 gid, sau d6 dan tién dén gia tri giéi han

D() = [ R (x)ck,

ma trén thuc t& n6 dat dugc chi 6 khoang 1=54+60 gid.

CHUONG 11: VE VIEC TiNH MAT DO PHO QUA TRINH NGAU NHIEN DUNG.
PHO SONG BIEN

11.1. Xdc dinh mat d6 phé theo s6 liéu thuc nghiém

Trong chuong 3 ching ta da thdy mat d6 phd S(w) cia qua trinh ngiu nhién ding
14 bién d6i Fourier ham tuong quan R(t) clia né va c6 thé dude xac dinh theo cong thiic
(3.2.12). Khi d6 can biét ham tuong quan thuc trén toan khoadng vé han cta su bién d6i
cua d61 so.

Khi xac dinh nhiing dic trung théng ké cua qua trinh ngau nhién X(t) theo s6 liéu
thuc nghiém ching ta st dung céc thé hién cta qué trinh ngu nhién dudc ghi trén mét
khoang hiiu han T nao dé cta su bién thién ctia d6i s6 t. Khi dé ta c6 thé xac dinh gia tri
théng ké ctia ham tuong quan R(t) trén khoang 1, € [-T,T]. Pic biét, khi x4c dinh ham
tuong quan cta qua trinh ngiu nhién ding c6 tinh egodic theo mét thé hién x(t) do dai
T, gia tri thong ké ctia n6 dugc xac dinh theo cong thic (2.6.2).

Nhu da th4y trong chuong 6, do nhiéu nguyén nhan, gia tri thong ké ctia ham tuong
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quan 12 mét ham ngdu nhién nao dé, va gia tri tinh dude ctia né6 R(t) c6 thé khac nhiéu so
v6i gi tri thuc ctia ham tuong quan R(t) va phuong sai sai s§ ting dang ké khi déi s6 t
tang.

Vi vay viéc st dung truc tiép cong thic (3.2.12) va thay ham tuong quan thuc trong
d6 bang gia tri thong ké ctia né, thay khoang tich phan vé han bang khoang hitu han, ttc
cong thic

~ 1T o
S(w)=— | e R(1)dr,
(@) =o— [e""R®)

T

12 khong hop 1y, vi viéc khong tinh dén nhiing tri s6 ciia ham tuong quan khi |t| >T
va nhiing khac biét dang ké cia ham R(t) so véi gia tri thuc cia ham tuong quan, dic
biét tai nhitng gia tri T gin cac cin cia khoang tich phan, c6 thé din dén gia tri S(w)
tim dugc sé rat khéac véi gia tri thuc cia mat do phs.

Mbét van dé nay sinh 14, 1am thé nao dé xac dinh gia tri phu hgp nh4t cta mat 6 phd
cia qua trinh ngdu nhién dang xét trong khi khong c6 ham tuong quan thuc, ma chi su
dung gia tri thong ké ctia né.

Ta xét ham R(1), béng gia tri thuc ciia ham tuong quan R(t) khi [f<t, va bing 0

khi |1 >1,,. Ham nay c6 thé xem nhu tich cia ham R(t) v6i ham A(1)

R(t)=MDR(D), (11.1.1)
trong dé
1 khild<t,,
= " 11.1.2
Mo {0 khi [1>1,. ( )

Ham R(t) dugc cho trén khip truc s6 thuc. Ta sé tim bién d6i Fourier ctia né va

xem d6 1a gia tri gAn dung S(®) cta mat dé phd S(w), tic 1a tinh S(w) theo cong thiic
I 1% —iot 1% —iwt
S(@=--[e" " Rmdr=—— [e " A(DRD)dr . (11.1.3)
m - 2 =,

Ta ky hiéu S(w) 14 mat do phé thuc clia qua trinh ngiu nhién, tdc bién d6i Fourier
cta ham tuong quan thuc R(t), ky hiéu Q(w) 1a bién d6i Fourier, tiic phé, cia ham A(1)

Q(w) = 1 e Mr)dr. (11.1.4)
21 =,
Theo (11.1.3) tich A(t)R(t) 1a bién d6i Fourier cia ham S()
MT)R(T) = Tei"” S(w)do. (11.1.5)

Mat khac, ta co

MT)R(T) = Tei“’”S(co1 ydo, Tei‘“ZTQ(wz)de =

= T S(w, )[ of e Q(w, )dw, |do, .

Khi thay thé o, + ®, =® ¢ tich phan bén trong va ddi tha tu 14y tich phan, ta dudc
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MT)R(T) = Te"‘" US((DI)Q(Q)— o,)dw, |do. (11.1.6)

So sanh (11.1.5) va (11.1.6) ta nhan dudc méi lién hé gitta mat d6 phé thuc S(w) va

gia tri gin ddng cta né (11.1.3)

oo

S(w) = j S(®,)Q(0- 0, )do, . (11.1.7)

Tu d6 thdy rdng, S(w) chinh 1a gia tri cia mat d6 phd thuc S(w) dude 14y trung
binh theo toan khoang tan véi ham trong lugng Q(w-,).
D6i véi ham A(t) dang (11.1.2) phd Q(w) ctia né duge xac dinh duéi dang
17 sin ©T,,

Q(co)zﬁ [ erd=

T

(11.1.8)

w

Nhu vay, bang cach st dung tich (11.1.1) 1am gia tri thong ké ctia ham tuong quan
trong khi xac dinh mat do pho, ching ta nhan duge khéng phai mat do phd thuc S(w),
ma gia tri ctia né dudc lam tron nhd ham trong lugng 1a phd cia ham A(t). Khi d6
phuong phap lam tron dude xac dinh bang cach chon ham A(t). Tt d6 nay sinh y tudng
lya chon ham A(t) sao cho phép lam tron (11.1.7) 1a t6t nhét, ttc né cho gia tri S(w) gan
nhat véi gia tri thuc S(w).

Nhu vay bai toan xac dinh mat do phd c6 thé phat biéu dudi dang sau: Gia st ¢6 gia
tri théng ké cia ham tuong quan R(t) tai [{<T, ta sé tim gia tri thong ké ctia mat do

phé S(w) theo cong thiic

() = % j e N(DR(DT (11.1.9)

—Tm

v6i diéu kién phai chon ham A(t) va gi tri 1, sao cho thoa man mot chi tiéu t61 vu nao
d6. Ham A(t) dudc goi la ham trong lugng lam tron, con gia tri 1, goi la diém cit caa
ham tuong quan.

Y nghia cia ham A(t) & chd, nhd né ngusi ta lam tron gia tri thong ké cta ham
tuong quan dé tir d6 xac dinh mat do phd. Nhu ta da thay, viéc chon ham lam tron A(t)
tuong Gng véi suvlfam tron phd thuc clia qua trinh ngdu nhién dang (11.1.7) v6i ham
trong luong 1a pho cia ham A(7).

Pé lam tiéu chudn danh gia dai lugng S(w) va chon ham lam tron t6i uu A(t) c6 thé

14y sai s6 binh phuong trung binh n[S(®)], x4c dinh theo céng thic

n* [B0))=M{ 5 - s }= 0?5+ b [E(@)]. (11.1.10)
Trong céng thic nay dai lugng
o [5o)]=M{[5@-Mm[5w)] ' |- @] [5()] (11.1.11)

14 phuong sai clia cac gia tri S(w) va dic trung cho su tAn man cta cac gia tri thong ké cta
mat do phd xung quanh ky vong toan hoc cia né.
Dai lugng
b*[S(w)|= M [S(w) - S(w)] (11.1.12)
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dudce goi 1a do chéch va dac trung cho su léch ctia ky vong toan hoc ctia céc tri s6 thong ké
S(w) khoi gia tri thuc S(w). Do chéch dic trung cho su hién dién cta sai s6 hé thong, vi
né ma cac gia tri S(w) sé tap trung khéng phai gan gia tri thuc S(w), ma gadn mot gia tri
M[S(®)] nao doé.

Tiéu chuéin khéc, nho d6 c6 thé danh gia d6 chinh xac cla viéc xac dinh dai lugng
S(w) va chon ham lam tron t61 uu A(1), 14 sai s6 binh phuong trung binh tich phan

oo

1B M{ J

—oo

S(w) - S() ‘2dm}. (11.1.13)

Bai toan chon ham lam tron t6i vu la lam sao véi gia tri do dai khoang T da cho,
phai chon mét ham A(t) lam cho d¢ 16n ctaa tiéu chudn danh giad da chon tré thanh cuc
tiéu. Nghiém ctia bai toan nay phu thudc nhiéu vao dang cia ham tuong quan thuc R(t).

Trong cong trinh caa E. Parzen [70] d4 nhan dugc nghiém bai toan nay ting véi tiéu
chuén (11.1.13) cho hai dang ham tucng quan R(1).

Dang tht nhat géom 16p cac ham tuong quan giam theo quy luat ham mii véi hé s
p >0, téc nhitng ham thod méan b4t ding thic IR(D)| < Re’", trong d6 R, 1a mot hing s6
nao doé.

Ngudi ta da chting minh dugc rang d6i v6i nhiing ham tuong quan nhu vay cac ham
lam tron sau 1a t61 uu:

1 ~ 1—|u| khi|u|£1 _sinu T
MT)_1+|u|’ MT)_{ 0 khiju>1’ Mo = TR R b

va mot s6 ham khéc niia.

Dang tht hai cac ham tuong quan ma Parzen xét 14 16p cac ham giam theo kiéu dai
s0, tic nhiing ham c6 dang tv" trong d6 r <1 véi nhiing gia tri t 16n. D61 véi cac ham
dang nay nhiing ham trong lugng t61 vu lam cho sai s6 binh phuong trung binh tich phan

cuc tiéu c6 thé 1a nhiing ham dang

1
M) = ——
© 1+ Bu*

trong d6 hiing s6 B dugc biéu dién qua ham tuong quan thuc R(1).

)

Lomnhisky va Zaremba [96] da chting minh réng ham trong ludng t6i vu A(t) lam

cho sai s6 binh phuong trung binh tich phan (11.1.13) cuc tiéu, c6 dang
MT) = — R (11.1.14)
R*(1) + D[R(1)

Diéu nay cho thiy ring ham lam tron t6i uu A(t) phu thudc vao ham tuong quan
thuc ctia qua trinh ngau nhién dude khao sat va do @6, khong tén tai moét ham lam tron
duy nhat ap dung cho tat ca cac qua trinh ngau nhién.

Ngoai ra, vi khi x4ac dinh thuc nghiém céac déc trung thong ké ciia qua trinh ngau

nhién ta chua biét ham tuong quan thuc, con gia tri thong ké ctia n6 chi 1a udc lugng gan
ding, nén ta khong thé st dung truc ti€p cac cong thiic di dan dé xac dinh ham A(7).

Nhiing cong thtic nay chi c6 thé st dung nhu 1a cong thic dinh huéng khi chon dang cu
thé ctia ham 1am tron trong cong thic (11.1.9).
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Hién nay céc tac gia khac nhau dé xuéng nhiéu dang ham lam riéng biét c6 nhiing
tinh chat khac nhau, mo ta chi tiét vé cac ham nay trinh bay trong cac cong trinh [2, 25,
70, 91-97].

Phé dung nhét trong s6 d6 1a nhiing ham sau:
1. Ham Bartlette

{1 khi <+,
k(r)—{o Khi ff>1,. (11.1.15)

2. Ham Bartlette bién dang

1—ﬂ khi [4<7,,
Tm

MT) = (11.1.16)
0  khi[f>1,.
3. Ham Tiukey
T .
1-2a+2acos— khi [f<t,_,
M) = cosT A= (11.1.17)

0 khi [1>1,.

Tiukey dé nghi 1ay hé s6 a=0,23 ma khong chi rd 1y do chon tri s6 d6. Parzen cho
biét ring tri s6 a=0,25 1a t6i wu dudi goc d6 tiéu chudn (11.1.13).

4. Ham Hanning

T .
AT) = 0,5(1 —cosaj khi |’C| <7, (11.1.18)
0 khi |1:| >,
5. Ham Parzen
)
ao={""|x, khi [f<1, (11.1.19)

0 khi |’C| >T,.
v61 q>1, dac biét Parzen da xét ham nay v6i q=2.

6. Parzen cting da nghién cttu ham dang

L khi[g<,,

q

AMT) = 1+(|T|j (11.1.20)
0 khi [4>1,,

d61 v6i nhiing tri s6 q=1 va q=2.

7. Ham Hemming

0,54 +0,46c0s—~ khi [4<1,,
M) = T,

0 khi [1>1,.

(11.1.21)

T4t ca nhiing ham da trinh bay 14 t6t nhét theo quan diém téi uu hoa mét tinh chét
nao dé trong sé cac tinh chit cta gié tri théng ké ctia mat do pho.

Khi xac dinh gia tri thong ké ctia mat d6 phé theo coéng thic (11.1.9) véi ham lam
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tron A(t) da chon, gi4 tri nhan dugc sé phu thudc nhiéu vao viée chon dai lugng t,,.

Khi chon diém cit 7, clia ham tuong quan can tinh dén hai loai sai s6: d6 chéch cta
udc lugng mat d6 pho, xuét hién khi cac gia tri cia dai lugng t, nhd va tinh bién dong
dang ké do tap mAu cta cic gia tri S(w) tai nhiing t_ 16n.

Thuc vay, trong cong thtic (11.1.9), tai nhiing tri s6 nho cta 1, ta st dung gia tri
thong ké ctia ham tuong quan, né khéng khac nhiéu I&m so véi gia tri thuc, tuy nhién ta
gia thiét n6é bang 0 véi nhiing gia tri I >1,, ma tai d6 ham tuong quan c6 thé rat khac
khong. Chinh vi vay ching ta da méc sai s6 hé théng giy nén d6 chéch ctua uée lugng.
Tang t,, dan t6i lam gidm sai s6 hé thong nay, nhung khi d6 trong cong thiic (11.1.9), véi
nhiing © 16n gia tri thong ké R(1) ching ta st dung c6 thé khéac xa so véi gia tri thuc
R(t). Vi Iy do d6 phuong sai clia udc luong S(w) ting 1én, dac biét 1a khi khodng ghi thé
hién T cta qua trinh ngiu nhién khéng 16n.

Y muén chon dai lugng 1, lam cuc tiéu ca d6 chéch 1an phuong sai ctia uée lugng
mat do phé din t6i su cAn thiét phai thoa mén hai doi héi mau thudn nhau.

Anh hudng cta dai lugng 1., dén dang cta gia tri thong ké mat d6 phé biéu 16 nhu
sau: Tai nhiing gi4 tri 1, nho trén d6 thi S(w) cac dinh mat d6 phd sé bi lam tron. Khi
tang dan gia tri clia t,, nhiing dinh d6 dan 16 rd ra, nhung khi tiép tuc ting 1., do su
khac nhau gitia gia tri thong ké va gia tri thuc clia ham tuong quan, d6 thi S(w) sé
khéng phan anh dic diém cia ham S(®), ma sé tién dan t6i thé hién cia qua trinh ngiu
nhién ma tit d6 R(t) dugc xac dinh.

11.2. Phén tich phé séng bién

Ly thuyét phd cic qué trinh ngdu nhién ding hién nay dudc st dung rong rai khi
phan tich séng bién. § day ngudi ta xem nhiing dao déng muc bién tai diém xac dinh nhu la
ham ngiu nhién cua thdi gian. Nhiing khao sat thuc nghiém vé séng bién cho thdy: ham
ngiu nhién Z(t) mé ta nhiing dao dong théng diing cia méit nude theo thdi gian tai mot
diém c6 dinh so v6i muc trung binh, ¢ mét mic do gin ddng nao dé, c6 thé xem nhu qué
trinh ngiu nhién tua diing, c6 tinh egodic.

Gia dinh ring mdi thé hién c6 thé chia thanh nhiing doan ding, trong pham vi d6
cac dic trung x4c suft git nguyén khong ddi, con khi chuyén tit mot doan ditng nay sang
doan diing khac thi cac dic trung xac suét bién d6i nhay vot. Tinh tua ding cliia séng
thuc cting nhu nhiing khé khan kj thuat trong khi thuc hién nhiing dgt do séng dai han
d&n t6i chd, dé x4c dinh cac dic trung thong ké budce phai st dung mot hodc mot s6 khong
nhiéu cac thé hién véi @6 dai han ché.

Tuong Gng véi gia thist vé tinh egodic, gia tri théng ké ciia ham tuong quan R(1)
theo mot thé hién d6 dai T dude xac dinh theo cong thic (6.2.2).

Su phéan tich cac bang ghi séng gi6 6n dinh 6 dai duong, cac bién va hd nude da cho
thay rang cac ham tuong quan cta séng gié c6 thé x4p xi bang biéu thic dang

R,(t) = De " cosPt (11.2.1)

hay
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R,(1t)= De " cos BtcosBr, (11.2.2)
trong d6 D— phuong sai cia qua trinh, B— tan s6 cac dao dong thang giang, B— tan so
nhém, o.— hé s6 suy giam ndi nhém ctia duong bao ham tuong quan, y— hé s6 suy giam
lién nhém cua dudng bao ham tuong quan.

Ta s& xét phuong phap xac dinh mat dé phd bang vi du nghién ctiu phd séng bién. &
day ching ta sé dua vao cong trinh [72]. Véi kiéu ham tuong quan da chon, mat d6 phd
dugc xac dinh theo cong thiic (11.1.9). D& phan tich anh hudng ctia dai lugng T, trude tién
ta chon ham lam tron A(t) 12 ham Bartlette (11.1.15). Khi d6 cong thtc (11.1.9) d6i v6i qua
trinh ngAu nhién thuc Z(t) c6 thé viét lai duéi dang

S, (w) =%TRZ(r)coswtd‘c. (11.2.3)

Thé ham tuong quan (11.2.1) vao (11.2.3) va 14y tich phan, ta nhan dudc

§Z(w):%{ 2 1 . 1 2:|+ De” —(Jtcos(,8+a))€m+(,B+a)2)sin(,8+a))rm+
on | o’ +(B+w)* o’ +(B-w) 2 o +(f+w)
+—occos(B—m)rm+(B—co)sin(B—co)1:m (11.2.4)
o’ +(B-m)® o

Nhu da chi ra trong chuong 3, s6 hang tht nhat ctia (11.2.4) 14 mat do phé thuec,
ting v6i ham tuong quan (11.2.1). Do d6, s6 hang tht hai biéu thi d6 chéch hé théng cta
dai lugng S(w). Do chéch nay, nhu da thay ti (11.2.4), giam dan khi 1, tang.

Nhu vay néu ham tuong quan xac dinh khong c6 sai s6, thi 1, phai sao cho biéu
thiic trong ddu ngodc nhon cta coéng thic (11.2.4) khéng anh hudng dang ké dén dai
lugng S(w).

Su anh hudng nay cta dai lugng t,, phan anh trén hinh 11.1, & d6 biéu dién cac do
thi mat d6 phé tinh theo céng thic (11.2.4) v6i D=1; a=0,1; B=0,644 va cac gia tri
1, =173 gidy (duong lién nét) va 1, =1000 gidy (ducng gach nai).

Pé lam rd tinh bién dong do tdp mAu cla cac gia tri théng ké ctia mat d6 phéd vi
thay th& ham tuong quan thuc R(t) trong cong thic (11.2.3) bang gia tri thong ké ctia né
R(1), trén hinh 11.2 din ra cac gia tri S(®) nhan dudc theo chudi cac tri s6 R(t) tinh
theo nhiing doan thé hién dai 20 phit ctia séng bién 6n dinh. Dai lugng 1, duge chap
nhan 14y bing 112 giay.

S(w)
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Hinh 11.1

—

Slw) w25 Tw)

25

20

17,0

T N \ - A‘-'\_...J
A 10 45 20 A5 30w

A5

Hinh 11.2
Hinh 11.3

Trén hinh 11.2 thdy r6 cac d6 thi ham S(w) rat khac nhau. Su tan man nay 1a do
da chon gia tri 1, 16n ma véi gia tri do6, su tan man cua cac gia tri thong ké ctia ham
tuong quan R(t) biéu 16 rat manh.

Cac hinh 11.1 va 11.2 cho thay rang khi chon gia tri T, cAn phai: mot mit 14y da
16n dé khong x4y ra su chéch, mat khac né phai ndm trong mién cac gié tri cta d6i s6 t,
tai @6 chua biéu 16 rd su tan man cta cac gia tri thong ké ctia ham tuong quan. Su thoa
hiép hai d6i héi mau thudn nay c6 thé thuc hién bang cach thay ddi cac tham s6 T va T,
néu khoang diing ciia qua trinh ngau nhién da 16n. Con néu nhu khoang diung cua qua
trinh khong cho phép tang dang ké do dai thé hién, trén d6 xac dinh cac dic trung théng
ké, thi ldc d6 viéc chon ham lam tron A(t) c¢6 vai tro quan trong. Trén hinh 11.3 dan ra
cac gia tri mat do phd séng gi6 S(w) tinh theo cong thic (11.1.9) véi ham trong lugng
Hemming (11.1.21) (duong cong 1), va v6i ham trong lugng Bartlette (11.1.15) (dudng
cong 2).

D6 dai thé hién cta bang ghi séng T bing 30 phit. Pudng cong 1 tinh véi gia tri
cta 1, 16n, 1, =0,1T, tuong tng v6i su tan man dang ké ctia dai lugng R(t), dudng cong
2 — v6i 1., nhd, thudc mién tin cqy cua dai lugng R(t). Nhu ta thay tit hinh 11.3, dudng

cong 2 cho nhiing gia tri lam tron cia mat do phs.
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