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�� THI HÅC K�
D nh cho lîp: K61 To¡n tin,

M¢ håc ph¦n: MAT3450, Thíi gian l m b i: 120 phót.
Khæng sû döng t i li»u.

C¥u 1 (1 �iºm). T½ch trüc ti¸p Z/2× Z/4 câ ph£i l  mët nhâm xyclic? V¼ sao?

C¥u 2 (2 �iºm). Cho hai ph²p th¸ trong S5:

α =

(
1 2 3 4 5
3 4 5 2 1

)
, β =

(
1 2 3 4 5
2 4 3 5 1

)
.

(a) T¼m c§p, d§u cõa ph²p th¸ α v  t½nh α2019.

(b) T¼m ph²p th¸ x trong S5 sao cho αx = β.

C¥u 3 (3 �iºm). X²t nhâm thay phi¶n A4 bao gçm c¡c ph²p th¸ ch®n trong nhâm �èi xùng S4. Chùng minh c¡c
kh¯ng �ành sau �¥y.

(a) Tªp con V4 = {Id, (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)} cõa A4 l  mët nhâm con chu©n t­c.

(b) Nhâm th÷ìng A4/V4 �¯ng c§u vîi nhâm cyclic Z/3.

C¥u 4 (2 �iºm). Cho I 6= {0} l  mët i�¶an cõa v nh �a thùc Q[X].

(a) Gåi f(X) ∈ I l  mët �a thùc kh¡c khæng câ bªc nhä nh§t câ thº. Chùng minh r¬ng I = 〈f(X)〉.

(b) Gi£ sû I = 〈X6 +X5 + 2X3 +X − 2, X4 + 2X3 +X2 − 1〉. T¼m mët �a thùc f(X) sao cho I = 〈f(X)〉.

C¥u 5 (2 �iºm). X²t v nh �a thùc Q[X, Y ] v  i�¶an 〈X2 + 1, Y − 2〉 cõa Q[X, Y ].

(a) Chùng minh r¬ng Q[X, Y ]/ 〈X2 + 1, Y − 2〉 ∼= Q[i] trong �â i ∈ C l  �ìn và £o.

(b) i�¶an 〈X2 + 1, Y − 2〉 cõa v nh �a thùc Q[X, Y ] câ ph£i l  mët i�¶an cüc �¤i ? V¼ sao?

H¸t.
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Khæng sû döng t i li»u.

C¥u 1 (1 �iºm). T½ch trüc ti¸p Z/2× Z/4 câ ph£i l  mët nhâm xyclic? V¼ sao?

Líi gi£i. Mët ph¦n tû x b§t k¼ cõa Z/2× Z/4 câ d¤ng x = (a+ 2Z, b+ 4Z) vîi a, b ∈ Z. Ta th§y

4x = 4(a+ 2Z, b+ 4Z) = (4a+ 2Z, 4b+ 4Z) = (0 + 2Z, 0 + 4Z).

Do �â, c¡c ph¦n tû cõa Z/2×Z/4 câ c§p khæng qu¡ 4. M°t kh¡c, Z/2×Z/4 l  mët nhâm c§p 8. Do �â, Z/2×Z/4
khæng ph£i mët nhâm xyclic.

C¥u 2 (2 �iºm). Cho α, β ∈ S5 l  hai ph²p th¸ sau �¥y

α =

(
1 2 3 4 5
3 4 5 2 1

)
, β =

(
1 2 3 4 5
2 4 3 5 1

)
.

(a) T¼m c§p, d§u cõa ph²p th¸ α v  t½nh α2019.

(b) Gi£i ph÷ìng tr¼nh αx = β trong S5.

Líi gi£i. (a) Vi¸t α d÷îi d¤ng t½ch c¡c x½ch ríi r¤c

α = (1, 3, 5)(2, 4).

Do �â, c§p cõa α l  lcm(3, 2) = 6 v  d§u cõa α l  (−1)(3−1)+(2−1) = −1. V¼ c§p cõa α l  6 n¶n

α2019 = α2019 mod 6 = α3 = (2, 4).

(b) Ta câ

αx = β ⇔ x = α−1β ⇔ x =

(
1 2 3 4 5
4 2 1 3 5

)
.

C¥u 3 (3 �iºm). X²t nhâm thay phi¶n A4 bao gçm c¡c ph²p th¸ ch®n trong nhâm �èi xùng S4. Chùng minh c¡c
kh¯ng �ành sau �¥y.

(a) Tªp con V4 = {Id, (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)} cõa A4 l  mët nhâm con.

(b) V4 l  mët nhâm con chu©n t­c cõa A4.

(c) Nhâm th÷ìng A4/V4 �¯ng c§u vîi nhâm cyclic Z/3.

Líi gi£i. C¡c ph¦n tû cõa A4 l 

Id, (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3), (1, 2, 3), (1, 3, 2), (1, 3, 4), (1, 4, 3), (2, 3, 4), (2, 4, 3), (1, 2, 4), (1, 4, 2).
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(a) Lªp b£ng nh¥n cõa V4.

(b) Ta th§y c¡c lîp k· tr¡i v  k· ph£i cõa V4 trong A4 �·u l 

{Id, (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)} ,
{(1, 2, 3), (2, 4, 3), (1, 4, 2), (1, 3, 4)} ,
{(1, 3, 2), (2, 3, 4), (1, 2, 4), (1, 4, 3)} .

Do �â, V4 / A4.

(c) Nhâm th÷ìng A4/V4 câ c§p b¬ng |A4| / |V4| = 3. V¼ 3 l  mët sè nguy¶n tè n¶n A4/V4 ∼= Z/3.

C¥u 4 (2 �iºm). Cho I 6= {0} l  mët i�¶an cõa v nh �a thùc Q[X].

(a) Gåi f(X) ∈ I l  mët �a thùc kh¡c khæng câ bªc nhä nh§t câ thº. Chùng minh r¬ng I = 〈f(X)〉.

(b) Gi£ sû I = 〈X6 +X5 + 2X3 +X − 2, X4 + 2X3 +X2 − 1〉. T¼m mët �a thùc f(X) sao cho I = 〈f(X)〉.

Líi gi£i. (a) Ta c¦n ph£i chùng minh 〈f(X)〉 ⊂ I v  I ⊂ 〈f(X)〉.

• V¼ f(X) ∈ I v  I l  mët i�¶an n¶n 〈f(X)〉 ⊂ I.

• L§y g(X) ∈ I b§t k¼. Thüc hi»n ph²p chia Euclid g(X) cho f(X), ta �÷ñc

g(X) = f(X)q(X) + r(X).

V¼ r(X) = f(X) − g(X)q(X) n¶n r(X) ∈ I. Tø c¡ch chån cõa f(X) v  deg r(X) < deg f(X) suy ra
r(X) = 0, tùc l  g(X) chia h¸t cho f(X). Vªy g(X) ∈ 〈f(X)〉.

(b) �°t F (X) = X6 +X5 +2X3 +X − 2 v  G(X) = X4 +2X3 +X2− 1. Khi �â, mët �a thùc f(X) c¦n t¼m l 
÷îc chung lîn nh§t cõa F (X) v  G(X). Thüc hi»n li¶n ti¸p c¡c ph²p chia Euclid, ta �÷ñc

F (X) = G(X)
(
X2 −X + 1

)
+
(
X3 − 1

)
G(X) =

(
X3 − 1

)
(X + 2) +

(
X2 +X + 1

)
X3 − 1 =

(
X2 +X + 1

)
(X − 1).

Do �â, f(X) = X2 +X + 1.

C¥u 5 (2 �iºm). X²t v nh �a thùc Q[X, Y ] v  i�¶an 〈X2 + 1, Y − 2〉 cõa Q[X, Y ].

(a) Chùng minh r¬ng Q[X, Y ]/ 〈X2 + 1, Y − 2〉 ∼= Q[i] trong �â i ∈ C l  �ìn và £o.

(b) i�¶an 〈X2 + 1, Y − 2〉 cõa v nh �a thùc Q[X, Y ] câ ph£i l  mët i�¶an cüc �¤i ? V¼ sao?

Líi gi£i. (a) �ành ngh¾a �çng c§u v nh

ϕ : Q[X, Y ]→ C, f(X, Y ) 7→ f(i, 2).

• D¹ th§y Im(ϕ) = Q[i] v  〈X2 + 1, Y − 2〉 ⊂ Ker(ϕ).
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• Ti¸p theo, ta chùng minh Ker(ϕ) ⊂ 〈X2 + 1, Y − 2〉. L§y f(X, Y ) ∈ Ker(ϕ) b§t k¼. Sû döng li¶n ti¸p
c¡c ph²p chia Euclid, ta �÷ñc

f(X, Y ) = (Y − 2)q(X, Y ) + r(X), r(X) =
(
X2 + 1

)
p(X) + (aX + b)

trong �â q(X, Y ) ∈ Q[X, Y ], r(X), p(X) ∈ Q[X] v  a, b ∈ Q. Suy ra

f(X, Y ) = (Y − 2)q(X, Y ) +
(
X2 + 1

)
p(X) + (aX + b).

V¼ f(i, 2) = 0 n¶n ai + b = 0, tùc l  a = b = 0. Do �â f(X, Y ) = (Y − 2)q(X, Y ) + (X2 + 1) p(X) ∈
〈X2 + 1, Y − 2〉.

V¼ �çng c§u v nh ϕ câ £nh l  Q[i] v  h¤t nh¥n l  〈X2 + 1, Y − 2〉 n¶n, theo �ành l½ �çng c§u Noether, �çng
c§u ϕ c£m sinh �¯ng c§u v nh

Q[X, Y ]/
〈
X2 + 1, Y − 2

〉 ∼= Q[i], f(X) +
〈
X2 + 1, Y − 2

〉
7→ f(i, 2).

(b) V¼ v nh Q[i] l  mët tr÷íng n¶n theo kh¯ng �ành (a), v nh th÷ìng Q[X, Y ]/ 〈X2 + 1, Y − 2〉 l  mët tr÷íng.
Nh÷ vªy, 〈X2 + 1, Y − 2〉 l  mët i�¶an cüc �¤i cõa Q[X, Y ].

H¸t.
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