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Khéi niém va xac suat cla cdp bién ngau nhién
Tinh ddc |ap cla hai bién ngdu nhién

Ky vong, Moment, H|ep phuong sai, Hé s tuong quan, va Ham dic
trung ctia hai bién ng3u nhién

Xac suat va ky vong cé diéu kién
Ham cla hai bién ngiu nhién

[ C3p bién nglu nhién phan bd Gauss ddng thdi



Khai niém va xdc suat cha cdp bién ngau nhién



Cap bién ngau nhién

R4t nhiéu thuc nghiém ngiu nhién gdm hon mét bién ngiu nhién.
Vi du:

Tén clia hoc sinh dugc chon ngiu nhién tir binh (cic thé tén dugc
chita trong binh). ¢ 13 két qua cta thuc nghiém va dugc dinh nghia
thong qua hai ham:

m H(¢) 13 chidu cao chia hoc sinh ¢
m W () 1a cin n3ng cha hoc sinh ¢
H(C), W (C) 1a cip sb tting véi mbi ¢ thudc khéng gian mAu S.

¢ 13 két qua cla thuc nghiém xét ngiu nhién mét trang Web. M3i
trang Web cho phép ngudi dung chon chitc ning xem mét doan
quang cdo ngin hodc khéng trudce khi vao trang Web yéu ciu. Goi

= N:i(¢) I3 sc'“:w 13n truy cip chon chifc ning xem quang cdo.
m N2(¢) s6 1an truy clp chon chdic ning khdng xem quang cdo.

N1(¢), N2(¢) 1a cip sb gin véi mdi ¢ trong khéng gian mau S.



Cap bién ngau nhién

Definition (Cap bién ngau nhién)

Goi ¢ 13 két qua trong khéng gian m3u S. C3p bién nglu nhién X(¢) 1a
mot ham anh xa ¢ thanh cdp so thuc:



Cap bién ngau nhién

Cac bién c6 mong mudn gdm mét cip bién ngiu nhién thda man cic
diéu kién mong muon cé thé dugc biéu dién bdi mét viing trong mit
phang.
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A={X+Y <4}, B={min(X,Y)<5}, C={X*4+Yv?<25)
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Cap bién ngau nhién

Bién C(,) va xac suét
Xac subt de bién co X = (X(0), Y(C)) nam trong ving B tucng duong
véi x4c sult dé ¢ nam trong viing A clia khéng gian m3u S. Trong dé,

A=X"1(B) ={¢: (X(¢),Y(¢)) € B)}

Khi dé,



Cap bién ngau nhién

Bién cb va xac sult

- Su khac biét clia c3p bién ngiu nhién so véi mdt bién ngiu nhién 13
biéu hién dong thai (ket hagp) gilla X va Y.

- Biéu hién déng thdi cla c3p bién ngau nhién (X,Y) c6 thé dugc quan
s4t thong qua 200 mA3u cla 4 c3p bién ngiu nhién:

Biéu hién déng thdi cla cip
bién ngiu nhién (X,Y) ¢
thé dugc biéu dién théng qua
cac ham:

m PMF dong thoi

m CDF dbng thoi

m PDF dbng thai

m Cic moment, ky vong

dong thai
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Cap bién ngau nhién

Bién cb va xac sult
Xét cac bién co tuong (ng véi cac hinh chit nhat trén mat phang:

Xét bién c6 c6dang B={X c A 1} N{Y € Ao}, v6i Ay la bién c6 mot
chiéu (mét tap con cta truc thuc). Bién o B xult hién khi cd {X € 4,}
va {Y € Ay} xult hién dong thai. Xac sult cta bién cb dugc dinh nghia
baéi:

P[B] = P{X € A;}n{Y € Ay}] & P[{X € A;},{Y € Ay}
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Cap bién ngau nhién rdi rac

Definition

Ciap bién ngiu nhién rdi rac

Vector bién ngdu nhién X = (X,Y) nhan cic gia tri trong khong gian
miu Sxy = {(z;,y),j = 1,2,...,k=1,2,... }.

Definition
Xac suit dong thai

P[B] = P[{X € A1} N {Y € Ay}] 2 P[{X € A1},{Y € 4,}]



Ham phan b tich liiy dong thai

Y )

Ham phan bb tich lily dong thdi

FX7y(a,b) :P[XSCL,YS[)]

Tinh chét:
m CDF ddng thai 13 mét ham khéng gidm theo x va y
Fxy(z1,91) < Fxy(22,y2) néu oy <z vd y1 < 4o
B Fxy(zi,—00) =0, Fxy(—o0,y1) =0, Fx y(00,00) =1
m Ham CDF 12 c6 dugc khi bd di ring budc clia mét bién ngiu nhién
Fx(z1) = Fx,y(z1,00) va Fy(y1) = Fx,y (00, y1)
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m Plry <X <ao,yn <Y <y =

Fxy(z2,92) — Fx,y(z2,91) — Fx,yv(21,92) + Fx v (21,%1)



PMF cida c3p bién ngau nhién roi rac

PMF dong thai
pX,Y(xay):P[X:xvyzy]; (ZL’,y)ES

PMF I& (marginal)

px () = ZPX,Y(%Z/); py(y) = ZPX,Y($7y)

yeS zeS
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PDF cla cdp bién ngau nhién lién tuc

PDF déng thoi
a2-FX,Y(J:7 y)

fX,Y(x,y): 8.178]]

PDF Ié (marginal)

/fxyxy)dy, Ir(y /fXY!Ey

14 /35



Tinh doc |ap cha hai bién ng3u nhién



Tinh d6c 13p cha hai bién ngau nhién

X va Y dudgc goi la doc lap khi
P[X € A,Y € Ay] = P[X € Aj|P[Y € A;]
Tuong duong,

® pxy (2, y) = px(z)py (y) véi moi z va y
m Fxy(x,y) = Fx(z)Fy(y) véi moi x va y

= fxy(z,y) = fx(@)fy(y) véi moi x vay
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Ky vong, Moment, H|ep phuong sai, Hé s tuong quan, va Ham dic
trung ctia hai bién ng3u nhién



Ky vong ddng thdi ham cla hai bién ngiu nhién

Ky vong clia Z = g(X,Y) dugc dinh nghia bdi:
m E[Z] =30, 5, 9x,v(z,9)px,v (2, y) Véi bién ng3u nhién rai rac
m E[Z) = [%_[7 gxy(zy)fx,y(z,y)dzdy véi bién ngau nhién
lién tuc
Tinh chét:
m E[X +Y]=E[X]|+ E[Y]
» E[XY] = E[X]E[Y] néu X va Y dbc lap
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Moment ddng thdi

Moment dﬁng thaoi cia X va Y dugc dinh nghia béi:
m EXYR =Y D 27y*px v (x,y) véi bién ngdu nhién rdi rac

m E[XIYF = [T % aiy* fx v (z,y)dady véi bién ngau nhién lién
tuc
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Hiép phuong sai - Covariance

Hiép phuong sai cla X va Y dugc dinh nghia bdi:

COV(X,Y) = E[(X - E[X])(Y — E[Y])]
Tinh chét:

m COV(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y]
m COV(X,Y)=0néu X vaY déc lap

20/35



Hé sb tuong quan

Definition
Hé sb tuong quan clia X va Y dudc dinh nghia béi:
COV(X,Y)
PXY = ———
OxXo0y

véi ox = /VAR(X), oy = /VAR(Y) lan luot |3 d l&ch chuan ctia
bién ngau nhién X va Y.
Tinh chét:

m-1<pxy <1

m X vaY goila phu thudc tuyén tinh Y = aX + b néu: px,y =1 lng

véia>0va pxy =—10ngvéia <0
m X v3 Y dugc goi 1a khéng tuong quan néu pxy =0
m Néu X va Y 13 déc 1ap thi ching khéng tuong quan



Ham dic trung

Ham dic trung ddng thdi clia X va Y duoc dinh nghia bai:
Pxy(\w) = E[ej(/\xwy)] = / / ej(AXWY)fX,Y(%y)dwdy

Tinh chét:
m Néu X va Y dbc lap thi

Dxy(\w) = B[ X]E[e?Y] = & x (\) Py (w)



Xac suat va ky vong cé diéu kién



m Bién ngéu nhién rdi rac

py(ylz) = P[Y =y|X = 2] =

m Bién nggu nhién lién tuc

Fr = =
fr(4l2) = L Fy (yla)
Yy _'dy Yy
Néu X va Y doc lap thi PlY <y,X =z] = P[Y <y]P[X = 2],

dan dén

Fy (ylz) = Fy (y) va fy (ylz) = fr(y)



Ki vong c6 diéu kién

m Bién ngéu nhién rdi rac

ElY|z] = E[Y|X = z] Zypy ylz)

m Bién ngéu nhién lién tuc
ElY|e] = E[Y|X = 2] = / yfy (yl2)dy

Tinh chét:
EE)Y|X]] = E[Y]



Ham cla hai bién ngiu nhién



Tong cha hai bién ngau nhién

Cho Z = X +Y thi

P[Z<z]=P[X+Y <Z|

m CDF cia Z:

Fz(2)=PlZ < 2] = /_Oo /_H fxy(z,y)dzdy

m PDF cia Z:

fz(2) =

) = /OO fxy(z, 2z —x)de

f_ z)fy (2 — x)dx khi X va'Y déc lap.



Phép bién déi tuyén tinh

Cho ma tran A |3 phép bién déi tuyén tinh
Ul [x Xl U
V=B =Bl

A dM

dy

(x,y)

dx (u, v)
P(X €dx,Y € dy) = fxy(z,y)dxdy, PU € du,V €dV)= fuy(u,v)dM
dM

| det Aldx dy,

1
va(Yl,7 ?J) = meY(JH y)



[ C3p bién nglu nhién phan bd Gauss ddng thdi



Dinh nghia

Cip bién ngiu nhién (X,Y) phan bbé Gauss dong thdi dugc dinh

nghia bdi:
fX,Y(xa y)

2 2
exp { sy | (552) 2o (25 (1520 + (1522}
2mo094/1 — p_%(’y

véi oo < x < 400 va oo <y < 400




Ham mat dé xac suit PDF

PDF phan bé Gauss déng thdi cia X va Y dugc biéu di&n nhu sau:

015
o1 02
005

Jointly Gaussian pdf (a) p = 0 (b) p = - 09.

m PDF c6 tam tai diém (mq, ma).
m Dang chubng clia PDF phu thudc vao o1, 02, va px y.

m PDF I3 hing sb tng véi cac gid tri =,y dé

2 2
T—m o z—m y—m y—m —
() o () (52) (2] o
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Ham PDF

Huéng clia cac dudng cong ellip phu thudc vao cic gia tri o1, 09, va
px,y dugc biéu dién nhu sau:

ol

Orientation of contours of equal value of joint Gaussian pdf for pyy > O

= Khipx y =0, (X va Y déc 1ap), dudng cong PDF 13 mét hinh ellip 6 ban kinh 2 truc bing nhau (hinh trdn), truc co s&
song song Vvdi truc x va y.

u Khi PXY # 0, truc 18n cla ellip tao véi truc @ mdt géc:

— O khio2 — 52
6 = 45° khi 07 = 3.



Ham margin-PDF

o—(2=m1)? /207
xTr) = LU, =
Fx@) = [ ot =

Nhu vy, X 13 bién ngiu nhién phan bb Gauss trung binh m;, phuong sai
o2.
/f e —(x—m2)? /203
Xy (x
') \/271'

Nhu véy, Y 13 bién ng3u nhién phan bd Gauss trung binh ms, phuong sai
2
05.



Ham PDF c6 diéu kién

Ham PDF diéu kién clia X véi Y = y:

Pxloly) = Bt

2
exp { 2(1,;;},)0.% |:.T - PX,Y% (y - m2) - m1:| }

2rof(1 - pk y)

Nhu vy, PDF c6 diéu kién ciing |3 Gauss vdi gié tri trung binh diéu kién
m1 + px,y(01/02)(y — my) va phuong sai diéu kién o7 (1 — p% y).

Tuong tu véi fy (y|z).
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Hé sb tuong quan

COV(X,Y) = BI(X — m)(¥ —ms)] = B[E[(X — m)(Y — ma)|¥]]
E[(X —m1)(Y —m2)[Y =y] = (y — m2) E[(X —ma1)[Y = y]
= (y — m2)(E[X]Y = y] —m)
Do EX|Y =y] = m1 + px,y(01/02)(y — m2) nén:
COV(X,Y) = E[(X —m1)(Y —ma)] = (y —m2)|px,v (01/02)(y —m2)]

= px,y(01/02)(y — m2)*

Nhu vay,
COV(X,Y) = BIE[(X —m)(Y —=ma)|[Y]] = Elpx.y (01/02)(Y —m2)?]

COV(X,Y)

= PX)Y =
0102
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