Chuong 1. NHAP MON
1.1. Tap hop, anh xa, tip hop sb thue

Tu doc {[1]. Chuong 1 (1.1., 1.2.)}, can luu ¥ mot sb van d& trong tAm sau day.

1.1.1. Tap hop va phan tir

Khai niém tép hop va phan tir cua tap hop la cac khai niém co ban cua toan hoc, khong thé dinh
nghia duoc bang nhiing khai niém da biét, ma co6 thé dugc mo6 ta nhu sau: Tat ca nhiing doi tuong xac
dinh nao d6 hop lai tao thanh mdt tap hop, moi doi twong d6 dugc goi 1a mot phan tir cia tap hop.

- Néu a 1a mot phan tir cta tip hop E thi ta néi “a thuéc E” va viét acE.

- Néu a khong phai 1a phén tir caa tap hop E thi ta néi “a khong thude E” va viét ag¢E.

- C6 2 cach md ta mot tap hop: (1) Liét ké ra tat ca cac phan tir cua tap hop; (2) Néu ra tinh chat
dac trung ctia cac phan tu tao thanh tap hop.

- Tap rong 1a tp hop khong co phan tir ndo va duge ky hiéu 1a &. Mot tap hop c6 thé 1a mot
phan tr ciia mot tap hop khéc, vi vy tap rong (&) khéac véi tap hop chi c6 duy nhat mot phan tir 1a tap
rong, tirc 1a @ # {J}.

1.1.2. Anh xa

Cho hai tap hop E va F, ta goi mot anh xa f tir E sang F va viét 1a f: E—F, 1a mot quy tic 520
cho: Ung véi moi phan tir cia E 1a mot phan tir xac dinh cua F. Tap hop E duge goi la tap hop goc
(hodc tap hop ngudn), con tap hop F duoc goi 13 tap hop anh (hodc tdp hop dich). Phan tir yeF tng
v6i phan tir xeE dugc goi 14 anh ciia phan tir x qua anh xa f va viét 1a y = f(x).

- Anh xa f dugc goi 1a don &nh néu phuong trinh f(x) =y co nhiéu nhat mot nghiém x €E véi
modi yeF.

- Anh xa f dugc goi 1a toan 4nh néu phuong trinh f(x) = y c6 it nhat mét nghiém x €E v6i mdi
yeF.

- Anh xa f dugc goi 1a song anh néu phuong trinh f(x) = y ¢6 mot nghiém duy nhat x €E v&i mdi
yeF. Tt day suy ra, mot song anh 1a mgt anh xa vira la don anh vura 1a toan anh.

- Song anh f: E—F tao ra mét anh xa tir F tGi E, anh xa nay duoc goi la anh xa nguoc cta anh xa
f va ky hiéu 1a 2, tirc 1a £1: F5E.

- Pong thoi véi song anh f: E>F ta c6 mot tuong irng mot - mot hai chiéu giira E va F, chiéu tir
E t6i F dugc thuc hién béi anh xa f, con chiéu tr F tdi E duoc thuc hién boi anh xa £1. Do d6 4nh xa
song anh con dugc goi 1a 4&nh xa mot - mat.

- Cho 3 tap hop E, F, G va hai 4nh xa f: E5F, g: F>G. Anh xa tir E t6i G, dugc ky hiéu 1a gof,
tic 1a gof: E->G dugc xac dinh nhu sau: V6i mdi x€E thi (g-f)(X) = g[f(x)]€G, duoc goi hop cia anh
xafvaanhxag.

- Chuy. (1) Hop cua hai don anh la mot don anh, hgp cua hai toan anh 1a mét toan anh va hop
ctia hai song 4nh 1a mot song 4nh; (2) Vé&i VxeE thi (FLf)(x) = F[f(x)] = f(y) = x va véi VyeF thi
(FF)(y) = fIFHy)] = f(x) = v.

1.1.3. Tap hop sd thuc

- Tap sb6 tw nhién N = {0, 1, 2, ..., n, ...}, N* = N\{0}.

- Bé phuong trinh x + n = 0 v&i neN ¢6 nghiém, can dua thém tap sd nguyén Z = {0, £1, £2, ...,
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- bé phuong trinh mx + n =0 véi m, neN c6 nghiém, can dua thém tap s6 hitu ty Q = {—} \(!
n

m, neZ, n # 0, m va n chi c6 udc sb chung la +1.
-Ro rang 1a N* ¢ N ¢ Z ¢ Q, tuy nhién, tdp Q ciing chwa du dé chira hét tat ca cac sb trong
thyc té. Ching han, néu xét phuong trinh x? = 2, phuong trinh nay c¢6 nghiém x = J2 khong phai la
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mot s hiru ty. That vy, gia st nguoc lai v2 1a mot so hiru ty, tic 1a V2 =—védi m, neN, n #0, m va
n
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n chi ¢6 uc s6 chung 1a +1. Ta c6 +/2 =— <> n+/2 =m < m? =2n2 = m? chia hét cho 2 = m chia
n

hét cho 2, do d6 ta c6 thé dit m = 2p (peN) = 4p? = 2n? = n? = 2p?> = n? chia hét cho 2 = n chia hét
cho 2. Nhu vy, m va n ¢6 ude sd chung 1a 2, diéu ndy mau thuin véi gia thiét, do d6 V2 khong phai
1a s6 hiru ty. Mot vi du khéc 14 sé , ciing khong phai 1a s hitu ty.

- Céc s6 khong phai 12 s6 hitu ty dugc goi 1a s6 vo ty. Tap hop tat ca cac s6 hitu ty va vo ty dugc
goi 1a so thuc, ky hiéu 1a R.

-NhuvayN*cNcZcQcR.

- 86 thuc x duogc goi 1a cdn trén cia tip hop ACR néu véi VaeA ma a < x, khi d6 ta néi tap hop
A bi chén trén; so0 thyc x dugc goi 1a cgn dudi cia tap hc_rp AcR néu v6i VacA ma a > x, khi d6 ta noi
tap hop A bi chan dudi. Tap hop A dugce goi 1a bi chdn néu n6 vira bi chin trén, vira bi chan dudi.

- Can trén bé nhat cua tap hop A, néu co, duoc goi 14 cdn trén diing clia A va ky higu 1a supA
(supremum); can dudi 16n nhat cua tap hgp A, néu co, dugc goi 1a cdn duoi dung ciia A va ky hiéu lz‘}
infA (infimum). Cén trén dung ctuia A (supA), can dudi ding cua A (infA) co6 the thude A, cling c6 the
khong thudc A. Néu supA €A thi supA la phan tir 16n nhat cua A va khi do dugc ky hi¢u 1a maxA; néu
infA€A thi infA 1a phan tir nh6 nhat cua A va khi d6 dugc ky hiéu 1a minA.

- Tién dé vé can trén dang va can dudi ding: Moi tap hop AcR khong rdng, bi chan trén déu co
can trén dung thudc R; moi tap hop AcR khong rong, bi chin dudi déu co can dudi dung thuoc R.

1.2. Ham s6 mét bién va do thi cac ham s6 mdt bién co ban
~ Tudoc {[1]. Chuong 2 (2.1,,2.2,, 2.3., 2.4.,)}. Ham s6 m{t bién y = f(x) 1a mot 4nh xa f: R>R,
can luu y mgt s van dé trong tam sau day.

1.2.1. Mién xé4c dinh va mién gié tri ciia ham s6

Cho anh xa y = f(x), x duoc goi la bién so con y duoc goi la ham s6. Tap hop tat ca cac gia tri

ctia bién sd x dé f(x) xac dinh, duoc goi 1a mién xdc dinh cia ham sb. Mién xac dinh ctia ham sd y =
f(x) dugc ky hiéu 1a D(f).

Néu mét ham s duge cho dudi dang mot biéu thirc hodc mot s biéu thirc thi mién xac dinh
D(f) 1a tap hop tat ca cac gia tri cua bién s6 x sao cho cac phép todn trong tat ca cac biéu thirc dong
thoi c6 nghia.

Tap hop tat ca cac gia tri ciia ham sé y = f(x) trén mién xac dinh D(f) duoc goi 1a mién gid tri
ciia ham s0. Mién gid tri cia ham s6 y = f(x) dugc ky hiu la R(f).

Nhu vdy, ham sd y = f(x) 13 anh xa f: D(f) - R(f).

lg(1+ x)

Vi du 1.2.1.1. Tim mién xéac dinh D(f) ciia ham s6 y = .
X J—

= D(f) =(-12) U (L, +x)

e L ., [1+x>0 x>-1
D¢ ham da cho xac dinh, ta phai c6

=
x-=1+0 x=1
Vi du 1.2.1.2. Tim mién gi4 tri R(f) ctia ham sb f(x) = 2 + 3sinx

10



Vi sinx| <1< -1<sinx <1< -3<3sinx <3< -1<2+3sinx <5< -1<f(x) <5 = R(f)
=[-1,5].

1.2.2. B6 thi ciia ham s6

Cho hai tap A, B khong rdng, v6i mdi phan tr acA va mdi phan tir beB, ta 1ap cip co thar t
(a,b) (viét phan tir acA trudc va phan tr beB sau). Tich Descartes cta hai tdp hop A va B, ky hiéu 1a
AxB, 1a tap hop cac phan tir {(a,b) | acA, beB}.

D6 thi ciia ham sb y = f(x) 14 tap hop cac diém trong mit phing toa d6 vudng goc Oxy cb toa do
(x,y) = (x,f(x)). Vi xeD(f) va f(x)eR(f) nén do thi cia mot ham sd y = f(x) 1 cac phan tir cua tich
Descartes D(f)xR(f).

Nhu vay, doi voi mot ham s6 xac dinh, do thi cua n6 cé thé cd hitu han hodc vo han diém trén
mat phang toa do vudng goc Oxy.

1.2.3. Ham s6 chan, ham so 1€ va ham so tuan hoan

Gia st ECR va nhan géc O cua hé tryc toa do Oxy lam tdm dbi xtng, khi d6 ham ) y = {(x)
(4nh xa f: E-R) dwoc goi 1a hdm s6 chan néu f(x) = f(-x) voi VxeE. D0 thi cia ham s6 chin nhan
truc tung Oy lam truc doi xung.

Gia st ECR va nhan géc O cua hé truc toa do Oxy lam tdm déi xtng, khi d6 ham $6 y = 1(x)
(4nh xa f: E5R) duoc goi 1a ham 56 Ié néu f(x) = -f(-x) voi VxeE. Do thi cia ham s6 1¢ nhan goc O
cua h¢ truc toa do Oxy lam tdm do6i xung.

Gia sit ECR va ham sb y = f(x) (4nh xa f: E->R) dugc goi 1a ham s6 tudn hoan néu ton tai mot
hang sO T>0 sao cho f(x+T) = f(x) v6i VXeE, khi d6 T dugc goi 1a chu ky ciia ham s0. S6 duong nhé
nhat sao ham so f(x) c6 tinh chat vira néu dugc goi la chu ky co so ctia ham so f(X).

Vidu 1.2.3.1. Hay x4c dinh tinh chén hodc 1é cua cac ham sd

(@ f(x) = x?/x +2sin x, (b) F(x) = 2" +27, (c) f(x)=|x/-5, (d) f(x) = x? + 5x,

) F =lg**3
X—-3

Mién x4c dinh D(f) cia mdi ham sé trén déu déi xing qua goc toa d6. Cac ham (a), (b), (c) va
(d) c6 D(f) = (-o0,+0); con ham (e) c6 D(f) = (-o0,-3)(3,+x).

@) f(=x)=(-x)2/=x + 2sin(=x) = —x3/x — 2sin x = —(x%/; +2sin x)z —f(x) do d6 ham sb
f(x) = x?3/x + 2sin x 12 ham s6 1&.

(b) F(=x) =2 +27 ) =2* 42X =2+ 2% =f(x) do d6 ham sb f(x)=2"+2*Ia ham sb
chan.

(€) f(—x) =|-x| -5 =|x| =5 =f(x) do d6 ham sb f(x) = |x| -5 1a ham sb chn.

(d) f(-X) = (-X)? + 5(-X) = X? - 5x #x? + 5x = f(x) do d6 ham sd f(x) = x? + 5x khong phai 12 ham
chén va ciing khong phai 1a ham 18.

-1
() flex)=lg X3 _1g=(X=3 _, X‘3=|(X—+3’j — g X3 - f)do d6 ham
-Xx-3 —-(x+3) X+3 x-3 x-3
£ = 19253 taham 1e.
X—3

Vi dy 1.2.3.2. Hay xac dinh chu ky co so ctia ham s6 f(x) = sin6x + tandx
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Ham sé sin6x cé chuky cosa 1aT, = %“ = g con ham sb tandx c6 chuky coso 14T, = % do d6
chu ky co so ctia ham sd f(x) = sin6x + tandx 1a T = BSCNN(T1,T2) = m.

1.2.4. Ham hop (hop ctia 2 anh xa)

Cho ham sb z = g(y) (anh xa g: R—>R) v6i D(g) va R(g); va ham sé y = f(x) (4nh xa f: R—>R)
véi D(f) va R(f) sao cho R(f)cD(g). Khi d6 ham z = g[f(x)] v&i D(f) dugc goi 1a ham hop cua ham f
va ham g (hop cta anh xa f va anh xa g, tirc l1a anh xa g-f: R—>R) véi D(f) va R(g).

Vi du 1.2.4.1. Tim cac ham hop (g-f)(x) = g[f(x)], (F-g)(X) = f[g(x)] néu f(x) = x*va g(x) = 2X.

Dé dang x4c dinh dugc D(f) = R, R(f) = [0,+0) va D(g) = R, R(g) = (0,+), suy ra R(f)cD(g) va
R(g)cD(f) nén cac ham f(x) va g(x) théa man diéu kién can trong dinh nghia ham hop. Theo dinh
nghia ctia ham hop ta duge (g-f)(X) = g[f(x)] =2 = 2¥" va (f-g)(X) = flg(x)] = [9(X)]? = (2*)? = 4

1.2.5. Ham s6 don diéu

Ham sb y = f(x) voi xeD(f) duoc goi 1a ham sb don diéu ting trén D(f) néu véi VX1, x2eD(f)
ma X1 < Xz thi f(x1) < f(X2) va duoc goi 12 ham sé don diéu tiang thuwce s trén D(f) néu véi V1, x2eD(F)
ma X1 < Xz thi f(x1) < f(x2).

Ham s6 y = f(x) v6i xeD(f) duoc goi 1a ham s6 don diéu giam trén D(f) néu véi VX1, x2eD(F)
ma X1 < Xz thi f(x1) > f(x2) va duoc goi 13 ham sé don diéu gidm thuc sy trén D(f) néu véi Vxi,
x2eD(f) ma x1 < X2 thi f(x1) > f(x2).

Cac ham s6 don diéu tang/tang thyc sy va cac ham s6 don diéu giam/giam thyc sy duge goi la
ham s6 don diéu. Cac ham s6 don diu déu c6 ham s nguoc, tuy nhién, diéu nay chi 1a diéu kién du vi
c6 nhitng ham s6 khong phai 1a ham sb don diéu nhung van c6 ham sé nguoc.

* Do thi cua cac ham so mot bién co bin tw doc {[1]. Chuwong 2 (2.6.)}

Luu . Trong cdc ham s6 so cdp, ngwoi ta dic biet chu y den hai logi ham sé: Cdc da thitc va
cdc phan thire hitu ty, vi khi tinh gid tri ciia cdc ham s6 nay, chi can thie hién cdc phép todn sé hoc
doi véi bién.

1.3. Ham s6 ngwoc va dd thi ciia ham sé nguoc

Tu doc {[1]. Chuong 2 (2.5.,2.6.)}

Cho ham s6 y = f(x) 1a mot song anh f: EF (E,FCR), song 4nh nay dit twong ing mot phan tir
xeE voi duy nhat mot phan tr yeF va nguoc lai, dit tvong tmg mot phan tir yeF voi duy nhat mot
phan tr xeE. Phép twong tng y v6i x duoc goi 1a ham sd nguoc ciia ham s f va nd chinh 13 anh xa
nguoc f1: F5E. Do d6, tir Cha ¥ (2) trong 1.1.2. ta cd y = f(x) < x = f(y).

V6i quy ude dung ky hiéu x dé chi bién s6 va ding ky hiéu y dé chi ham s6 thi ham s6 nguoc
ctia ham s6 y = f(x) duge viét 1a y = £1(x).

Pé tim ham s6 nguoc ciia ham sb y = f(x), ta doi vai tro cua ciia cac chit x va y, tirc 1a viét x =
f(y), sau d6 ta tim y = £1(x) 12 nghiém ctia phuong trinh x = f(y).

Khi chuyén tir ham sé‘y = f(x) sang ham s6 ngugc y = f*(x) thi mién xac dinh va mién gia trj s&
hoén doi vai trd cho nhau, dong thdi ludn ludn co ff1(x)] = x va FLf(x)] = x.

Néu biéu dién trong cung mot hé truc toa d§ vudng goc thi 6 thi ctia ham s6 ngugcy =f l(X)

dbi xtng véi d6 thi cua ham s0 y = f(x) qua dudng phan giac cua goc vuong thir nhat ctia mit phang
toa 6 vudng goc Oxy, néu liy do dai doan thing don vi trén cac truc toa do nhu nhau.

* Dé thi ciia ham so ngwoc tw doc {[1]. Chwong 2 (2.6.)}
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Bai tip (Chuong 1)

1.1. Gia sur tp hop A con phan tir, ky hiéu P(A) 1a tap hop ma cac phan tir ciia no 1a céc tap con cia
tap A. Chirng minh rang tap hop P(A) c6 2" phan tu.

1.2. Cho n di’ém khac nhau trong mét mit phang sao cho 3 diém bat ky khong thang hang. Xét céc
doan thang noi ting cdp hai diém khac nhau.

(a) Tinh sb luong cac doan thang d6; (b) Tinh sé lwong cac tam gidc duoc tao thanh.
1.3. Tim cén trén dang va can dudi ding cua cac tap hop

@) A :{2* 225

x>0},(b) Bz{m+4—n‘m,neN},(c) &{%
n m A4m° +n

1.4. Tim mién xac dinh cta cac ham so

@ y =100 =V=x 4 e (0) y =00 = (x-2) 75

(©) y:f(x):\/sin X, (d) y="f(x)=+/cos(x?)

1.5. Anh xa f: R—>R dugc xac dinh bdi cong thire f(x) = x? — 3x + 2 ¢6 phai 1a mot don anh hay toan
anh khong? Tim f(R), f(0), £1(0), f([0,5]), £*([0,5]).

1.6. Ching minh rang, cac ham (a) y = f(x) =2x + 1, (b) y = f(x) = x% 14 cac anh xa song anh (4nh xa
mot - mot) va vé d6 thi ctia cac ham sd y = fi(x), y = l(x) tuong ung.

meZ,neN}

1.7. Chiing minh rang, bat ky ham sd y = f(x) nao ma c6 D(f) nhan gbc O cua hé truc toa d6 Oxy lam
tam doi xung, bao gio cling vict dugc dudi dang tong ciia mét ham so chan va mot ham so 1é.

1.8. Chimg minh rang, ham phan 1¢ y = {x} 12 ham tuan hoan va tim chu ky co s ciia no.
1.9. V& db thij ciia cac ham sb

@ y=F(x)=v1-x2 +x? -1, (b) y=F(x) =[x - 2| +|x -1,

(©y=1(x) =[x], (d) y = f(x) ={x}
1.10. Tim cac ham f]g(x)], g[f(x)] voi

(@) f(x) = x2 + 2 vag(x) = 3x + 1, (b) f(x) = sinx va g(x) = Ig(x - 2).
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