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Chương 2. GIỚI HẠN (Phần 2.1.) 

2.1. Giới hạn của dãy số thực 

Tự đọc {[1]. Chương 1 (1.3.)} 

2.1.1. Dãy số hội tụ, các tính chất của dãy hội tụ 

Một dãy số thực (hay dãy số) là một ánh xạ f: N*R. Ký hiệu {xn} với nN* là dãy số, khi đó 

xn = f(n) với nN*. 

Một dãy số có thể được cho bằng một trong hai cách: (1) Dưới dạng tường minh xn = f(n); (2) 

Dưới dạng truy hồi xn+1 = f(xn). 

Ví dụ 2.1.1.1. Các dãy số sau đây được cho dưới dạng tường minh 

+ {xn}: 
n
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3

1
)3(fx3  , … 
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n

n
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1
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

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 , tức là {xn} có 2

1

1
1)1(fx

1

1 







 , 

4

9

2

1
1)2(fx

2

2 







 , 

27

64

3

1
1)3(fx

3

3 







 , … 

+ {xn}: 

















k2n,
2n

n

1k2n,
n

1
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3
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Ví dụ 2.1.1.2. Các dãy số sau đây được cho dưới dạng truy hồi 

+ {xn}: 














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

 )2n(axx
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
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Định nghĩa. Dãy số {xn} được gọi là dãy số hội tụ, nếu aR sao cho với  > 0 bé tùy ý cho 

trước, n0 = n0()N* sao cho với n  n0 thì xn - a < . 

Khi đó ta nói dãy số {xn} hội tụ đến a, hoặc a là giới hạn của dãy số {xn} và viết xn a khi n 

hoặc axlim n
n




. 

Vìxn - a <   a -  < xn < a + , nên ta còn có thể phát biểu khái niệm dãy số hội tụ như sau: 

Dãy số {xn} hội tụ đến a nếu  - lân cận của a đều chứa mọi phần tử của dãy số, trừ một số hữu hạn 

phần tử đầu dãy. 
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Dãy số {xn} được gọi là phân kỳ nếu nó không hội tụ. 

Ví dụ 2.1.1.3. Dùng định nghĩa để chứng minh dãy số {xn}: 
n

1
)n(fxn   hội tụ đến a = 0 

Ta có 
n

1
0

n

1
0xn  . Giả sử  > 0 là một số bé tùy ý cho trước, khi đó 




1
n

n

1

n

1
0xn  và do đó nếu ta lấy 1

1
)(nn 00 










 thì với n  n0 ta có 

 0xn , điều này có nghĩa là 0xlim n
n




(đpcm). 

2.1.2. Các tính chất của dãy số hội tụ 

(1) Nếu một dãy số hội tụ thì giới hạn của nó là duy nhất 

(2) Nếu một dãy số hội tụ thì nó giới nội, tức là tồn tại một khoảng (b,c) chứa mọi phần tử của 

dãy số. 

(3) Giả sử hai dãy số {xn}, {yn} là các dãy số hội tụ, tức là xxlim n
n




, yylim n
n




. Khi đó 

(3.1)   yxylimxlimyxlim n
n

n
n

nn
n




 

(3.2)   CxxlimCCxlim n
n

n
n




với C là hằng số 

(3.3)   xCxlimCxClim n
n

n
n




với C là hằng số 

(3.4)      xyylimxlimyxlim n
n

n
n

nn
n




 

(3.5)
y

1

ylim

1

y

1
lim

n
n

n
n






 với yn ≠ 0 và y ≠ 0 

(3.6) 
y

x

ylim

xlim

y

x
lim

n
n

n
n

n

n

n







với yn ≠ 0 và y ≠ 0  

(4) Giả sử hai dãy số {xn}, {yn} là các dãy số hội tụ, tức là axlim n
n




, bylim n
n




. Khi đó, nếu 

xn  yn với n thì a  b. 

(5) Nguyên lý kẹp. Cho ba dãy số {xn}, {yn} và {zn}. Khi đó nếu hai dãy số {xn}, {zn} hội tụ đến 

cùng một giới hạn a, tức là azlimxlim n
n

n
n




và xn  yn  zn với n thì dãy số {yn} cũng hội tụ đến 

giới hạn a, tức là aylim n
n




. 

Chứng minh 

(1) Giả sử axlim n
n




, bxlim n
n




và giả sử  > 0 là một số bé tùy ý cho trước. Khi đó, theo định 

nghĩa dãy số hội tụ, n1 = n1()N* và n2 = n2()N* sao cho, với n  n1 thì xn - a< /2 và với 

n  n2 thì xn - b< /2. 

Nếu đặt n0 = max(n1,n2), với n  n0 thì cả hai bất đẳng thức trên đồng thời thỏa mãn, do đó 








22

bxaxbxxabxxaba nnnnnn . Bất đẳng thức này đúng với 

mọi  > 0 là một số bé tùy ý cho trước nên ba0ba  (đpcm). 

(2) Giả sử axlim n
n




, khi đó n0N* sao cho với n  n0 thì xn - a < 1 1ax1a n  . 

Nếu đặt  1a,x,...,x,x,1aminb 1n21 0
  ,   cxb1a,x,...,x,x,1amaxc n1n21 0

   (đpcm). 
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(3) Giả sử hai dãy số {xn}, {yn} là các dãy số hội tụ, tức là xxlim n
n




, yylim n
n




 

(3.1) Vì axlim n
n




, bxlim n
n




nên giả sử  > 0 là một số bé tùy ý cho trước, thì theo định nghĩa 

dãy số hội tụ, n1 = n1()N* và n2 = n2()N* sao cho, với n  n1 thì xn - x< /2 và với n  n2 

thì xn - y< /2. 

Nếu đặt n0 = max(n1,n2), với n  n0 thì cả hai bất đẳng thức trên đồng thời thỏa mãn, do đó 

        






22

yyxxyyxxyxyx nnnnnn
 với n  n0, nên theo định 

nghĩa dãy số hội tụ thì   yxyxlim nn
n




 (đpcm). 

(3.2) Vì xxlim n
n




nên giả sử  > 0 là một số bé tùy ý cho trước, thì theo định nghĩa dãy số hội 

tụ, n0 = n0()N* sao cho, với n  n0 thì xn - x< /|C|. 

Do đó   



C

CxxCxxCCxCx nnn  với n  n0, nên theo định nghĩa dãy số 

hội tụ thì CxCxlim n
n




(đpcm). 

(3.3)Vì xxlim n
n




nên giả sử  > 0 là một số bé tùy ý cho trước, thì theo định nghĩa dãy số hội 

tụ, n0 = n0()N* sao cho, với n  n0 thì xn - x< . 

Do đó      xxxCxCxCxC nnn  với n  n0, nên theo định nghĩa dãy số 

hội tụ thì   xCxClim n
n




(đpcm). 

(3.4) Theo tính chất (1), các dãy số {xn}, {yn} hội tụ nên chúng giới nội, do đó M > 0 sao cho 

|xn|  M, |yn|  M với n  |x|  M 

Vì xxlim n
n




, yylim n
n




nên giả sử  > 0 là một số bé tùy ý cho trước, thì theo định nghĩa dãy 

số hội tụ, n1 = n1()N* và n2 = n2()N* sao cho, với n  n1 thì xn - x< /2M và với n  n2 

thìyn - y< /2M. 

Nếu đặt n0 = max(n1,n2), với n  n0 thì cả hai bất đẳng thức trên đồng thời thỏa mãn, do đó 

         yyxyxxxyxyxyyxxyxyxyyxxyyx nnnnnnnnnnnnn  

    






M2

MM
M2

yyxyxxyyxyxx nnnnnn  với n  n0, nên theo định 

nghĩa dãy số hội tụ thì xyyxlim nn
n




(đpcm). 

(3.5) Vì 0yylim0yylim n
n

n
n




 nên giả sử  > 0 là một số bé tùy ý cho trước n1 = 

n1()N* sao cho với n  n1 thì |yn| > |y|/2  
2

n

n

n

n

n

n y

yy2

yy

yy

yy

yy

y

1

y

1 






 . Đồng thời n2 

= n2()N* sao cho với n  n2 thì 
2

y
yy

2

n


 . 

Nếu đặt n0 = max(n1,n2), với n  n0 thì cả hai bất đẳng thức trên đồng thời thỏa mãn, do đó 








2

y
.

y

2

y

yy2

y

1

y

1 2

22

n

n

với n  n0, nên theo định nghĩa dãy số hội tụ thì 
y

1

y

1
lim

n
n




 

(đpcm). 
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(3.6) Tính chất này là hệ quả của các tính chất (3.4) và (3.5). Thật vậy, ta có 

y

x

y

1
.x)5.3(

y

1
lim.xlim)4.3(

y

1
.xlim

y

x
lim

n
n

n
n

n

n
n

n

n

n



 (đpcm). 

(4) Ta chứng minh bằng phương pháp phản chứng. Giả sử ngược lại a < b, khi đó r sao cho a < 

r < b. Vì axlim n
n




 và a < r nên n1N* sao cho với n  n1 thì xn < r, cũng vì bylim n
n




 và r < b 

nên n2N* sao cho với n  n2 thì r < yn. Do đó nếu đặt n0 = max(n1,n2) thì với n  n0 ta được xn < 

r < yn, điều này mâu thuẫn với giả thiết xn  yn. Như vậy, với các giả thiết đã cho thì suy ra a  b 

(đpcm). 

(5) Cho ba dãy số {xn}, {yn} và {zn}. Khi đó nếu hai dãy số {xn}, {zn} hội tụ đến cùng một giới 

hạn a, tức là azlimxlim n
n

n
n




và xn  yn  zn với n thì dãy số {yn} cũng hội tụ đến giới hạn a, tức là 

aylim n
n




. 

Vì axlim n
n




, azlim n
n




 nên giả sử  > 0 là một số bé tùy ý cho trước, thì theo định nghĩa dãy 

số hội tụ, n1 = n1()N* và n2 = n2()N* sao cho, với n  n1 thì xn - a<    - a < xn <  + a 

và với n  n2 thì zn - a<    - a < zn <  + a. 

Nếu đặt n0 = max(n1,n2), với n  n0 thì các bất đẳng thức  - a < xn <  + a,  - a < zn <  + a 

đồng thời thỏa mãn, do đó  - a < xn  yn  zn <  + a với n  n0  yn - a< , nên theo định nghĩa 

dãy số hội tụ thì aylim n
n




 (đpcm). 

2.1.3. Sự hội tụ của dãy đơn điệu 

Dãy số {xn} được gọi là tăng nếu xn  xn+1 với n, là giảm nếu xn  xn+1 với n. Dãy số tăng hay 

dãy số giảm được gọi là dãy số đơn điệu. 

Dãy số {xn} được gọi là bị chặn trên nếu cR mà xn  c với n, bị chặn dưới nếu dR mà xn 

 d với n. Dãy số {xn} được gọi là bị chặn nếu nó là dãy số vừa bị chặn trên vừa bị chặn dưới. 

Nhận xét: Dãy số tăng bị chặn dưới bởi phần tử thứ nhất của nó và dãy số giảm bị chặn trên bởi 

phần tử thứ nhất của nó. 

Ví dụ 2.1.3.1. 

(a) Dãy số {xn} với xn = 1/n (nN*) là dãy đơn điệu giảm, bị chặn dưới bởi số 0 và bị chặn trên 

bởi số 1. 

(b) Dãy số {xn} với xn = (-1)n (nN) là dãy không đơn điệu, bị chặn dưới bởi số -1 và bị chặn 

trên bởi số 1. 

(c) Dãy số {xn} với xn = n2 (nN) là dãy đơn điệu tăng, bị chặn dưới bởi số 0 và không bị chặn 

trên. 

Định lý (Sự hội tụ của dãy đơn điệu). Dãy số đơn điệu và bị chặn thì hội tụ. Nói cách khác (1) 

Dãy số đơn điệu tăng và bị chặn trên thì hội tụ; (2) Dãy số đơn điệu giảm và bị chặn dưới thì hội tụ. 

Chứng minh 

(1) Giả sử dãy số {xn} là dãy số tăng và bị chặn trên, ta chứng minh nó hội tụ. Thật vậy, vì dãy 

{xn} bị chặn trên, nên theo tiên đề về cận trên đúng thì l = sup{xn, nN*}, tức là xn  l với n. Khi 

đó với  > 0 là một số bé tùy ý cho trước thì l -  không phải là cận trên đúng của {xn}, do đó n0N* 

sao cho  lx
0n . Mặt khác, vì {xn} là dãy số tăng nên nn xx

0
 với n  n0. Từ ba bất đẳng thức 

trên ta được  lxlx1lxx1 nnnn0
 với n  n0, nên theo định nghĩa dãy 

số hội tụ thì lxlim n
n




 tức là dãy số {xn} hội tụ (đpcm). 

(2) Chứng minh tương tự như trên. 
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Ví dụ 2.1.3.2. Chứng minh dãy số {xn}: 

n

n
n

1
1x 








 hội tụ. 

Ta có 













 ...

n

1
.

!3

)2n)(1n(n

n

1
.

!2

)1n(n

n

1
.n1

n

1
1x

32

n

n  








nk n

1
.

!n

)1nn)...(1n(n
...

n

1
.

!k

)1kn)...(1n(n
 








 













































 ...

n

1k
1...

n

2
1

n

1
1

!k

1
...

n

2
1

n

1
1

!3

1

n

1
1

!2

1
11  








 




















n

1n
1...

n

2
1

n

1
1

!n

1
 

Tương tự 














































 ...
1n

2
1

1n

1
1

!3

1

1n

1
1

!2

1
11

1n

1
1x

1n

1n  








































































1n

1n
1...

1n

2
1

1n

1
1

!n

1
...

1n

1k
1...

1n

2
1

1n

1
1

!k

1
 






































1n

n
1...

1n

2
1

1n

1
1

)!1n(

1
 

So sánh xn và xn+1 trong hai khai triển trên ta thấy khai triển của xn+1 nhiều hơn khai triển của xn 

một số hạng, đồng thời từ số hạng thứ ba của mỗi khai triển trở đi thì 
1n

1

n

1


  

1n

1
1

n

1
1


  

nên các số hạng của xn nhỏ hơn số hạng tương ứng của xn+1, do đó xn+1 > xn với n, suy ra dãy số {xn} 

là dãy số đơn điệu tăng và bị chặn dưới bởi x1 = 2. 

Bây giờ ta sẽ chứng minh dãy số này bị chặn trên bởi số 3. Thật vậy, ở trên đã có khai triển  








 













































 ...

n

1k
1...

n

2
1

n

1
1

!k

1
...

n

2
1

n

1
1

!3

1

n

1
1

!2

1
11xn  








 




















n

1n
1...

n

2
1

n

1
1

!n

1
 và nếu đặt 

!n

1

)!1n(

1
...

!3

1

!2

1

!1

1
1yn 


  thì dễ thấy rằng xn < 

yn, hơn nữa ta thấy 
1n2 2

1

2...2.2

1

n...3.2

1

!n

1
,...,

2

1

2.2

1

3.2

1

!3

1


 nên suy ra 

.3x312
2

1
12

2

1
1

2

1
1

.
2

1
2

2

1
...

2

1

2

1
2y n

1n

1n

1n2n 








































 

Vậy dãy số {xn}: 

n

n
n

1
1x 








 là dãy số tăng và bị chặn trên, nên nó hội tụ, nếu ký hiệu e là 

giới hạn của dãy số này thì ta có thể viết .e
n

1
1lim

n

n












 

Ví dụ 2.1.3.3. Cho a > 0, chứng minh dãy số 










 )2n(xax

ax

1nn

1
hội tụ và tìm giới hạn của 

nó. 
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Dễ thấy rằng dãy số đã cho là dãy số tăng và bị chặn dưới bởi 0ax1   

Ta sẽ chứng minh dãy số đã cho là bị chặn bằng phương pháp quy nạp toán học. 

- Khi n = 1 ta có 1aax1   

- Khi n = 2 ta có   1a1a1a2aaaxax
2

12   

- Giả sử 1axn   là đúng 

- Ta phải chứng minh 1ax 1n 
, thật vậy  1a2a1aaxax n1n  

  1a1a
2

  (đpcm). 

Như vậy, theo định lý về sự hội tụ của dãy đơn điệu, dãy số đã cho hội tụ, tức là xxlim n
n




nào 

đấy mà 1ax0  . 

Để tìm giá trị x ta xét đẳng thức 

n
n

n
n

1n
n

n1n xlimaxalimxlimxax





   

0axxxaxxax 22  , phương trình bậc hai này có hai nghiệm phân biệt 

là 
2

a411
x


 , vì x > 0 nên giới hạn cần tìm là 

2

a411
x


 . 

Ví dụ 2.1.3.4. Tìm giới hạn của dãy số 
 

n

nx
x n   với nN*, trong đó [] là hàm phần nguyên. 

Ta đã biết 0  {} < 1 hay 0   – [] < 1  ][10] [1 , do đó 

nx – 1 < [nx]  nx x
n

]nx[
lim

n

1
xlimx

n

]nx[

n

1
x

n

nx

n

]nx[

n

1nx

nn















, 

vì x0x
n

1
limx

n

1
xlim

nn












do 0

n

1
lim
n




nên suy ra x
n

]nx[
lim
n




. 

Ví dụ 2.1.3.5. Tìm giới hạn của các dãy số sau 

nn

n
x

2
n


 , 

nn

1
...

2n

1

1n

1
y

222
n








  và 

1n

n
z

2
n


  

Ta có 1
01

1

n

1
lim1

1

n

1
1

1
lim

nn

n
limxlim

n

n2n
n

n



















 

và 1
01

1

n

1
lim1

1

n

1
1

1
lim

1n

n
limzlim

2n2

n2n
n

n



















 

Mặt khác 

n
2222222

n x
nn

n

nn

1
...

nn

1

nn

1

nn

1
...

2n

1

1n

1
y 




















  

và n
2222222

n z
1n

n

1n

1
...

1n

1

1n

1

nn

1
...

2n

1

1n

1
y 




















  

Suy ra xn < yn < zn với n, và vì 1zlimxlim n
n

n
n




 nên 1ylim n
n




. 

2.1.4. Giới thiệu tiêu chuẩn Cauchy, giới hạn vô hạn 

Dãy số {xn} được gọi là dãy Cauchy nếu với  > 0 bé tùy ý cho trước, n0 = n0()N* sao cho 

khi với m  n0 và n  n0 thì xm - xn < . 

Định lý (Tiêu chuẩn Cauchy). Dãy số {xn} hội tụ khi và chỉ khi nó là dãy Cauchy. 



 20 

Dãy số {xn} được gọi là vô cùng bé (VCB) nếu với  > 0 bé tùy ý cho trước, n0=n0()N* 

sao cho khi n  n0 thì xn <  và viết 0xlim n
n




. 

Dãy số {xn} được gọi là vô cùng lớn (VCL) nếu với A > 0 lớn tùy ý cho trước, n0=n0(A)N* 

sao cho khi n  n0 thì xn > A và viết 


n
n

xlim , khi đó ta nói dãy {xn} có giới hạn vô hạn. 

Nhận xét: 

- Nếu lxlim n
n




 thì dãy {xn – l} là một VCB. 

- Nghịch đảo của một VCB là một VCL và ngược lại, nghịch đảo của một VCL là một VCB. 

Chú ý. Ta công nhận một số giới hạn sau, để sử dụng: 

(a) 0
a

n
lim

n

k

n



 với a > 1 (khi n, an tăng nhanh hơn nk) 

(b) 0
!n

a
lim

n

n



 với a > 0 (khi n, n! tăng nhanh hơn an) 

(c) 0
n

!n
lim

nn



(khi n, nn tăng nhanh hơn n!) 

(d) 0
n

nlog
lim a

n



 với a > 1 (khi n, n tăng nhanh hơn logan) 

(e) 0nqlim n

n



 với 1q   

Bài tập 

2.1. Chứng minh rằng, dãy số giảm và bị chặn dưới thì hội tụ. 

2.2. Dùng định nghĩa giới hạn của dãy số để chứng minh các dãy số sau, hội tụ đến giới hạn tương ứng 

(a) 2
2n

1n2
lim
n







, (b) 0

!n

1
lim
n




, (c) 0qlim n

n



với q < 1, 

(d) 1nlim n

n



, (e) 1alim n

n



với a > 0 

HD: (b) Để ý rằng 
1n2

1

2...2.2.1

1

n...3.2.1

1

!n

1


 . (c) Biểu diễn 

n

n
q

q1
1

q

1












 
 và khai triển 

vế phải theo Nhị thức Newton. (d) Biểu diễn   nn 1n1n  và khai triển vế phải theo Nhị thức 

Newton. (e) Xét 3 trường hợp (a = 1, a > 1 và  0 < a < 1); đối với trường hợp a > 1, biểu diễn  

  nn 1a1a  và khai triển vế phải theo Nhị thức Newton; đối với trường hợp 0 < a < 1, để ý rằng 

1
a

1
 và áp dụng kết quả của trường hợp a > 1.  

2.3. Tìm giới hạn của các dãy số sau 

(a) nnnx 2

n  ; (b) nnnx 3 32

n  ; (c) 
1n

ncosn
x n


 ; 

(d) 










 )2n(,axx

)0a(,ax

1nn

1
; (e)


















 )2n(,
x2

2x
x

2x

1n

2

1n
n

1

; (f) )1b,1a(,

b

a

x
n

0k

k

n

0k

k

n 







 ; 

(g)  



n

1k

2

3n xk
n

1
x  trong đó [] là hàm phần nguyên 



 21 

HD: (d) Cách 1. Để ý rằng 
n2 2

1
...

2

1

2

1

n ax


 , cách 2. Xét 3 trường hợp 0 < a < 1 (chứng minh 

{xn} là dãy số giảm), a = 1, a > 1 (chứng minh {xn} là dãy số tăng) và sử dụng định lý về “Sự hội tụ 

của dãy đơn điệu”; (e) Chứng minh {xn} là dãy số giảm và bị chặn dưới ; (g) Đầu tiên hãy chứng minh 

 - 1 < []   và sử dụng tổng đã biết 
6

)1n2)(1n(n
k

n

1k

2 




. 

2.4. Tìm các giới hạn 

(a) )m(

n1mn
S

n

1
lim


(mN*) với 




n

1k

)m(

n )1mk)...(2k)(1k(kS  là tổng đã tính ở Ví dụ 0.3.6. 

(b) )m(

n
n

Slim


(mN*) với 
 


n

1k

)m(

n
)mk)...(2k)(1k(k

1
S  là tổng đã tính ở Bài tập 0.12. 

2.5. Tìm các giới hạn n
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
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k
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
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u k


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
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2.6. Tìm các giới hạn n
n

Slim
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
n
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2n
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1
arctanS  

(b) 
 


n

1k 1kk

1n
aa

1
)d,a(S  trong đó {an} là cấp số cộng có a1  0 và công sai d  0 

(c) 









 










n
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2
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2

k
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HD: (a) Tổng đã tính ở Bài tập 0.11.(a); (b) Tổng đã tính ở Bài tập 0.14.; (c) Trước hết, hãy 

chứng minh 















 

2

k

2
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khi k chẵn và 1

2

k

2
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








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



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2.7. (a) Tính tổng 





1n

1k

1k

n kqS với qR, (b) Tìm n
n

Slim


với |q| < 1. 

HD: (a) Tính Sn - qSn,  (b) Sử dụng giới hạn 0nqlim n

n



 với 1q  . 


