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Chương 2. GIỚI HẠN (Phần 2.2.) 

2.2. Giới hạn của hàm số một biến 

2.2.1. Định nghĩa giới hạn hàm số, các tính chất của giới hạn 

Tự đọc {[1]. Chương 3 (3.1., 3.2.)} 

Xét hàm số thực y = f(x) với D(f)R và R(f)R tức là ánh xạ f: D(f)R(f), trong trường hợp 

tổng quát nhất thì D(f) = R(f) = R, tương ứng với ánh xạ f: RR, khi đó đối số x và giá trị hàm số 

f(x) tương ứng có thể nhận các giá trị {-, <một số hữu hạn>, +}. Như vậy, có nhiều nhất 9 định 

nghĩa về giới hạn của hàm số f(x) tương ứng với 9 trường hợp sau đây: 

x               f(x) - 
L 

(hữu hạn) 
+ 

- 1 2 3 

x0 (hữu hạn) 4 5 6 

+ 7 8 9 

Một cách tự nhiên, trường hợp 5 được xét đầu tiên. 

Định nghĩa. (Trường hợp 5) Cho hàm số f(x) với D(f) = (a,b) (a, b là các số hữu hạn), số hữu 

hạn L được gọi là giới hạn của hàm số f(x) tại xo (x0[a,b] là một số hữu hạn) và viết là 

,L)x(flim
0xx




nếu với  > 0 cho trước bé tùy ý, mà tìm được số  = () > 0 sao cho khix – x0<  

thì f(x) – L< . 

Ví dụ 2.2.1.1. 

(a) Cho hàm số f(x) = x (f: RR). Chứng minh rằng 0
xx

x)x(flim
0




với x0 là một số hữu hạn. 

Ta thấy D(f) = R nên x0D(f). Giả sử cho trước  > 0 bé tùy ý, nếu chọn  = () =  thì x – 

x0<  đồng thời với f(x) – x0=x – x0<  suy ra theo định nghĩa .x)x(flim 0
xx 0




 

(b) Cho hàm số 
2x

6xx
)x(f

2




 . Chứng minh rằng 5)x(flim

2x



. 

Ta thấy D(f) = R\{2} tức là điểm x0 = 2D(f). Giả sử cho trước số ε > 0 bé tùy ý, ta phải tìm số 

δ = δ(ε) > 0 sao cho khi  2x  thì .5
2x

6xx2





 Thật vậy, ta có 















2x

2x

)2x(

2x

4x4x
5

2x

6xx 222

, khi đó ta lấy δ = δ(ε) = ε thì .2x   Theo 

định nghĩa thì .5
2x

6xx
lim)x(flim

2

2x2x








 

(c) Cho hàm số 
x

1
sinx)x(f  . Chứng minh rằng 0)x(flim

0x



. 

Ta thấy D(f) = R\{0} tức là điểm x0 = 0D(f). Giả sử cho trước số ε > 0 bé tùy ý, ta phải tìm số 

δ = δ(ε) > 0 sao cho khi  0x  thì .
x

1
sinx0

x

1
sinx0)x(f   Thật vậy, ta có 

x1.x
x

1
sinx

x

1
sinx  vì 1

x

1
sin  với xD(f). Từ đó, nếu |x - 0| = |x| <    thì suy ra 
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x

1
sinx0)x(f , nghĩa là ta có thể lấy δ = δ(ε) < ε. Theo định nghĩa thì 

.0
x

1
sinxlim)x(flim

0x0x



 

Định nghĩa. (Trường hợp 2) Cho hàm số f(x) với D(f) = (-,b) (b có thể là số hữu hạn hoặc là 

+), số hữu hạn L được gọi là giới hạn của hàm số f(x) tại điểm âm vô cùng (-) và viết là 

,L)x(flim
x




nếu với  > 0 cho trước bé tùy ý, mà tìm được số N < 0 có |N| đủ lớn sao cho khi x < N 

thì f(x) – L< . 

Định nghĩa. (Trường hợp 8) Cho hàm số f(x) với D(f) = (a,+) (a có thể là - hoặc là số hữu 

hạn), số hữu hạn L được gọi là giới hạn của hàm số f(x) tại điểm dương vô cùng (+) và viết là 

,L)x(flim
x




nếu với  > 0 cho trước bé tùy ý, mà tìm được số N > 0 đủ lớn sao cho khi x > N thì 

f(x) – L< . 

Nhận xét. Hai định nghĩa trên có thể viết chung như sau: Cho hàm số f(x) với D(f) = (a,b) (a có 

thể là - hoặc là số hữu hạn, b có thể là số hữu hạn hoặc là có thể là +, a và b không đồng thời hữu 

hạn), số hữu hạn L được gọi là giới hạn của hàm số f(x) tại điểm vô cùng () và viết là 

,L)x(flim
x




nếu với  > 0 cho trước bé tùy ý, mà tìm được số N > 0 đủ lớn sao cho khi |x| > N thì 

f(x) – L< . 

Ví dụ 2.2.1.2. Cho hàm số 
x

1
2)x(f  . Chứng minh rằng 2)x(flim)x(flim

xx



. 

Ta thấy D(f) = R\{0}. Giả sử cho trước  > 0 bé tùy ý, ta thấy 
x

1
2

x

1
22)x(f 








  nên 

nếu ta lấy N < 0 mà |N| đủ lớn thì 
x

1
2)x(f . Muốn vậy, ta chỉ cần lấy N sao cho




1
N  là 

được. Khi đó, theo định nghĩa thì 2)x(flim
x




. Tương tự, ta chỉ cần lấy N sao cho 



1

N  thì chứng 

minh được .2)x(flim
x




 

Coi như bài tập, sinh viên tự định nghĩa 6 trường hợp còn lại. 

Các tính chất của giới hạn 

Từ đây trở đi, khi viết L)x(flim
ax




nếu không viết gì thêm thì ta hiểu rằng L là một số hữu hạn, 

còn a có thể là số hữu hạn hoặc . 

Cho 11
ax

L)x(flim 


, 22
ax

L)x(flim 


. Khi đó 

(1) 11
ax

1
ax

CL)x(flimC)x(Cflim 


với C là hằng số 

(2)   212
ax

1
ax

21
ax

LL)x(flim)x(flim)x(f)x(flim 


 

(3)      212
ax

1
ax

21
ax

LL)x(flim.)x(flim)x(f)x(flim 


 

(4) 
2

1

2
ax

1
ax

2

1

ax L

L

)x(flim

)x(flim

)x(f

)x(f
lim 






với L2 ≠ 0  

(5) Giả sử ba hàm số f(x), g(x), h(x) thỏa mãn f(x)  g(x)  h(x) với x(a,b). Khi đó với 

x0[a,b] mà L)x(hlim)x(flim
00 xxxx




thì L)x(glim
0xx




. 
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(6) Cho f(x) là hàm số tăng (giảm) trên R; khi đó, nếu f(x) bị chặn trên (chặn dưới) nghĩa là M 

sao cho f(x)  M (N sao cho f(x)  N) với xR thì  L)x(flim
x




 L)x(flim
x




. 

Chứng minh tương tự như chứng minh các tính chất của dãy hội tụ. 

Ví dụ 2.2.1.3. Chứng minh rằng e
x

1
1lim

x

x












, e

x

1
1lim

x

x












 và   ex1lim x

1

0x



 

- Chứng minh e
x

1
1lim

x

x












. Thật vậy, với x > 0 bao giờ cũng nN sao cho n  x < n+1, 

suy ra 
n

1
1

x

1
1

1n

1
1

n

1

x

1

1n

1






. Vì 1

1n

1
1 


 , 1

x

1
1  , 1

n

1
1   và n  x < n+1 

nên 












































































n

1
1

n

1
1

x

1
1

1n

1
1

1n

1
1

n

1
1

x

1
1

1n

1
1

nx

1n

1nxn

.  

Mặt khác, khi x+ thì n  + nên 














































 n

1
1

n

1
1lim

x

1
1lim

1n

1
1

1n

1
1

lim

n

n

x

x

1n

n
 

Ta có e
x

1
1lim

e)01(e
n

1
lim1.

n

1
1lim

n

1
1

n

1
1lim

e
01

e

1n

1
lim1

1n

1
1lim

1n

1
1

1n

1
1

lim x

x

n

n

n

n

n

n

1n

n

1n

n

















































































































(đpcm). 

- Việc chứng minh e
x

1
1lim

x

x












 và   ex1lim x

1

0x



 coi như bài tập. 

Nếu L)x(flim)x(flim
xx




(L là số hữu hạn) thì viết ghép .L)x(flim
x




Chẳng hạn, ta viết 

e
x

1
1lim

x

x












 chung cho e

x

1
1lim

x

x












và .e

x

1
1lim

x

x












 

Ví dụ 2.2.1.4. Tìm giới hạn 











2222

x
xxxxlim  

Đặt t = x2 suy ra khi x thì t+, do đó 











2222

x
xxxxlim  




































tttt

tttttttt

limttttlim
tt

 

























1
t

1
lim1

t

1
lim1

t

1
lim1

1
t

1
1

t

1
1

t

1
1

lim

tttt

tt
lim

tt

t

tt
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2

1

101.01

01





 vì 0

t

1
lim
t




. 

2.2.2. Giới hạn một phía, giới hạn vô cùng 

Khi xx0 có hai khả năng: Hoặc xx0 từ phía trái x0, được viết là xx0-0, hoặc xx0 từ phía 

phải x0, được viết là xx0+0. Khi đó, nếu tồn tại các giới hạn ),x(flim
0xx 0

)x(flim
0xx 0

 thì ta nói rằng đó 

là các giới hạn một phía, giới hạn trái (nếu )x(flim
0xx 0

 ) và giới hạn phải (nếu )x(flim
0xx 0

 ) 

Người ta đã chứng minh được rằng L)x(flim)x(flimL)x(flim
0xx0xxxx 000




(L là số hữu hạn). 

Nếu f(x)- hoặc f(x)+ khi xx0 (x0 có thể hữu hạn, hoặc là -, hoặc là +) thì ta nói 

hàm f(x) có giới hạn vô cùng (sáu trường hợp còn lại: 1, 3, 4, 6, 7, 9) và viết là f(x) khi xx0 

.)x(flim
0xx








 


 

Ví dụ 2.2.2.1. Tìm các giới hạn trái và phải của hàm 

3x

1

2x

1
)x(f



 khi x3. Có tồn tại giới 

hạn )x(flim
3x

không? 

- Nếu x3-0 thì 02
3x

1
3x

1




 do đó 
3

1

03

1

2x

1
lim

3x

103x





 


 

- Nếu x3+0 thì 


3x

1

2
3x

1
do đó 0

3

1

2x

1
lim

3x

103x





 


 

- Không tồn tại giới hạn )x(flim
3x

vì )x(flim)x(flim
03x03x 

 . 

2.2.3. Khái niệm vô cùng bé và vô cùng lớn 

Hàm số f(x) được gọi là một vô cùng bé (VCB) khi xx0 nếu ,0)x(flim
0xx




 hàm số f(x) được 

gọi là một vô cùng lớn (VCL) khi xx0 nếu 


)x(flim
0xx

 với x0 có thể hữu hạn, hoặc là -, hoặc là 

+). 

Nhận xét: 

- Nếu L)x(flim
0xx




thì hàm số f(x) – L là một VCB khi xx0. 

- Nghịch đảo của một VCB là một VCL và ngược lại, nghịch đảo của một VCL là một VCB, tức 

là, nếu f(x) là một VCB khi xx0 thì
)x(f

1
là một VCL khi xx0 và ngược lại, nếu f(x) là một VCL 

khi xx0 thì
)x(f

1
là một VCB khi xx0. 

2.2.4. Các dạng vô định 

Các tính chất của giới hạn của hàm số ở trên chỉ đúng khi giới hạn L1, L2 tương ứng của các hàm 

số f1(x), f2(x) là hữu hạn, tuy nhiên, trong thực tế, các hàm này có thể là VCB hoặc VCL, do đó ta cần 

phải nghiên cứu chi tiết các trường hợp này. 

Từ tính chất (2) - phép cộng hai biểu thức, mỗi biểu thức có thể nhận các giá trị (-, 0, +), 

được viết theo cột thứ nhất và hàng thứ nhất, ta được 
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+ - 0 + 

 dạng vô định   
- - - ? 

0 - 0 + 

+ ? + + 

Từ tính chất (3) - phép nhân hai biểu thức, mỗi biểu thức có thể nhận các giá trị (-, 0, +), 

được viết theo cột thứ nhất và hàng thứ nhất, ta được 

 - 0 + 

 dạng vô định .0  
- + ? - 

0 ? 0 ? 

+ - ? + 

Từ tính chất (4) - phép chia hai biểu thức, mỗi biểu thức có thể nhận các giá trị (-, 0, +) được 

viết theo cột thứ nhất và hàng thứ nhất, ta được 

/ - 0 + 

 hai dạng vô định



,

0

0
 

- ? ? ? 

0 ? ? ? 

+ ? ? ? 

Chú ý 2.2.1. Các bài toán tìm giới hạn chủ yếu là việc khử các dạng vô định. 

Để khử dạng vô định  khi tìm giới hạn  )x(g)x(flim
ax




, trong đó 


)x(flim
ax

và 




)x(glim
ax

, nói chung, ta có thể biến đổi hiệu f(x) – g(x) thành tích 









)x(f

)x(g
1)x(f)x(g)x(f  

hoặc 







 1

)x(g

)x(f
)x(g)x(g)x(f hoặc 










)x(f

1

)x(g

1
)x(g)x(f)x(g)x(f . Đối với các dạng mới 

này, có nhiều khả năng dễ tính giới hạn hơn. 

Để khử dạng vô định .0 khi tìm giới hạn  )x(g)x(flim
ax

, trong đó 0)x(flim
ax




và 


)x(glim
ax

 

ta có thể biến đổi tích f(x)g(x) thành 
)x(g1

)x(f
)x(g)x(f  (dạng 

0

0
) hoặc 

)x(f1

)x(g
)x(g)x(f   (dạng 




). 

Đối với các dạng mới này, có nhiều khả năng dễ tính giới hạn hơn. 

Chú ý 2.2.2. Việc sử dụng định nghĩa khi tìm giới hạn, nói chung là bài toán khó, do đó chủ yếu 

là biến đổi biểu thức cần tìm về các dạng giới hạn cơ bản đã biết và áp dụng. 

Các giới hạn cơ bản 

1
x

xtan
lim1

x

xsin
lim

0x0x



 và 1

x

xarctan
lim

0x



 

e)x1(lime
x

1
1lim x

1

0x

x

x












 

aln

1

x

)x1(log
lim a

0x





 (0 < a ≠ 1) đặc biệt, khi a = e ta được 1

x

)x1ln(
lim

0x





 

aln
x

1a
lim

x

0x





(0 < a ≠ 1) đặc biệt, khi a = e ta được 1

x

1e
lim

x

0x





 

a
x

1)x1(
lim

a

0x
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Chú ý 2.2.3. Bằng cách đổi biến, các giới hạn cơ bản trên có thể được sử dụng dưới dạng 

1
)x(f

)x(farctan
lim,1

)x(f

)x(ftan
lim,1

)x(f

)x(fsin
lim

0)x(f0)x(f0)x(f



 

  e)x(f1lim,e
)x(f

1
1lim )x(f

1

0)x(f

)x(f

)x(f












 

 
aln

1

)x(f

)x(f1log
lim a

0)x(f





 (0 < a ≠ 1),

 
1

)x(f

)x(f1ln
lim

0)x(f





 

aln
)x(f

1a
lim

)x(f

0)x(f





(0 < a ≠ 1), 1

)x(f

1e
lim

)x(f

0)x(f





 

 
a

)x(f

1)x(f1
lim

a

0)x(f





 

Chú ý 2.2.4. Ngoài các giới hạn cơ bản trên, ta công nhận một số giới hạn sau, để sử dụng: 

1alim x

0x



(0 < a ≠ 1), 



x

x
alim (a > 1), 0alim x

x



(a > 1) 

0xlogxlim a

k

00x



 với a > 1, k > 0 

0
x

xlog
lim

k

a

x



 với a > 1, k > 0 (khi x+, hàm xk tăng nhanh hơn hàm logax) 

0
a

x
lim

x

k

x



 với a > 1 (khi x+, hàm ax tăng nhanh hơn hàm xk) 

Ví dụ 2.2.4.1. Tìm các giới hạn 

(a) 











 4x

4

2x

1
lim

22x
 dạng vô định   
































  )2x)(2x(

42x
lim

)2x)(2x(

4

2x

1
lim

4x

4

2x

1
lim

2x2x22x
 

4

1

2x

1
lim

)2x)(2x(

2x
lim

2x2x










 

(b)  xx4xlim 2

x



 dạng vô định   

    












 xx4x

xx4x
lim

xx4x

xx4xxx4x
limxx4xlim

2

22

x2

22

x

2

x
 

xx4x

x4
lim

2x 
 dạng vô định




 

2
10.41

4

1
x

1
lim41

4

1
x

4
1

4
lim

xx4x

x4
lim

x

x2x

















 vì 0

x

1
lim

x



 

(c) 










xcot

x2sin

2
lim

0x
 dạng vô định   





























 xsin

xcos

xcosxsin

1
lim

xsin

xcos

xcosxsin2

2
limxcot

x2sin

2
lim

0x0x0x
 

0xtanlim
xcos

xsin
lim

xcosxsin

xsin
lim

xcosxsin

xcos1
lim

0x0x

2

0x

2

0x
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Ví dụ 2.2.4.2. Tìm các giới hạn 

(a) 
2

x
tan)x1(lim

1x





 dạng vô định .0  

- Đặt u = 1 – x nên khi x1 thì u 0 






 2

)u1(
tan.ulim

2

x
tan)x1(lim

0u1x
 

















 






u

u
2

tan

1
lim

u
2

tan

u
limu

2
cot.ulimu

22
tan.ulim

0u0u0u0u
 

u
2

u
2

tan

12
lim

u
2

u
2

tan

2

1
lim

0u0u













 

- Đặt u
2

v


 nên khi u0 thì v0






















2

1

12

v

vtan
lim

12

v

vtan

1
lim

2

u
2

u
2

tan

12
lim

0v

0v0u
 

(b) 














x
4

cotx2cotlim

4
x

 dạng vô định .0  

- Đặt x
4

u 


  nên khi 
4

x


  thì u 0 















x
4

cotx2cotlim

4
x

 

























 usin

ucos

u2cos

u2sin
limucotu2tanlimucotu2

2
cotlimucotu

4
2cotlim

0u0u0u0u
 







 u2cos

ucos

u

usin
lim

u

u2sin
lim

u2cos

ucos

u

usin
u

u2sin

lim
u2cos

ucos

usin

u2sin
lim

usin

ucos

u2cos

u2sin
lim

0u

0u

0u0u0u
 

2
1

1
.

1

1.2

u2cos

ucos

u

usin
lim

u2

u2sin
lim2

u2cos

ucos

u

usin
lim

u2

u2sin
2lim

0u

0u

0u

0u









 

Ví dụ 2.2.4.3. Tìm các giới hạn 

(a) 
6xx

2x9x3x
lim

3

23

2x 




 dạng vô định 

0

0
vì 02x9x3x

2x

23 


và 06xx
2x

3 


 

do đó nếu chia lần lượt các biểu thức 2x9x3x 23  , 6xx3   cho x – 2 

thì ta được các kết quả là 1x5x 2  , 3x2x 2  nên ta được 

)1x5x)(2x(2x9x3x 223   và )3x2x)(2x(6xx 23   

11

15

3x2x

1x5x

3x2x

1x5x
lim

)3x2x)(2x(

)1x5x)(2x(
lim

6xx

2x9x3x
lim

2x

2

2

2

2

2x2

2

2x3

23

2x

























 

(b) 
31x x1

x1
lim






 dạng vô định 

0

0
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Đặt x = t6 6 xt  nên khi x1 thì t1 















 )t1)(t1(

)tt1)(t1(
lim

t1

t1
lim

x1

x1
lim

2

1t2

3

1t31x
 

2

3

t1

tt1

t1

tt1
lim

1t

22

1t














 

(c) 
30x x

xsinxtan
lim




 dạng vô định 

0

0
  

Ta biến đổi 












xcosx

)xcos1(xsin

xcosx

xcosxsinxsin

x

xsin
xcos

xsin

x

xsinxtan
3333

 








 







 20x30x2 x

xcos1
.

x

xsin
.

xcos

1
lim

x

xsinxtan
lim

x

xcos1
.

x

xsin
.

xcos

1
 

Vì 1
1

1

xcoslim

1

xcos

1
lim

0x

0x





, 1

x

xsin
lim

0x



 

và 
2

1
1.

2

1

2

x
2

x
sin

lim
2

1

2

x

2

x
sin

2

1
lim

x

2

x
sin2

lim
x

xcos1
lim

2

0
2

x2

2

0x2

2

0x20x














































 

nên 
2

1
.1.1

x

xcos1
lim.

x

xsin
lim.

xcos

1
lim

x

xcos1
.

x

xsin
.

xcos

1
lim

20x0x0x20x











 


 

2

1

x

xsinxtan
lim

30x






 

(d)
ax

ax
lim

ax

ax 




(a > 0) dạng vô định 

0

0
 

Biến đổi 
ax

ax

ax

xx

ax

)ax()xx(

ax

ax aaaxaaaxax



















 

- Biến đổi 
   



















 

xln.
xln)ax(

1ex

ax

1ex

ax

)1x(x

ax

xx xln)ax(axln)ax(aaxaax

 

xlnx.
xln)ax(

1e a
xln)ax(





 

Đặt u = (x-a)lnx  khi xa thì u0, 
u

1e

xln)ax(

1e uxln)ax( 






1
u

1e
lim

xln)ax(

1e
lim

u

0u

xln)ax(

ax















 

Mặt khác alnaxlnxlim aa

ax



, do đó 








 


xlnx.

xln)ax(

1e
lim

ax

xx
lim a

xln)ax(

ax

ax

ax
 

alnaalna.1xlnxlim.
xln)ax(

1e
lim aaa

ax

xln)ax(

ax











. 

- Biến đổi 





















 
























































ax

1
a

ax
1a

ax

11
a

x
1a

ax

1
a

x
a

ax

ax

a

a

a

a

a

a

aa

 

a

ax

1
a

ax
1

a

a

ax
.a

1
a

ax
1a

a

1a

a

a
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Đặt 
a

ax
v


   khi xa thì v0, 

 
v

1v1
a

ax

ax
a

1a
aa 




   

    a1a

a

0t

1a

a

1a

0v

aa

ax
aa.a

v

1v1
lima

v

1v1
alim

ax

ax
lim 










 






. 

 

Vậy 


































aa
aa

ax

ax

ax

aaax

ax

ax

ax
aalna

ax

ax
lim

ax

xx
lim

ax

ax

ax

xx
lim

ax

ax
lim  

)aeln(a)elna(lna)1a(lna aaa   

Ví dụ 2.2.4.4. Tìm các giới hạn 

(a) 
4x3x2

3x2x
lim

2

2

x 




 dạng vô định 




 

Chia cả tử số và mẫu số của phân thức 
4x3x2

3x2x
2

2




cho x2 thì được 

2

2

x

4

x

3
2

x

3

x

2
1





, do đó 


































2xx

2xx

2xx

2xx

2

2

x2

2

x

x

1
lim4

x

1
lim32

x

1
lim3

x

1
lim21

x

4
lim

x

3
lim2

x

3
lim

x

2
lim1

x

4

x

3
2

x

3

x

2
1

lim
4x3x2

3x2x
lim  

2

1

0.40.32

0.30.21





 vì 0

x

1
lim
x




 và 0
x

1
lim

2x



 

(b) 
4x3x2

3x
lim

2x 




 dạng vô định 




 

Chia cả tử số và mẫu số của phân thức 
4x3x2

3x
2 


cho x2 thì được 

2

2

x

4

x

3
2

x

3

x

1





, do đó 


































2xx

2xx

2xx

2xx

2

2

x2x

x

1
lim4

x

1
lim32

x

1
lim3

x

1
lim

x

4
lim

x

3
lim2

x

3
lim

x

1
lim

x

4

x

3
2

x

3

x

1

lim
4x3x2

3x
lim  

0
2

0

0.40.32

0.30





 vì 0

x

1
lim
x




 và 0
x

1
lim

2x



 

(c) 
3x

5x
lim

2

3

x 




 dạng vô định 




 

Chia cả tử số và mẫu số của phân thức 
3x

5x
2

3




cho x3 thì được 

3

2

x

3

x

1
x

5
1





, do đó 




































 0

1

0.30

0.51

x

1
lim3

x

1
lim

x

1
lim51

x

3
lim

x

1
lim

x

5
lim1

x

3

x

1
x

5
1

lim
3x

5x
lim

3xx

2x

3xx

2x

3

2

x2

3

x
 

vì 0
x

1
lim
x




 và 0
x

1
lim

2x



 



 31 

(d) 

xxx

x
lim
x




 dạng vô định 



 

Chia cả tử số và mẫu số của phân thức 

xxx

x
lim
x




cho x  thì được 

3x

1

x

1
1

1



, do đó 








3

xx

x

1

x

1
1

1
lim

xxx

x
lim  

1
1

1

001

1

x

1
lim

x

1
lim1

1

3xx










 

(e) 














x
4

cot

x2tan
lim

4
x

 dạng vô định 



 

Biến đổi 






























































 x2cos

x
4

sin

.

x
4

cos

x2sin

x
4

cosx2cos

x
4

sinx2sin

x
4

cot

x2tan
 











































































x

4
2sin

x
4

sin

.

x
4

cos

x2sin

x2
2

sin

x
4

sin

.

x
4

cos

x2sin
 




























































x

4
cos

x2sin

2

1

x
4

cosx
4

sin2

x
4

sin

.

x
4

cos

x2sin

2

 

1
1

1
.

2

1

x
4

coslim

x2sinlim

.
2

1

x
4

cos

x2sin

2

1
lim

x
4

cot

x2tan
lim

22

4
x

4
x

2
4

x
4

x




































































 

Giới hạn có dạng   )x(g

ax
)x(flim


trong trường hợp thông thường có kết quả là   )a(g

)a(f . Tuy nhiên, 

một số bài toán khi thay a vào các hàm này thì lại nhận được kết quả là 1+ [f(x)1, g(x)+] hoặc 

00 [f(x)0, g(x)0] hoặc 0 [f(x), g(x)0], rõ ràng các biểu thức này không thể xác định được 

giá trị, nên nó là các dạng vô định. 

Trong các trường hợp này, ta có thể biến đổi các dạng này về dạng vô định 0. nhờ phép biến 

đổi      )x(fln)x(g)x(fln)x(g
ee)x(f

)x(g

 , khi đó  
 )x(fln)x(glim)x(g

ax

axe)x(flim 


, trong đó giới hạn 

 )x((gln)x(glim
ax

 có nhiều khả năng dễ tính hơn. 

Nói riêng, muốn khử được dạng vô định 1+, hầu như cần dùng đến giới hạn cơ 

bản e
x

1
1lim

x

x












bằng cách biến đổi biểu thức đã cho như sau 
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 1)x(f)x(g

1)x(f

1
)x(g

1)x(f1)x(f



 







  

Như vậy, ta đã chuyển giới hạn cần tính   )x(g

ax
)x(flim


về dạng    )1)x(f)x(glim

)1)x(f)x(g

ax

axeelim






  có 

nhiều khả năng dễ tính hơn. 

Ví dụ 2.2.4.5. Tìm các giới hạn 

(a)
xsinx

1

0x x)2acos(

axcos
lim 










 





































xsinx

1

xsinx

1

xsinx

1

x)2acos(

x)2acos(axcos
11

x)2acos(

axcos
1

x)2acos(

axcos
 























xsinx

1
.

x)2acos(

x)2acos(axcos
.

x)2acos(axcos

x)2acos(

x)2acos(

x)2acos(axcos
1  

 
x)2acos(xsinx

x)2acos(axcos

t

1
x)2acos(xsinx

x)2acos(axcos

x)2acos(axcos

x)2acos(

t1
x)2acos(

x)2acos(axcos
1















































  

với 
x)2acos(

x)2acos(axcos
t




  khi x0 thì t0 




















x)2acos(axcos

x)2acos(

0x x)2acos(

x)2acos(axcos
1lim  

  et1lim
.

t

1

0t



, do đó 



























x)2acos(x

x)1asin(2

0x
lim

x)2acos(xsinx

xsinx)1asin(2

0x
lim

x)2acos(xsinx

x)2acos(axcos

0x
lim

eee
x)2acos(

axcos
lim

xsinx

1

0x
 

)a1(21

1
.1).a1(2

eeee
x)2acos(

0x
lim

1

x)1a(

x)1asin(

0x
lim)a1(2

x)2acos(

1

x)1a(

x)1asin(
)a1(2

0x
lim






















 

(b) 

4x3

x 1x

2x
lim
















 

 
1x

12x9

t

1
1x

12x9

3

1x
)4x3.(

1x

3
.

3

1x
4x34x3

t1
1x

3
1

1x

3
1

1x

3
1

1x

2x 




























































































 

với 
1x

3
t




  khi x+ thì t0   et1lim

1x

3
1lim t

1

0t

3

1x

x






















, 

do đó 






































 






















 x

1
1

x

12
9

lim

1x

12x9
lim

1x

12x9

3

1x

x

4x3

x

x

x ee
1x

3
1lim

1x

2x
lim  

9

901

0.129

x

1
lim1

x

1
lim129

e

1
eee x

x

 










 

Bài tập 

2.8. Chứng minh rằng (a) e
x

1
1lim

x

x












, (b)   ex1lim x

1

0x



 



 33 

HD: (a) Đổi biến x = -t-1 và sử dụng giới hạn đã biết e
t

1
1lim

t

t












; (b) Đổi biến 

t

1
x  , khi đó 

khi x0 thì t, sau đó sử dụng giới hạn đã biết e
t

1
1lim

t

t












 

2.9. Dùng định nghĩa giới hạn, chứng minh rằng (a) 0x8lim 4

08x



, (b) 2

2x

3x2
lim
x







. 

2.10. Tìm giới hạn của các hàm dưới đây (nếu có): 

(a) )x(flim
1x

với









1xkhi5x3

1xkhi3x2
)x(f   (b) )x(flim

1x
với

1x

1x
)x(f

2




  

(c) )x(flim
0x

với
x

xsin
)x(f      (d) )x(flim

ax
với ax

1

e)x(f   

(e) )x(flim
4x

với )4xx3()x(f     (f) )x(flim
0x

với















x

1

x

1
)x(f  

(g) )x(flim
3x

với
x3

x3
)x(f




  

2.11. Tìm các giới hạn 

(a)  xlim
4x

, (b) 








 x

b

a

x
lim

0x
 (a > 0, b > 0), (c) 































 2

4

0x x

1
...321xlim , trong đó [] là hàm 

phần nguyên. 

2.12. Giả sử 



n

0k

k

kn xa)x(P )0a( n  , chứng minh rằng n

n
x

n
x

xalim)x(Plim


 . 

2.13. Cho 
)x(Q

)x(P
)x(f

n

m với m, nN* và Pm(x), Qn(x) là các đa thức bậc m, n tương ứng; tức là 





m

0k

k

km xa)x(P )0a( m  , 



n

0k

k

kn xb)x(Q )0b( n  . 

(a) Tìm )x(flim
ax

nếu a đồng thời là nghiệm đơn của các phương trình Pm(x) = 0, Qn(x) = 0. 

(b) Tìm )x(flim
x 

, 

HD: (b) Xét 3 trường hợp (m < n, m = n, m > n), đối với mỗi trường hợp chia cả tử số và mẫu số 

cho xmax(m,n). 

2.14. Tìm các giới hạn sau 

(a)
14x9x

21x11x2
lim

2

2

7x 




  (b) 

1xxx

2x3xxx
lim

23

234

1x 




  (c) 

3x2x

2x3x
lim

24

2

1x 




 

(d) 
1x

1x
lim

n

m

1x 




 (m, nN*) (e) ,

1x

nx

lim
n

n

1k

k

1x 













 nN*  (f) 

x

1x1
lim

n

0x




(nN*) 

(g) 
2

1nnn

ax )ax(

)ax(na)ax(
lim



 


 (m, nN*) 

2.15. Biết ,14
1x

9)x(f
lim

1x







 hãy tính ).x(flim

1x
 

2.16. Tìm giá trị của tham số a sao cho 
2xx

3aaxx3
lim

2

2

2x 




 tồn tại. Tính giới hạn tương ứng với giá trị 

tìm được của a. 
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2.17. Tìm các giới hạn sau 

(a)
1x2x3x4

4x3x2x
lim

23

23

x 




  (b) 

1x7x3x

6x5x3x2
lim

23

24

x 




 

(c) 
1x3x2

7x5x
lim

45

34

x 




   (d) 

)1xx7x2x)(2x(

)1xx)(5x4x2(
lim

234

23

x 




 

2.18. Tìm các giới hạn sau 

(a) 











 31x x1

3

x1

1
lim     (b) 












 2x3x

1

2x

1
lim

22x
 

(c) 










xxxxxxlim

x
 (d)

7x

7

1

x

1

lim
7x 




 

(e) 
1x1

1x1
lim

n

m

0x 




(m, nN*)   (f)

x

1x1x
lim

nm

0x




 (m, nN*) 

2.19. Tìm các giới hạn sau 

(a)
x3tanx2tanxtan

)1x8ln(
lim

3

0x




 (b)

bxtan

axsin
lim

0x
   (c)

ax

asinxsin
lim

ax 




 

(d)
ax

acosxcos
lim

ax 




  (e)

x

xsin1xsin1
lim

0x




 

(f)
x2sin

xtan1xtan1
lim

0x




 (g) 











 xcos

1
xtanlim

2
x

  (h)
2

x

0x x3x2

xcose
lim






 

(i)
ax

xa
lim

ax

ax 




(a > 0)  (k)

)x1ln(

ee
lim

ax2ax

0x 

 


  (l)

bxsinaxsin

ee
lim

bxax

0x 




 

(m)
)bxln(cos

)axln(cos
lim

0x
 

2.20. Tìm các giới hạn 

(a) 











44242

x
x21xxxxlim , (b)

1x

3x2
lim

2

x 




, (c)

32

32
lim

x

x

x 




  

2.21. Tìm các giới hạn 

(a)
x

1e
lim

x

0x




   (b)

xsin

e1
lim

x

0x






   (c)

xcot1

)xln(tan
lim

4
x 


 

(d)

x

x 1x

1x
lim 














   (e)

3x8

2

2

x

2

5x2

3x2
lim



 











  (f)   3x

1
3

0x
x21lim 


 

(g)   2x

1

0x
xcoslim


   (h)   x2tan

4
x

xtanlim




  (i)

x

x

1

x x

1
elim

















 

(k)
xsinx3

1

2

2

0x 1xx2

1x
lim



 











 (l)   1excotlim x3sin

0x



  (m)   xsin

1

0x

2x3coslim


 

(n)
xsin

1

0x xsin1

xtan1
lim 














  (o)   x2tan

4
x

2

x2sinlim




  (p)  x

1

0x
xcoslim


 


