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Chương 3. PHÉP TÍNH VI PHÂN CỦA HÀM SỐ MỘT BIẾN 

3.1. Đạo hàm 

3.1.1. Định nghĩa đạo hàm, đạo hàm một phía, ý nghĩa hình học và ý nghĩa cơ học của đạo hàm 

Định nghĩa 3.1.1.1. Cho hàm số y = f(x) xác định trong khoảng (a,b), tức là D(f) = (a,b). Khi đó, 

hàm số y = f(x) xác định tại lân cận điểm x0D(f), xét x thuộc lân cận đó, đặt x = x – x0 (được gọi là 

số gia của đối số tại điểm x0, rõ ràng là khi xx0 thì x0) và y = f(x) – f(x0) = f(x0+x) – f(x0) 

(được gọi là số gia của hàm số tại điểm x0). Nếu 
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tồn tại hữu hạn thì giới hạn này được gọi là đạo hàm của hàm số y = f(x) tại điểm x0, đồng thời ta nói 

rằng, hàm số y = f(x) khả vi tại điểm x0. 

Vì x0 là một điểm bất kỳ thuộc khoảng (a,b) nên ta có thể dùng x thay cho x0 và để tiện sử dụng, 

người ta thường ký hiệu đạo hàm của hàm số f(x) tại điểm x bằng một trong các biểu thức sau đây: y’, 

,y'
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 tùy từng trường hợp, nếu không gây ra bất kỳ sự hiểu nhầm nào. 

Nếu hàm số y = f(x) khả vi tại mọi điểm x(a,b) thì ta nói rằng f(x) khả vi trong khoảng (a,b). 

Ví dụ 3.1.1.1. Sử dụng định nghĩa, tìm đạo hàm của các hàm số sau đây 

(a) y = f(x) = c (c là một hằng số) với D(f) = (a,b) 

Ta có y = f(x+x) – f(x) = c – c = 0 
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(b) y = f(x) = xn (nN) với D(f) = (a,b) 

Ta có 
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(c) y = f(x) = ax (a > 0) với D(f) = R 

Ta có 
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(d) y = f(x) = sinx với D(f) = R 

Ta có
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Định lý 3.1.1.1. Hàm số y = f(x) xác định trong khoảng (a,b) nếu tồn tại đạo hàm tại điểm 

x(a,b) thì hàm số y = f(x) liên tục tại điểm x. 

Định nghĩa 3.1.1.2. Trong định nghĩa 3.1.1.1. nếu
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 tồn tại 

hữu hạn thì giới hạn này được gọi là đạo hàm bên trái của hàm số y = f(x) tại điểm x0, còn nếu 
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 tồn tại hữu hạn thì giới hạn này được gọi là đạo hàm bên phải 

của hàm số y = f(x) tại điểm x0. 

Cũng như ở Định nghĩa 3.1.1.1. vì x0 là một điểm bất kỳ thuộc khoảng (a,b) nên ta có thể dùng x 

thay cho x0 và để tiện sử dụng, người ta thường ký hiệu đạo hàm bên trái của hàm f(x) tại điểm x bằng 

f’(x-0) và đạo hàm bên phải của hàm f(x) tại điểm x bằng f’(x+0). 

Định lý 3.1.1.2. f’(x-0) = f’(x+0) = L khi và chỉ khi f’(x) = L (L là một số hữu hạn) 

Ví dụ 3.1.1.2. Sử dụng định nghĩa, tìm đạo hàm của hàm số y = f(x) = |x| 

- Khi x > 0 thì sgn(x) = 1 và y = f(x) = x y = f(x+x) – f(x) = x+x – x = x 
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- Khi x < 0 thì sgn(x) = -1 và y = f(x) = -x y = f(x+x) – f(x) = -(x+x) – (-x) = -x 
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Do đó f’(x) = sgn(x) khi x ≠ 0 

- Khi x = 0: 

+ 
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Do đó f’(0–0) ≠ f’(0+0) nên không tồn tại f’(0). 

Ý nghĩa hình học của đạo hàm: Đạo hàm của hàm số y = f(x) tại điểm x bằng hệ số góc của tiếp 

tuyến với đồ thị hàm số y = f(x) tại điểm có hoành độ x. 

Ý nghĩa cơ học của đạo hàm: Quan hệ giữa quãng đường s đi được của một vật thể, tương ứng 

với thời gian t, được thể hiện qua hàm số y = s(t). Khi đó, đạo hàm s’(t) là vận tốc chuyển động của 

vật thể tại thời điểm t. 

3.1.2. Các quy tắc tính đạo hàm, bảng đạo hàm các hàm số sơ cấp 

Định lý 3.1.2.1. Giả sử các hàm số f(x), g(x) xác định trong khoảng (a,b) và tồn tại các đạo hàm 

f’(x), g’(x) tại điểm x(a,b), khi đó các hàm số f(x) + g(x), f(x).g(x),  0)x(g
)x(g

)x(f
  cũng tồn tại đạo 

hàm tại điểm x và được xác định như sau: 

(1) [f(x) + g(x)]’ = f’(x) + g’(x) 

(2) [f(x).g(x)]’ = f’(x).g(x) + f(x).g’(x) 
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Nhận xét 

- Quy tắc (1) có thể suy rộng cho việc tính đạo hàm của tổng hữu hạn hàm số, chẳng hạn, đối với 

tổng 3 hàm số thì [f(x) + g(x) + h(x)]’ = f’(x) + g’(x) + h’(x). 

- Quy tắc (2) có thể suy rộng cho việc tính đạo hàm của tích hữu hạn hàm số, chẳng hạn, đối với 

tích 3 hàm số thì [f(x).g(x).h(x)]’ = f’(x).g(x).h(x) + f(x).g’(x).h(x) + f(x).g(x).h’(x). 

Định lý 3.1.2.2. (Đạo hàm của hàm hợp) 

1. Giả sử hàm số u = f(x) có D(f) = (a,b) và R(f) = (c,d), tồn tại đạo hàm )x('fu '

x  tại điểm 

x(a,b); 

2. Giả sử hàm số y = g(u) có D(g) = R(f), tồn tại đạo hàm )u('gy '

u   tại u = f(x); 

Khi đó hàm hợp y = g[f(x)] tồn tại đạo hàm tại x và được xác định như sau: '
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Nhận xét. Có thể mở rộng định lý cho trường hợp hàm hợp của một số hữu hạn hàm số. Chẳng 

hạn, nếu y = g(u), u = f(v), v = h(x) thì '
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Định lý 3.1.2.3. (Đạo hàm của hàm ngược) 

Giả sử hàm số y = f(x) có D(f) và R(f), đơn điệu tăng (giảm) trên D(f) và tồn tại đạo hàm 

0)x('fy '

x  với xD(f), khi đó hàm số ngược x = f-1(y) tồn tại đạo hàm '

yx với yR(f) và được 

xác định như sau: .
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Định lý 3.1.2.4. (Đạo hàm theo tham số) 

Giả sử hàm số y = f(x) được cho dưới dạng tham số 








)t(yy

)t(xx
 trong đó các hàm số x(t) và y(t) 

cùng xác định trong khoảng (a,b), đồng thời tồn tại các đạo hàm x’(t), y’(t) và x’(t) ≠ 0 tại điểm 

t(a,b). Khi đó tồn tại đạo hàm )x('fy'

x   tại điểm x = x(t) và được xác định như sau: 
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Định lý 3.1.2.5. (Đạo hàm của hàm ẩn) 

Giả sử y là hàm của đối số x được cho bởi đẳng thức F(x,y) = 0. Nếu tồn tại đạo hàm '

xy thì nó 

được xác định như sau: 

(1) Tính đạo hàm vế trái của đẳng thức F(x,y) = 0 (khi xem y là hàm của x) và cho biểu thức của 

đạo hàm vừa tính được bằng không; 

(2) Giải phương trình vừa nhận được đối với '

xy và nhận được )y,x(fy '

x  . 

Nhận xét. Việc sử dụng định nghĩa để tính đạo hàm của một hàm số được cho bởi một biểu thức 

phức tạp là không đơn giản. Khi đó, ta biến đổi biểu thức của hàm số về dạng đơn giản hơn và sử dụng 

5 định lý ở trên (các quy tắc tính đạo hàm) cùng với các đạo hàm của các hàm sơ cấp (dưới đây) để 

tính đạo hàm của hàm số đã cho. 

Bảng đạo hàm các hàm số sơ cấp 
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alnx

1
)'x(loga  với a > 0 và x ≠ 0 

x

1
)'x(ln   với x ≠ 0 

(sinx)’ = cosx 

(cosx)’ = -sinx 
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Ví dụ 3.1.2.1. Tính đạo hàm f’(x) của hàm số y = f(x) = axsinx 

Cách 1. Sử dụng định nghĩa để tính 

Ta có y = f(x+x) – f(x) = ax+xsin(x+x) – axsinx = ax[sinx.(axcosx – 1) + cosx.axsinx] 
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Cách 2. Sử dụng quy tắc để tính 

Đặt u(x) = ax và v(x) = sinx  y = f(x) = u(x).v(x)  y’ = f’(x) = u’(x).v(x) + u(x).v’(x) = 

ax.lna.sinx + ax.cosx = ax(lna.sinx + cosx) 

Ví dụ 3.1.2.2. Tính đạo hàm f’(x) của các hàm số sau 

(a) y = ln(arctanx) 
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Ta thấy, đối số của hàm ln là một hàm số khác nên ta phải dùng quy tắc tính đạo hàm của hàm 

hợp: Đặt u = arctanx  y = lnu 
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(b) y = earcsinx 

Ta thấy, đối số của hàm số mũ cơ số e là một hàm số khác nên ta phải dùng quy tắc tính đạo 

hàm của hàm hợp: Đặt u = arcsinx  y = eu 
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(c) y = xx 

Ta thấy biểu thức xx không phải hàm lũy thừa và cũng không phải hàm số mũ, nên ta dùng phép 

biến đổi như sau: Lấy loga cơ số e hai vế của đẳng thức y = xx ta được lny = lnxx = xlnx  y = exlnx. 

Do đó y = exlnx, bây giờ đặt u = xlnx  y = eu
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Ví dụ 3.1.2.3. Cho hàm số y = x + x3 với D(f) = R(f) = R, tính đạo hàm '

yx  

Hàm số y = f(x) = x + x3 liên tục và đơn điệu trên D(f) vì đạo hàm 0x31y 2'

x   với 

xD(f), nên tồn tại hàm ngược x = f-1(y) với D(f-1) = R(f), do đó 
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Ví dụ 3.1.2.4. Tính đạo hàm của hàm số y = f(x) được cho dưới dạng tham số 
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Ví dụ 3.1.2.5. Giả sử hàm số y = y(x) thỏa mãn biểu thức arctany – y + x = 0, tính đạo hàm '

xy  

Đạo hàm hai vế biểu thức arctany – y + x = 0 theo x khi xem y là hàm của đối số x ta được 
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3.1.3. Các định lý giá trị trung bình 

Định lý 3.1.3.1. (Định lý Fermat) Nếu hàm số y = f(x) có D(f) = (a,b) và R(f) = R [f: (a,b)R] 

đạt cực trị và khả vi tại điểm c(a,b) thì f’(c) = 0. 

Chứng minh 

Theo giả thiết f(x) khả vi tại điểm x = c tức là tồn tại f’(c), f’(c-0), f’(c+0) và f’(c-0) = f’(c+0) = 

f’(c), tức là tồn tại giới hạn ).0c('f)0c('f)c('f
x

)c(f)xc(f
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Mặt khác, nếu c là điểm cực đại của hàm f(x) trong (a,b), tức là f(c)  f(x) với x(a,b) nên 

 














































0
x

)c(f)xc(f
lim)0c('f

0
x

)c(f)xc(f
lim)0c('f

0xkhi0
x

)c(f)xc(f

0xkhi0
x

)c(f)xc(f

00x

00x

 

Suy ra f’(c–0) = f’(c+0) = 0, do đó f’(c) = 0. 

Lập luận hoàn toàn tương tự, nếu x = c là điểm cực tiểu. 
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Định lý 3.1.3.2. (Định lý Rolle) Giả sử hàm số y = f(x) xác định, liên tục trên [a,b] và khả vi 

trong (a,b); khi đó nếu f(a) = f(b) thì tồn tại điểm c(a,b) sao cho f’(c) = 0. 

Chứng minh 

Vì f(x) liên tục trên [a,b] nên theo định lý 2.3.2.1. thì f(x) đạt một giá trị bé nhất m và một giá trị 

lớn nhất M. Có thể có hai trường hợp: 

Trường hợp 1. m = M, khi đó vì m  f(x)  M nên f(x) = m = M, nghĩa là hàm số f(x) không đổi 

trên [a,b], tức là f’(x) = 0 với x[a,b] do đó ta có thể lấy c là một điểm bất kỳ trên [a,b] thì f’(c) = 0. 

Trường hợp 2. m ≠ M, trong trường hợp này ít nhất một trong hai điểm cực đại hoặc cực tiểu 

không thể trùng với điểm a hoặc điểm b được, vì nếu như vậy thì lại quay về trường hợp 1 do có giả 

thiết là f(a) = f(b). Suy ra, ít nhất một trong hai điểm cực đại hoặc cực tiểu đạt được tại điểm c(a,b), 

và như vậy, theo định lý Fermat thì f’(c) = 0. 

Định lý 3.1.3.3. Định lý về số gia hữu hạn (Định lý Lagrange) Giả sử hàm số y = f(x) xác định, 

liên tục trên [a,b] và khả vi trong (a,b); khi đó tồn tại điểm c(a,b) sao cho ).c('f
ba

)b(f)a(f





 

Chứng minh 

Xét hàm số ),ax(
ba

)b(f)a(f
)x(f)a(f)x(h 




  theo giả thiết, hàm số f(x)C[a,b] và khả vi 

trong (a,b) nên hàm số h(x) C[a,b] và khả vi trong (a,b). 

Mặt khác



























0)a(f)b(f)b(f)a(f)ab(
ba

)b(f)a(f
)b(f)a(f)b(h

00.
ba

)b(f)a(f
0)aa(

ba

)b(f)a(f
)a(f)a(f)a(h

   h(a) = h(b). 

Như vậy, hàm số h(x) hoàn toàn thỏa mãn các điều kiện của định lý Rolle nên áp dụng định lý 

Rolle đối với hàm số h(x) thì c(a,b) sao cho 

h’(c) = 0 )c('f
ba

)b(f)a(f
0

ba

)b(f)a(f
)c('f)c('h 









 . 

Định lý 3.1.3.4. (Định lý Cauchy) Giả sử các hàm số f(x), g(x) xác định, liên tục trên [a,b], khả 

vi trong (a,b), g’(x) ≠ 0 với mọi x(a,b) và g(a) ≠ g(b); khi đó tồn tại điểm c(a,b) sao cho 

.
)c('g

)c('f

)b(g)a(g

)b(f)a(f





 

Chứng minh 

Xét hàm số  ,)a(g)x(g
)a(g)b(g

)a(f)b(f
)x(f)a(f)x(h 




 theo giả thiết, các hàm số f(x), g(x) 

C[a,b] và khả vi trong (a,b) và g(a) ≠ g(b) nên hàm số h(x) C[a,b] và khả vi trong (a,b). 

Mặt khác

 

 





























0)a(f)b(f)b(f)a(f)a(g)b(g
)a(g)b(g

)a(f)b(f
)b(f)a(f)b(h

00.
)a(g)b(g

)a(f)b(f
0)a(g)a(g

)a(g)b(g

)a(f)b(f
)a(f)a(f)a(h

   

 h(a) = h(b). 

Như vậy, hàm số h(x) hoàn toàn thỏa mãn các điều kiện của định lý Rolle nên áp dụng định lý 

Rolle đối với hàm số h(x) thì c(a,b) sao cho 

h’(c) = 0 
)c('g

)c('f

)b(g)a(g

)b(f)a(f
0)c('g

)a(g)b(g

)a(f)b(f
)c('f)c('h 









 . 
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Nhận xét.  

(1) Nếu f(a) = f(b) thì công thức )c('f
ba

)b(f)a(f





trở thành f’(c) = 0, nghĩa là định lý Rolle là 

trường hợp riêng của định lý Lagrange. 

 (2) Nếu g(x) = x thì công thức 
)c('g

)c('f

)b(g)a(g

)b(f)a(f





trở thành ),c('f

ba

)b(f)a(f





 nghĩa là định lý 

Lagrange là trường hợp riêng của định lý Cauchy. 

3.2. Đạo hàm cấp cao 

3.2.1. Định nghĩa đạo hàm cấp cao 

Cho hàm số f(x) xác định, liên tục trên [a,b] và khả vi tại mọi điểm x(a,b), khi đó f’(x) được 

gọi là đạo hàm cấp 1 của hàm số f(x) và ngoài ký hiệu như trên còn được ký hiệu là f(1)(x) . Nếu hàm 

số f’(x) khả vi tại mọi điểm x(a,b) thì đạo hàm cấp 1 của f’(x) được gọi là đạo hàm cấp 2 của hàm số 

f’(x) và được ký hiệu là f”(x) hay f(2)(x)… Tổng quát: Nếu hàm số f(n-1)(x), được gọi là đạo hàm cấp n–

1 của hàm số f(x), khả vi tại mọi điểm x(a,b) thì đạo hàm cấp 1 của f(n-1)(x), được gọi là đạo hàm cấp 

n của hàm số f(x), tức là f(n)(x) = [f(n-1)(x)]’. 

Ví dụ. Tìm đạo hàm cấp n của các hàm số sau đây, mà sau này được sử dụng như là công thức 

đạo hàm cấp n cơ bản. 

(a) f(x) = xa (aR) 

- Đạo hàm cấp 1 của f(x) là f’(x) = axa-1 

- Đạo hàm cấp 2 của f(x) là f”(x) = [f’(x)]’ = (axa-1) = a(a – 1)xa-2 

- Dự đoán đạo hàm cấp n của f(x) là f(n)(x) = a(a – 1)(a – 2)…(a – n + 1)xa-n 

Chứng minh dự đoán trên bằng phương pháp quy nạp toán học 

- Khi n = 1 công thức đúng 

- Giả sử công thức đúng với n, tức là ta có f(n)(x) = a(a – 1)(a – 2)…(a – n + 1)xa-n 

- Ta phải chứng minh công thức đúng với n + 1, thật vậy: theo định nghĩa thì f(n+1)(x) = [f(n)(x)]’ 

hay f(n+1)(x) = [a(a – 1)(a – 2)…(a – n + 1)xa-n]’ = a(a – 1)(a – 2)…(a – n + 1)(a – n)xa-n-1 = 

a(a – 1)(a – 2)…(a – n + 1)[a – (n+1) + 1]xa-(n+1) (đpcm) 

Đặc biệt, khi a = mN* thì  


















mnkhi0

mnkhi!n

mnkhix)1nm)...(1m(m

x

nm

)n(m  

(b) f(x) = ax  f(n)(x) = (ax)(n) = axlnnn. Đặc biệt, khi a = e thì (ex)(n) = ex 

(c) f(x) = sinx, ta thấy 















xsin)x(f,xcos)x(f

xsin)x(f,xcos)x(f

xsin)x("f,xcos)x(f

)6()5(

)4()3(

)1(

 

Dự đoán đạo hàm cấp n của f(x) = sinx là  









k2nkhixsin)1(

1k2nkhixcos)1(
xsin

k

k
)n(

 

Chứng minh bằng phương pháp quy nạp toán học 

- Khi n = 1, tương ứng với k = 0 thì (sinx)(1) = (-1)0cosx = cosx; còn khi n = 2, tương ứng với k = 

1 thì (sinx)(2) = (-1)1sinx = - sinx; công thức trên đúng. 

- Giả sử công thức trên đúng với n, tức là ta có  









k2nkhixsin)1(

1k2nkhixcos)1(
xsin

k

k
)n(
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- Ta phải chứng minh công thức trên đúng với n+1, thật vậy 

+ Với n = 2k+1 thì n+1 = (2k+1)+1 = 2(k+1), theo định nghĩa thì (sinx)(n+1) = [(sinx)(n)]’ = 

[(-1)kcosx]’ = (-1)k(-1)sinx = (-1)k+1sinx = (sinx)(n+1); 

+ Với n = 2k thì n+1 = 2k+1, theo định nghĩa ta có (sinx)(n+1) = [(sinx)(n)]’ = [(-1)ksinx]’ = 

(-1)kcosx = (sinx)(n+1) (đpcm). 

Cách khác: 

- Đạo hàm cấp 1 của f(x) = sinx là 






 


2
xsinxcos)x(sin)x(f )1()1(  

- Đạo hàm cấp 2 của f(x) = sinx là 

  






 








 











 
















 


2
.2xsin

22
xsin

2
xcox

2
xsin)x(f)x(f

)1(
)1()1()2(  

- Đạo hàm cấp 3 của f(x) = sinx là 

  






 








 











 
















 


2
.3xsin

22
.2xsin

2
.2xcox

2
.2xsin)x(f)x(f

)1(
)1()2()3(  

- Dự đoán đạo hàm cấp n của f(x) = sinx là 






 


2
.nxsin)x(f )n(  

Chứng minh bằng phương pháp quy nạp toán học 

- Khi n = 1 thì xcos
2

xsin)x(sin)x(f )1()1( 






 
 , công thức trên đúng. 

- Giả sử công thức trên đúng với n, tức là ta có 






 


2
.nxsin)x(f )n( . 

- Ta phải chứng minh công thức trên đúng với n+1, thật vậy, theo định nghĩa thì 

  






 








 








 
















 


2
.nxcos.1

2
.nxcos

2
.nx

2
.nxsin)x(f)x(f

)1()1(
)1()n()1n(  








 








 







 








 


2
).1n(xsin

22
.nxsin

2
.nxcos  (đpcm). 

Tóm lại  















 


1k2nkhixcos)1(

k2nkhixsin)1(

2
.nxsinxsin

k

k
)n(

 

(d) f(x) = cosx, coi như bài tập, sinh viên tự chứng minh 

 















 


 1k2nkhixsin)1(

k2nkhixcos)1(

2
.nxcosxcos

1k

k
)n(

 

(e) 
x1

1
)x(f


  với x ≠ -1 

Ta viết f(x) dưới dạng tương đương 1)x1()x(f   

- Đạo hàm cấp 1 của f(x) là 

 
2

211)1(1)1(

)x1(

1
.1).1(1.)x1)(1()'x1()x1)(1()x1()x(f


   

- Đạo hàm cấp 2 của f(x) là 

 
3

2312)1(2)2(

)x1(

1
!.2.)1(1.)x1.(2.1).1).(1()'x1()x1).(2.(1).1()x1.(1).1()x(f


   

- Dự đoán 
1n

n)n(

)x1(

!n
)1()x(f
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Chứng minh bằng phương pháp quy nạp toán học 

- Khi n = 1 thì 
2

1

11

1)1(

)x1(

1
)1(

)x1(

!1
)1()x(f








, công thức trên đúng. 

- Giả sử công thức trên đúng với n, tức là ta có 
1n

n)n(

)x1(

!n
)1()x(f


 . 

- Ta phải chứng minh công thức trên đúng với n+1, thật vậy, theo định nghĩa thì 

    









 



 )1()1n(n

)1(

1n

n)1()n()1n( )x1!.(n.)1(
)x1(

!n
)1()x(f)x(f  

 
1)1n(

1n1)1n(1n1)1n(n

)x1(

)!1n(
)1()x1)!.(1n()1()'x1()x1()1n(!.n.)1(








 (đpcm) 

(f) 
x1

1
)x(f


  với x ≠ 1, coi như bài tập, sinh viên tự chứng minh 

1n

)n(

)x1(

!n
)x(f


  

(g) 
2x1

1
)x(f


  với x ≠ 1 

Ta biến đổi f(x) thành dạng đơn giản hơn 












x1

b

x1

a

)x1)(x1(

1

x1

1
)x(f

2
 

2

1
ba

1ba

0ba

)x1)(x1(

)ba(x)ba(

)x1)(x1(

)x1(b)x1(a



















, do đó 




















































)n()n(

n

2 x1

1

x1

1

2

1
)x(f

x1

1

x1

1

2

1

x1

1
)x(f  

Do đó, từ kết quả của các ví dụ (f), (g) suy ra 
















 1n1n

n
)n(

)x1(

1

)x1(

)1(

2

!n
)x(f  

(h) f(x) = lnx với x > 0 

- Đạo hàm cấp 1 của f(x) là 
x

1
)'x(ln)x(f )1(   

- Đạo hàm cấp 2 của f(x) là  
2

1

2

)1(
)1(()1()2(

x

1
.)1(

x

1
).1(

x

1
)x(f)x(f 








  

- Đạo hàm cấp 3 của f(x) là  
3

2

3

)1(

2

1)1(()2()3(

x

1
!.2.)1(

x

1
).2).(1(

x

1
.)1()x(f)x(f 








  

- Dự đoán đạo hàm cấp n của f(x) là 
n

1n
)n(

x

)!1n()1(
)x(f






 

Chứng minh bằng phương pháp quy nạp toán học 

- Khi n = 1 thì 
x

1

x

!0)1(

x

)!11()1(
)x(f

0

1

11
)1( 









, công thức trên đúng. 

- Giả sử công thức trên đúng với n, tức là ta có 
n

1n
)n(

x

)!1n()1(
)x(f






. 

- Ta phải chứng minh công thức trên đúng với n+1, thật vậy, theo định nghĩa thì 

 
1n

n

1n

1n
)1(

n

1n
)1()n()1n(

x

!n)1(

x

)n)!.(1n()1(

x

)!1n()1(
)x(f)x(f




 











 
  (đpcm) 

3.2.2. Công thức Leibniz 

Quy tắc tính đạo hàm (1) của Định lý 3.1.2.1. được tổng quát hóa và chứng minh một cách đơn 

giản [f(x) + g(x)](n) = f(n)(x) + g(n)(x), còn quy tắc (2) cũng của định lý này được tổng quát hóa như sau 

và được gọi là Công thức Leibniz. 
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Giả sử các hàm số f(x), g(x) xác định, liên tục trên [a,b] và tồn tại các đạo hàm f(k)(x), g(k)(x) (1 

 k  n) tại mọi điểm x(a,b), khi đó các hàm số f(x).g(x) cũng tồn tại đạo hàm đến cấp n tại mọi 

điểm x(a,b) và được xác định như sau:   



n

0k

)k()kn(k

n

)n(
)x(g).x(fC)x(g).x(f với quy ước f(0)(x) = f(x) 

và g(0)(x) = g(x). 

Chứng minh. Dùng phương pháp quy nạp toán học 

- Khi n = 1, công thức Leibniz trở thành 

  )x('g).x(f)x(g).x('f)x(g).x(fC)x(g).x(fC)x(g).x(fC)x(g).x(f )1()0(1

1

)0()1(0

1

1

0k

)k()k1(k

1

'




  

là đẳng thức đúng. 

- Giả sử công thức Leibniz đúng với n, tức là ta có   



n

0k

)k()kn(k

n

)n(
)x(g).x(fC)x(g).x(f  

- Ta phải chứng minh công thức đúng với n + 1, thật vậy, theo định nghĩa thì 

       







 








n

0k

)1()k()kn(k

n

)1(
n

0k

)k()kn(k

n

)1()n()1n(
)x(g).x(fC)x(g).x(fC)x(g).x(f)x(g).x(f

 



n

0k

)1k()kn()k()1kn(k

n )x(g).x(f)x(g).x(fC  

     )x(g).x(f)x(g).x(fC)x(g).x(f)x(g).x(fC )2()1n()1()n(1

n

)1()n()0()1n(0

n
 

      ...)x(g).x(f)x(g).x(fC)x(g).x(f)x(g).x(fC )4()3n()3()2n(3

n

)3()2n()2()1n(2

n
 

     )x(g).x(f)x(g).x(fC)x(g).x(f)x(g).x(fC... )1n()0()n()1(n

n

)n()1()1n()2(1n

n
 

  ...)x(g).x(f)CC()x(g).x(f)CC()x(g).x(f)CC()x(g).x(fC )3()2n(3

n

2

n

)2()1n(2

n

1

n

)1()n(1

n

0

n

)0()1n(0

n
 

  )x(g).x(fC)x(g).x(f)CC()x(g).x(f)CC(... )1n()0(n

n

)n()1(n

n

1n

n

)1n()2(1n

n

2n

n
 

 









 ...)x(g).x(fC)x(g).x(fC)x(g).x(fC)x(g).x(fC )3()2n(3

1n

)2()1n(2

1n

)1()n(1

1n

)0()1n(0

1n
 
















 
1n

0k

)k()k1n(k

1n

)1n()0(1n

1n

)n()1(n

1n

)1n()2(1n

1n )x(g).x(fC)x(g).x(fC)x(g).x(fC)x(g).x(f)C...  (đpcm) 

vì 0

1n

0

n C1C  , 1k

1n

1k

n

k

n CCC 



   (1  k  n) và 1n

1n

n

n C1C 

  

Ví dụ. Tìm đạo hàm cấp n của hàm số f(x) = x3sinx 

Nếu đặt u(x) = x3 và v(x) = sinx thì f(n)(x) = [x3sinx](n) = [u(x).v(x)](n) = [v(x).u(x)](n), áp dụng 

Công thức Leibniz ta được   



n

0k

)k()kn(k

n

)n(
)x(u).x(vC)x(v).x(v . 

Ta thấy u’(x) = 3x2, u”(x) = 6x, u(3)(x) = 6, u(k)(x) = 0 với k  4 nên 

   







3

0k

)k()kn(k

n

n

0k

)k()kn(k

n

)n(
)x(u).x(vC)x(u).x(vC)x(f  

  6).x(vCx6).x(vCx3).x(vCx).x(vC )3n(3

n

)2n(2

n

2)1n(1

n

3)n(0

n  

)x(v).2n)(1n(n)x(v.x)1n(n3)x(v.nx3)x(v.x )3n()2n()1n(2)n(3    

trong đó ,
2

.nxsin)x(v )n(







 
 ,

2
.nxcos

2
).1n(xsin)x(v )1n(








 








 
  








 








 


2
.nxsin

2
).2n(xsin)x(v )2n( và 







 








 


2
.nxcos

2
).3n(xsin)x(v )3n(  
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2

nx
xcos)2n)(1n(x3n

2

nx
xsin)1n(n3xx)x(f 22)n(

 

3.2.3. Công thức Taylor, các khai triển cơ bản 

Cho hàm số f(x) xác định, liên tục trên [a,b] và tồn tại đạo hàm tại mọi điểm x(a,b) đến cấp 

(n+1) trong (a,b), hãy tìm một đa thức Pn(x) bậc n sao cho với c(a,b) thì f(c) = Pn(c), )c(P)c(f )k(

n

)k(   

(1  k  n). 

Muốn vậy, ta sẽ tìm Pn(x) dưới dạng Pn(x) = a0 + a1(x-c) + a2(x-c)2 + … + an(x-c)n và thỏa mãn 

các điều kiện trên. 

- Thay x = c vào Pn(x) ta được Pn(c) = a0 

- Thay x = c vào 1n

n21

)1(

n )cx(na...)cx(a2a)x(P  ta được 
1

)1(

n a!1)c(P   

- Thay x = c vào 2n

n32

)2(

n )cx(a)1n(n...)cx(a2.3a2)x(P  ta được 
2

)2(

n a!2)c(P   

… 

- Thay x = c vào 



n

1ki

ki

ik

)k(

n )cx(a)1ki)...(1i(ia!k)x(P ta được k

)k(

n a!k)c(P   

- Thay x = c vào 
n

)n(

n a!n)x(P  ta được n

)n(

n a!n)c(P   

Từ các đẳng thức trên cùng với yêu cầu đối với hàm số f(x) và đa thức Pn(x) suy ra a0 = f(c), 

!k

)c(f
a

)k(

k   (1  k  n). 

Như vậy, đa thức cần tìm là k
n

0k

)k(

n )cx(
!k

)c(f
)x(P 



 

Bây giờ ta đặt Rn(x) = f(x) – Pn(x), bằng cách áp dụng định lý Cauchy, ta chứng minh được 

1n
)1n(

n )cx(
)!1n(

)c(f
)x(R 






  với c  là một số nằm giữa x và c. 

Như vậy, ta có 
1n

)1n(
k

n

0k

)k(

n

k
n

0k

)k(

)cx(
)!1n(

)c(f
)cx(

!k

)c(f
)x(R)cx(

!k

)c(f
)x(f 
















   với c  

là một số nằm giữa x và c, được gọi là công thức Taylor hay là khai triển Taylor của hàm f(x) tại điểm 

x = c. 

Khi c = 0 thì khai triển Taylor được gọi là khai triển Mac Laurin 

1n
)1n(

k
n

0k

)k(

x.
)!1n(

)x(f
x.

!k

)0(f
)x(f 



 


  với 0 <  < 1 

Các khai triển Mac Laurin của một số hàm sơ cấp (nN*) 

...x
!n

)1n)...(1(
...x

!k

)1k)...(1(
...x

!2

)1(
x

!1
1)x1( nk2 











   

nk2
n

0k

kk

n

n x...x
!k

)1kn)...(1n(n
...x

!2

)1n(n
x

!1

n
1xC)x1( 





 



 

nnkk2
n

0k

kk

n

kn x)1(...x
!k

)1kn)...(1n(n
)1(...x

!2

)1n(n
x

!1

n
1xC)1()x1( 





 



 

1n

1n

1nnn2 x
)x1(

1
)1(x)1(...xx1

x1

1 









(0 <  < 1) 
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1n

1n

n2 x
)x1(

1
x...xx1

x1

1 





(0 <  < 1) 

1n

1n

n
n

1n
2

x
)x1(

1
.

1n

1
)1(

n

x
)1(...

2

x
x)x1ln( 






 (0 <  < 1) 

1n

1n

n2

x
)x1(

1
.

1n

1

n

x
...

2

x
x)x1ln( 


 (0 <  < 1) 

1n
xn2

x x
)!1n(

e

!n

x
...

!2

x

!1

x
1e 




 (0 <  < 1) 

xsin
)!n2(

x
)1(

)!1n2(

x
)1(...

!5

x

!3

x
xxsin

n2
n

1n2
1n

53







 (0 <  < 1) 

xcos
)!1n2(

x
)1(

)!n2(

x
)1(...

!4

x

!2

x
1xcos

1n2
1n

n2
n

42







 (0 <  < 1) 

3.3. Định lý L’Hospitale 

Định lý 3.3.1. Giả sử các hàm số f(x), g(x) thỏa mãn các điều kiện 

(1) ,0)x(flim
ax




 0)x(glim
ax




(a có thể hữu hạn hoặc vô cùng) 

(2) Các hàm số f(x), g(x) khả vi trong lân cận nào đó của điểm x = a và g(x) ≠ 0 trong lân cận 

đó, có thể trừ ra chính điểm x = a 

(3) Tồn tại giới hạn (hữu hạn hoặc vô cùng) 
)x('g

)x('f
lim

ax
 

Khi đó 
)x('g

)x('f
lim

)x(g

)x(f
lim

axax 
  

Nhận xét 3.3.1. Định lý 3.3.1. cho khả năng tìm giới hạn của biểu thức có dạng vô định
0

0
 

Ví dụ 3.3.1. Tìm các giới hạn (a)
 )xx2cos(ln

)x3sin(
lim

2

2

0x 
, (b)
















2

x

x

1
1ln

xarctan
2lim  

Bài giải 

(a) Ta thấy f(x) = sin(3x2)0 và g(x) = ln[cos(2x2 – x)]0 khi x0, nên biểu thức của giới hạn 

cần tìm có dạng vô định 
0

0
 và các hàm số f(x), g(x) là các hàm sơ cấp nên khả vi trong miền xác định 

tương ứng của nó; mặt khác ta có 
















xx2

)xx2tan(
)xx2)(1x4(

)x3cos(x
lim6

)xx2tan()1x4(

)x3cos(x6
lim

)x('g

)x('f
lim

2

2
2

2

0x2

2

0x0x
 


















xx2

)xx2tan(
)1x2)(1x4(

)x3cos(
lim6

xx2

)xx2tan(
.

x

xx2
).1x4(

x

)x3cos(x

lim6

2

2

2

0x

2

22

2

0x
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6
1).10.2)(10.4(

1
.6

xx2

)xx2tan(
lim)1xlim2)(1xlim4(

)x3cos(lim
.6

2

2

0xx20x0x

2

0x3

2

2















  

 
6

)x('g

)x('f
lim

)xx2cos(ln

)x3sin(
lim

0x2

2

0x






 

(b) Ta thấy 0xarctan
2

)x(f 


  và 0
x

1
1ln)x(g

2









  khi x+, nên biểu thức của giới 

hạn cần tìm có dạng vô định 
0

0
 và các hàm số f(x), g(x) là các hàm sơ cấp nên khả vi trong miền xác 

định tương ứng của nó; mặt khác ta có 

















 2

x
lim

x

2
.

x

1
1

1
x1

1

lim
)x('g

)x('f
lim

x

3

2

2

xx
 

















 )x('g

)x('f
lim

x

1
1ln

xarctan
2lim

0x

2

x
 

Định lý 3.3.2. Giả sử các hàm số f(x), g(x) thỏa mãn các điều kiện 

(1) ,)x(flim
ax




 


)x(glim
ax

(a có thể hữu hạn hoặc vô cùng) 

(2) Các hàm số f(x), g(x) khả vi trong lân cận nào đó của điểm x = a và g(x) ≠ 0 trong lân cận 

đó, có thể trừ ra chính điểm x = a 

(3) Tồn tại giới hạn (hữu hạn hoặc vô cùng) 
)x('g

)x('f
lim

ax
 

Khi đó 
)x('g

)x('f
lim

)x(g

)x(f
lim

axax 
  

Nhận xét 3.3.2. Định lý 3.3.2. cho khả năng tìm giới hạn của biểu thức có dạng vô định



. 

Ví dụ 3.3.2. 

Tìm các giới hạn (a)
ax x

xln
lim


với a > 0, (b)

x

m

x a

x
lim


với mN và a > 1,  (c)

)xcos1ln(

)xln(sin
lim

0x 
 

Bài giải 

(a) Ta thấy f(x) = lnx+ và g(x) = xa+ khi x+, nên biểu thức của giới hạn cần tìm có 

dạng vô định 



 và các hàm số f(x), g(x) là các hàm sơ cấp nên khả vi trong miền xác định tương ứng 

của nó; mặt khác ta có 

0
)x('g

)x('f
lim

x

xln
lim0

x

1
lim

a

1

ax

1
lim

ax

x

1

lim
)x('g

)x('f
lim

xaxaxax1axx



 

(b) Giới hạn cần tìm có dạng vô định 



 

00.
aln

!m

a

1
lim

aln

!m

alna

!m
lim...

alna

x)1m(m
lim

alna

mx
lim

a

x
lim

mxxmmxx

)'L()'L(

2x

2m

x

)'L(

x

1m

x

)'L(

x

m

x
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(c) Biểu thức cần tìm giới hạn có dạng vô định 



 



















 

2

2

0x20x0x

)'L(

0x

2

x
cos

2

x
sin2

2

x
sin2.xcos

lim
xsin

)xcos1(xcos
lim

xcos1

xsin
xsin

xcos

lim
)xcos1ln(

)xln(sin
lim  

2

1

1

1
.

2

1

2

x
coslim

xcoslim

2

1

2

x
cos2

xcos
lim

0
2

x

0x

20x







 

Nhận xét 3.3.3.  

(1) Nội dung của các Định lý 3.3.1., 3.3.2. tương tự nhau, chỉ khác nhau điều kiện (1), nên ta có 

thể phát biểu thành một định lý như sau: Nếu khi xa (hoặc x) các hàm số f(x), g(x) cùng có giới 

hạn bằng 0 hoặc bằng , tức là 
)x(g

)x(f
lim

ax
có dạng vô định 

0

0
 hoặc 




, thì 

)x('g

)x('f
lim

)x(g

)x(f
lim

axax 
  nếu 

giới hạn ở vế trái đẳng thức trên tồn tại (hữu hạn hoặc vô cùng). 

(2) Nếu phải tìm giới hạn của biểu thức có dạng vô định 0., tức là tìm )x(g).x(flim
ax

 

với 0)x(flim
ax




 và 


)x(glim
ax

thì biến đổi tích f(x).g(x) thành 
)x(g1

)x(f
dạng vô định 

0

0
, hoặc 

)x(f1

)x(g
 

dạng vô định 



, để có thể sử dụng được Định lý L’Hospitale. 

(3) Nếu phải tìm giới hạn của biểu thức có dạng vô định  - , tức là tìm  )x(g)x(flim
ax




 

với 


)x(flim
ax

 và 


)x(glim
ax

thì biến đổi tích f(x) - g(x) thành dạng tích như sau 

hoặc là 









)x(f

1

)x(g

1
)x(g).x(f)x(g)x(f , hoặc là 










)x(f

)x(g
1)x(f)x(g)x(f , hoặc là 









 1

)x(g

)x(f
)x(g)x(g)x(f  đều có khả năng có dạng vô định 0., sau đó sử dụng Nhận xét 3.3.3.(2) 

để có thể sử dụng được Định lý L’Hospitale. 

(4) Nếu phải tìm giới hạn của biểu thức có dạng vô định 00, 0, 1, tức là phải tìm giới hạn của 

biểu thức f(x)g(x) thì ta dùng phép biến đổi f(x)g(x) = eg(x).lnf(x) và do tính liên tục của hàm số mũ ta được 
)x(fln).x(glim

)x(fln).x(g

ax

)x(g

ax

axeelim)x(flim 


. Sau đó, sử dụng Nhận xét 3.3.3.(2) đối với giới hạn 

)x(fln).x(glim
ax

 để có thể sử dụng được Định lý L’Hospitale. 

(5) Mặc dù Định lý L’Hospitale hay còn được gọi là Quy tắc L’Hospitale là một công cụ mạnh 

để tìm giới hạn nhưng nó không phải là một công cụ vạn năng, nghĩa là nó không thể thay thế toàn bộ 

các phương pháp tìm giới hạn khác. 

Ví dụ 3.3.3. Tìm giới hạn xtan
2

xlim

2
x








 





 

Bài giải 

Biểu thức cần tìm giới hạn có dạng vô định 0. nên theo Nhận xét 3.3.3.(2) ta biến đổi biểu thức 

đã cho và tìm giới hạn của nó như sau 
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xsinlim
xsin1

1
lim

)'x(cot

'
2

x

lim
xcot

2
x

limxtan
2

xlim 2

2
x

2

2
x

2
x
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2
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11xsinlim 2

2

2
x




















 

Ví dụ 3.3.4. Tìm giới hạn 











 1x

1

xln

1
lim

1x
 

Bài giải 

Biểu thức cần tìm giới hạn có dạng vô định  -  nên theo Nhận xét 3.3.3.(3) ta biến đổi biểu 

thức đã cho và tìm giới hạn của nó như sau 

 
 


























 'xln)1x(

)'xln1x(
lim
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1
lim
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lim
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 11xln
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1
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20

1

2xlnlim

1
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Ví dụ 3.3.5. Tìm các giới hạn (a) xln21

6

00x
xlim 


, (b)   xln

1

2

x
1xxlim 


, (c) x2tan

4
x

xtanlim




 

Bài giải 

(a) Biểu thức cần tìm giới hạn có dạng vô định 00 nên theo Nhận xét 3.3.3.(4) ta biến đổi biểu 

thức đã cho và tìm giới hạn của nó như sau 

xln21

xln
lim6xln.

xln21

6
lim

xln21

6

00x

00x00x eexlim




  , ta có 



  )'xln21(

)'x(ln
lim6

xln21

xln
lim6

00x

)'L(

00x
 

3
2

1
.6

2

1
lim6

x

1
.2

x

1

lim6
00x00x




3xln21

6

00x
exlim  


 

(b) Biểu thức cần tìm giới hạn có dạng vô định 0 nên theo Nhận xét 3.3.3.(4) ta biến đổi biểu 

thức đã cho và tìm giới hạn của nó như sau 

  xln

1xxln

lim
xln

1xxln

x

1xxln
xln

1

x
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2

x

2

2
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ta có
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  ee1xxlim1
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1
lim1
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x

1
1

1
lim

x

1x

x

x

lim 1xln

1

2

x

2x2
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(c) Biểu thức cần tìm giới hạn có dạng vô định 1 nên theo Nhận xét 3.3.3.(4) ta biến đổi biểu 

thức đã cho và tìm giới hạn của nó như sau 
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)xln(tanx2tanlim

)xln(tanx2tan

4
x
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4
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4
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eelimxtanlim












 

ta có
 

1x2sinlim
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Ví dụ 3.3.6. Chứng minh rằng các giới hạn (a)
xsin

x

1
sinx

lim

2

0x
, (b)

xsinx

xsinx
lim

x 




 không thể tìm 

được bằng Quy tắc L’Hospitale, trong khi các giới hạn này có thể tìm được bằng phương pháp khác. 

Bài giải 

(a) Ta thấy 0
x

1
sinx)x(f 2   khi x0 vì 1

x

1
sin  , g(x) = sinx0 khi x0; nên biểu thức 

cần tìm giới hạn 
xsin

x

1
sinx

)x(g

)x(f
2

  có dạng vô định 
0

0
. 

Ta thấy 
xcos

x

1
cos

x

1
sinx2

lim
)'x(sin

'
x

1
sinx

lim
0x

2

0x















 không tồn tại vì 

x

1
coslim

0x
 không tồn tại, điều 

kiện (3) của Quy tắc L’Hospitale không thỏa mãn, nên không thể tìm 
xsin

x

1
sinx

lim

2

0x
 bằng Quy tắc này. 

Ta tìm giới hạn này bằng cách khác 

0
1

0

x

xsin
lim

x

1
sinxlim

x

xsin
x

1
sinx

lim
xsin

x

1
sinx

lim

0x

0x

0x

2

0x


















 vì 1

x

1
sin  . 

(b) Ta thấy f(x) = x – sinx   và g(x) = x + sinx   khi x  +; nên biểu thức cần tìm giới 

hạn 
xsinx

xsinx

)x(g

)x(f




  có dạng vô định 




. 

Ta thấy 
 

2

x
tanlim

xcos1

xcos1
lim

)'xsinx(

'xsinx
lim 2

xxx 










 không tồn tại, điều kiện (3) của Quy tắc 

L’Hospitale không thỏa mãn, nên không thể tìm 
xsinx

xsinx
lim

x 




 bằng Quy tắc này. 

Ta tìm giới hạn này bằng cách khác 

1
01

01

x

xsin
lim1

x

xsin
lim1

x

xsin
1

x

xsin
1

lim

x

xsinx
x

xsinx

lim
xsinx

xsinx
lim

x

x

xxx
































 vì |sinx|  1. 

3.4. Ứng dụng đạo hàm để khảo sát sự biến thiên của hàm số 

Định nghĩa 3.4.1. Hàm số y = f(x) xác định trong khoảng I được gọi là lồi nếu với aI, bI 

và với t[0,1] luôn có tf(a) + (1 – t)f(b)  f[ta + (1 – t)b]. 

Xem ý nghĩa hình học của hàm số lồi trong Học liệu tham khảo bắt buộc [1]. 
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Định nghĩa 3.4.2. Hàm số y = f(x) xác định trong khoảng I được gọi là lõm nếu với aI, bI 

và với t[0,1] luôn có tf(a) + (1 – t)f(b)  f[ta + (1 – t)b]. 

Xem ý nghĩa hình học của hàm số lõm trong Học liệu tham khảo bắt buộc [1]. 

Việc ứng dụng đạo hàm để khảo sát sự biến thiên của hàm số dựa trên các định lý sau đây. 

Định lý 3.4.1. Giả sử hàm số y = f(x) xác định, liên tục trên [a,b] và khả vi trong (a,b). Khi đó: 

(1) Điều kiện cần và đủ để hàm số f(x) đơn điệu tăng (giảm) trên [a,b] là f’(x)  0 [f’(x)  0] với 

x(a,b). 

(2) Nếu f’(x)  0 [f’(x)  0] với x(a,b) và nếu f’(x) > 0 [f’(x) < 0] tại ít nhất một điểm 

x(a,b) thì f(b) > f(a) [f(b) < f(a)]. 

Định lý 3.4.2. Giả sử hàm số y = f(x) xác định, liên tục trên [a,b] và khả vi trong (a,b) (có thể trừ 

ra một số hữu hạn điểm); giả sử c(a,b) tức là a < c < b (có thể tại x = c hàm số f(x) không khả vi). 

(1) Nếu khi x đi qua x = c (từ trái sang phải) mà f’(x) đổi dấu từ dương (+) sang âm (-) thì f(x) 

đạt cực đại tại đó. 

(2) Nếu khi x đi qua x = c (từ trái sang phải) mà f’(x) đổi dấu từ dương (-) sang âm (+) thì f(x) 

đạt cực tiểu tại đó. 

(3) Nếu khi x đi qua x = c mà f’(x) không đổi dấu thì f(x) không đạt cực trị (cực đại hoặc cực 

tiểu) tại điểm đó. 

Định lý 3.4.3. Giả sử hàm số y = f(x) xác định, liên tục trong khoảng I nào đó và giả sử hàm số 

f(x) có đạo hàm cấp 2 f”(x) > 0 trong I. Khi đó, với a < b, aI và bI; hàm số f(x) lồi trong [a,b]. 

Định lý 3.4.4. Giả sử hàm số y = f(x) xác định, liên tục trong khoảng I nào đó và giả sử hàm số 

f(x) có đạo hàm cấp 2 f”(x) < 0 trong I. Khi đó, với a < b, aI và bI; hàm số f(x) lõm trong [a,b]. 

Việc khảo sát sự biến thiên của hàm số y = f(x) thường được thực hiện theo trình tự như sau: 

(1) Xác định D(f) 

(2) Xác định tính chẵn, lẻ và tuần hoàn của hàm số 

(3) Tìm f’(x), tìm khoảng đơn điệu tăng, giảm 

(4) Xác định các điểm cực đại, cực tiểu (nếu có) 

(5) Tìm f”(x), xác định điểm uốn (nếu có), xác định tính lỗi, lõm (nếu cần) 

(6) Tìm các đường tiệm cận đứng, ngang và xiên (nếu có) 

(7) Lập bảng biến thiên 

(8) Vẽ đồ thị 

Xem các ví dụ trong Học liệu tham khảo bắt buộc [1]. 

3.5. Vi phân cấp 1 và vi phân cấp cao, ứng dụng vào phép tính gần đúng 

Giả sử hàm số y = f(x) xác định, liên tục trên [a,b]. Giả sử tại điểm x = x0(a,b), nếu cho đối số 

x một số gia x = x – x0 thì tương ứng, hàm số y = f(x) cũng có số gia y = f(x) – f(x0) = f(x0 + x) – 

f(x0). Vì hàm số y = f(x) liên tục nên khi x0 thì y0. Như vậy, nếu lấy x làm VCB thì y là 

hàm số của x. Do đó, nếu ở lân cận điểm x = x0 thì số gia y của hàm, tương ứng với số gia x của 

đối số, có thể viết được dưới dạng y = A.x + o(x), trong đó A là một số thực chỉ phụ thuộc vào x0 

còn o(x) là VCB cấp cao hơn so với x. Dựa vào định nghĩa của đạo hàm ta có thể xác định được A 

như sau. 
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Theo định nghĩa đạo hàm của hàm số y = f(x) tại điểm x = x0 ta có 

A0A
x

)x(o
limA

x

)x(o
Alim

x

)x(ox.A
lim

x

y
lim)x('f

0x0x0x0x
0 






























vì o(x) là 

VCB cấp cao hơn so với x. Suy ra y  f’(x0).x khi x0 hay f(x)  f(x0) + f’(x0).x. Ta sử dụng 

công thức này để tính gần đúng giá trị của một hàm số tại một điểm x nếu biết giá trị của hàm số tại 

một điểm x0 rất gần với điểm x. 

Ví dụ 3.5.1. Tính giá trị gần đúng của các hàm số y = f(x) tại điểm x tương ứng 

(a) x)x(fy   tại x = 3,98; (b) 5

x2

x2
)x(fy




  tại x = 0,15 

Bài giải 

(a) Chọn x0 = 4











24)4(f)x(fy

02,0498,3xxx

00

0
, mặt khác 

x2

1
)x('f   

4

1

42

1

x2

1
)x('f

0

0  . Thay các giá trị vừa xác định vào công thức gần đúng f(x)  f(x0) + 

f’(x0).x ta được 995,1)02,0.(
4

1
298,3   

(b) Chọn x0 = 0


















1

02

02
)0(f)x(fy

15,0015,0xxx

5
00

0

, mặt khác 
5

4

2 x2

x2

)x2(5

4
)x('f 














  

2,0
5

1

02
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)02(5

4

x2

x2

)x2(5

4
)x('f

5

4

2

5

4

0

0

2

0
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 . Thay các giá trị vừa xác định vào 

công thức gần đúng f(x)  f(x0) + f’(x0).x ta được 97,015,0.2,01)15,0(f   

Ví dụ 3.5.2. Tính giá trị gần đúng của (a) 3 19,26 ; (b) sin290 

Bài giải 

(a) Xét hàm số 
3 2

3

x3

1
)x('fx)x(f  , nếu chọn x0 = 27 thì  327x)x(f 33

00  , 

27

1

273

1
)27('f

3 2
  và x = 26,19 – 27 = -0,81. Thay các giá trị vừa xác định vào công thức gần 

đúng f(x)  f(x0) + f’(x0).x ta được 97,2)81,0.(
27

1
319,263   

(b) Xét hàm số f(x) = sinx với 
180

29
29.

180
x 0

0





 . Chọn 

6180

30
30.

180
x 0

00








  

 
2

1

6
sinxf 0 


  và 

1806180

29
x








 . Mặt khác f’(x) = cosx  

2

3

6
cosx'f 0 


 . Thay 

các giá trị vừa xác định vào công thức gần đúng f(x)  f(x0) + f’(x0).x ta được 

48,0)
180

.(
2

3

2

1
29sin 0 


  

Định nghĩa 3.5.1. (Vi phân cấp 1) Giả sử hàm số y = f(x) xác định, liên tục trên [a,b] và khả vi 

(tức là tồn tại đạo hàm) tại mọi điểm x = x0(a,b). Khi đó biểu thức f’(x0)x được gọi là vi phân cấp 1 

của hàm số y = f(x) tại điểm x = x0 và ký hiệu là dy hoặc df, nghĩa là dy = f’(x0)x hoặc df = f’(x0)x. 

Đặc biệt, khi f(x) = x thì xx1x)'x(x)x('fdx
00 xxxx0 


, do đó dy = f’(x0)dx. 
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Vì x0 là một điểm bất kỳ thuộc khoảng (a,b) nên ta có thể dùng x thay cho x0 và như vậy dy = 

f’(x)dx được gọi là vi phân cấp 1 của hàm số f(x) tại điểm x. Từ đây ta suy ra 
dx

dy
)x('f  , nghĩa là đạo 

hàm của hàm y = f(x) tại điểm x là tỷ số của hai vi phân dy và dx tại điểm x, điều này cũng giải thích 

cho việc dùng ký hiệu 
dx

dy
 cho f’(x). 

Các tính chất của vi phân cấp 1 

(1) d[f(x)] = d[f(x)] 

(2) d[f(x) + g(x)] = d[f(x)] + d[g(x)] 

(3) d[f(x)g(x)] = g(x)d[f(x)] + f(x)d[g(x)]  

(4)
   

)x(g

)x(gd)x(f)x(fd)x(g

)x(g

)x(f
d

2











 với g(x) ≠ 0 

(5) Công thức đối với vi phân cấp 1 đúng cả trong trường hợp khi đối số của hàm số không phải 

là biến độc lập, tức là vẫn đúng đối với hàm hợp. Tính chất này được gọi là tính bất biến về dạng của 

vi phân cấp 1. 

Bảng vi phân cấp 1 của các hàm sơ cấp 

TT x là biến độc lập Biến u = u(x) 

1 d(x) = x-1dx d(u) = u-1du 

2 d(ax) = axlnadx  d(ex) = exdx d(au) = aulnadu  d(eu) = eudu 

3 
alnx

dx
)x(logd a   với a > 0 và x ≠ 0 

x

dx
)x(lnd   với a > 0 và x ≠ 0 

alnu

du
)u(logd a   với a > 0 và u ≠ 0 

u

du
)u(lnd   với a > 0 và u ≠ 0 

4 d(sinx) = cosxdx d(sinu) = cosudu 

5 d(cosx) = -sinxdx d(cosu) = -sinudu 

6 
xcos

dx
)x(tand

2
  

ucos

du
)u(tand

2
  

7 
xsin

dx
)x(cotd

2
  

usin

du
)u(cotd

2
  

8 
2x1

dx
)x(arcsind


  với |x| < 1 

2u1

du
)u(arcsind


  với |u| < 1 

9 
2x1

dx
)x(arccosd


  với |x| < 1 

2u1

du
)u(arccosd


 với |u| < 1 

10 
2x1

dx
)x(arctand


  

2u1

du
)u(arctand


  

11 
2x1

dx
)xcotarc(d


  

2u1

du
)ucotarc(d


  

Định nghĩa 3.5.2. (Vi phân cấp cao) Giả sử dy = f’(x)dx là vi phân cấp 1 của hàm số y = f(x) tại 

điểm x, khi x thay đổi, nó cũng thay đổi theo, do đó nó là hàm số của x. Nếu hàm số này cũng có vi 

phân cấp 1 tại điểm x thì vi phân đó được gọi là vi phân cấp 2 của hàm số y = f(x) và được ký hiệu là 

d2y = d(dy) = d[f’(x)dx] = f(2)(x)dx2. Tổng quát, vi phân cấp n của hàm số y = f(x) là vi phân cấp 1 của 

vi phân cấp n-1 của hàm số f(x) và được ký hiệu là dny = d(dn-1y) = d[f(n-1)(x)dxn-1] = f(n)(x)dxn. 

Các tính chất của vi phân cấp cao 

(1) dn[f(x)] = dn[f(x)] 
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(2) dn[f(x) + g(x)] = dn[f(x)] + dn[g(x)] 

(3)      



n

0k

kknk

n

n )x(gd)x(fdC)x(g)x(fd  

Chú ý. Công thức đối với vi phân cấp n  2 không còn đúng khi đối số của hàm số không phải là 

biến độc lập. 

Bài tập 

3.1. Dùng định nghĩa đạo hàm, tìm đạo hàm của các hàm số sau đây, trong miền xác định của nó 

(a) 5x2x)x(f 2       (b) 3 x)x(f   

(c) )x1ln()x(f       (d)
1x2

1x
)x(f




  

3.2. Dùng định nghĩa đạo hàm, tìm đạo hàm trái f’(x-0), đạo hàm phải f’(x+0) và đạo hàm f’(x) (nếu 

tồn tại), tại điểm x tương ứng, của các hàm số sau đây  

(a) 
3 2x)x(f   tại x = 0    (b) x2sin)x(f  tại x = 0   

(c) 












0xkhi0

0xkhi
x

1
sinx

)x(f
2

 tại x = 0  (d) 2x1)x(f  tại x = 1 

3.3. Xác định a, b để các hàm sau đây liên tục và khả vi với xR 

(a) 









1xkhix

1xkhibax
)x(f

2
    (b) 










0xkhixsinbxcosa

0xkhibax
)x(f  

(c) 














1xkhi

x

1

1xkhibxa

)x(f

2

 

3.4. Chứng minh rằng, đạo hàm của một hàm số lẻ là một hàm số chẵn và đạo hàm của một hàm số 

chẵn là một hàm số lẻ, nếu đạo hàm của hàm số tồn tại. 

3.5. Chứng minh rằng, đạo hàm của một hàm số tuần hoàn cũng là một hàm số tuần hoàn có cùng chu 

kỳ, nếu đạo hàm của hàm số tồn tại. 

3.6. Dùng định nghĩa đạo hàm, tính các giới hạn sau 

(a) 
x

1)x1(
lim

12

0x




     (b) 

4x

162
lim

x

4x 




 

(c) 
x

3x27
lim

3

0x




     (d) 

1x

2xx
lim

4

1x 




 

HD: (a) Xét hàm số f(x) = (1+x)12, tìm f’(0) theo 2 cách: Cách 1. Dùng định nghĩa đạo hàm sẽ 

nhận được biểu thức giới hạn cần tính; Cách 2. Theo quy tắc. Hai kết quả này phải bằng nhau vì cùng 

là f’(0). Cách giải (b), (c) và (d) tương tự như cách giải (a).  

3.7. Tính đạo hàm của các hàm số sau 

(a) 
4

2

x1

x2
arcsiny


  với |x| < 1    (b) xlny   

(c) 

bax

a

x
.

x

b
.

b

a
y 
























 với a > 0, b > 0, x > 0  (d) 

xxxy  với x > 0 

(e) 
axx xax xxay  với a > 0, x > 0   (f) y = x.|x| 

(g) 
xln

x

x

)x(ln
y  với x > 1    (h)  1xxlny 2   

(i) xxxy  với x > 0    (k)  )xcos(coscosy   
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(l) y = (sinx)tanx      (m) x2xx e1lnearctaney   

3.8. (a) Tìm đạo hàm '

xy nếu biết y = y(x) thỏa mãn biểu thức y3 + 3y = x; (b) Tìm đạo hàm '

yx  nếu 

biết x = x(y) thỏa mãn biểu thức y = x + lnx với x > 0; (c) Tìm đạo hàm '

yx  nếu biết x = x(y) thỏa mãn 

biểu thức y = x + ex; (d) Tìm đạo hàm '

yx  nếu biết x = x(y) thỏa mãn biểu thức 
2

2

x1

x
y


  với x < 0. 

3.9. Tính đạo hàm '

xy của các hàm số y = f(x) được cho dưới dạng tham số 

(a) 








atcostcosay

atsintsinax
     (b) 









)tcos1(ay

)tsint(ax
 với 0  t   

(c) 








)t1ln(y

t2tx 2

     (d) 










at

at

eaty

e1x
 

3.10. Tìm đạo hàm '

xy của các hàm ẩn 

(a) xy yx        (b) 0xsinyysinx   

(c) 12ee xyyx       (d) 3x

y

x

y
e

x

y
  

(e) ayx   với a > 0    (f) 22 yxln
x

y
arctan   

3.11. Tìm phương trình tiếp tuyến với đường elip 1
b

y

a

x
2

2

2

2

  tại điểm M(x0,y0) nằm trên elip. 

HD: Sử dụng ý nghĩa hình học của đạo hàm và quy tắc tính đạo hàm của hàm ẩn. 

3.12. Chứng minh đẳng thức 1n
n

0k

k

n 2nkC 



  

HD: Tính đạo hàm của hàm số y = (1+x)n tại điểm x = 1. 

3.13. Hàm số f(x) với D(f) = [a,b] tương ứng sau đây, có thỏa mãn định lý Rolle không? Nếu thỏa mãn 

thì thỏa mãn với giá trị c(a,b) nào?  

(a) f(x) = x2 – 6x +100 với [a,b] = [1,5]  (b) 
3 2xx8)x(f  với [a,b] = [0,8] 

3.14. Cho hàm số 3 2)8x()x(f  với D(f) = [0,16], khi đó f(0) = f(16) = 4. Tuy nhiên, đạo hàm 

0
8x3

2
)x('f

3



  với x(0,16). Điều này có mâu thuẫn với định lý Rolle không? 

3.15. Chứng minh rằng, đạo hàm f’(x) của hàm số f(x) = x3 – x2 – x + 1 có nghiệm thực trong (-1,1). 

3.16. Chứng minh các bất đẳng thức 

(a) babsinasin   

(b) babarctanaarctan   

(c) 








22 cos

tantan
cos

 với 
2

0


  

(d) 
a

ba

b

a
ln

b

ba 



 với 0 < a < b 

(e) )ba(naba)ba(nb 1nnn1n    với b < a 

(f) 












 aa1a n

1

)1n(

1

a

1

n

1
 với a > 0, nN 

HD: Sử dụng định lý Lagrange cho từng hàm số thích hợp với mỗi bất đẳng thức. 
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3.17. Chứng minh các bất đẳng thức 

(a) x1ex   với x ≠ 0    (b) x)x1ln(
2

x
x

2

  với x > 0 

(c) xxsin
6

x
x

3

  với x > 0  (d) 
3

x
xxtan

3

  với 
2

x0


  

HD: Với mỗi bất đẳng thức, xét hàm số f(x) thích hợp, chẳng hạn f(x) = ex – x – 1 đối với (a). 

Lưu ý rằng, nếu f’(x) > 0 thì hàm số f(x) đơn điệu tăng, còn nếu f’(x) < 0 thì hàm số đơn điệu giảm. 

3.18. Chứng minh các đẳng thức 

(a) )xsgn(
x1

x2
arcsinxarctan2

2



  với |x|  1 

(b)  )x4x3arccos(xarccos3 3  với 
2

1
x   

HD: Lưu ý rằng đạo hàm của một biểu thức mà bằng 0 thì biểu thức đó là một hằng số. 

3.19. Tính các tổng 

(a) 



n

1k

1k

n kx)x(P     (b) 



n

1k

1k2

n xk)x(Q  

(c) 



n

1k

n kxsink)x(R     (d) 



n

1k

n kxcosk)x(S  

HD: Để ý rằng (a) (xk)’ = kxk-1, (b) Qn(x) = Pn(x) + x[Pn(x)]’ = [xPn(x)]’, (c) (coskx)’ = -ksinkx, 

(d) (sinkx)’ = kcoskx. 

3.20. Chứng minh rằng nếu hàm số f(x) khả vi đến cấp n thì   )bax(fa)bax(f )n(n)n(

x
  

3.21. Giả sử hàm số f(x) là hàm số chẵn có miền xác định đối xứng qua gốc tọa độ và khả vi mọi cấp 

tại điểm x = 0. 

(a) Chứng minh rằng tất cả các đạo hàm bậc lẻ tại điểm x = 0 đều bằng không 

(b) Tìm khai triển Mac Laurin của hàm số f(x) = cosx 

3.22. Giả sử hàm số f(x) là hàm số lẻ có miền xác định đối xứng qua gốc tọa độ và khả vi mọi cấp tại 

điểm x = 0. 

(a) Chứng minh rằng tất cả các đạo hàm bậc chẵn tại điểm x = 0 đều bằng không 

(b) Tìm khai triển Mac Laurin của hàm số f(x) = sinx 

3.23. Tính đạo hàm cấp n của các hàm số f(x) sau đây, tại điểm x = x0 tương ứng 

(a) f(x) = arctanx tại x = 0   (b) f(x) = xn-1lnx tại x = 1 

3.24. Cho hàm số f(x) = (x – a)n.g(x) có miền xác định D(f) = R, trong đó g(x) là hàm số liên tục và có 

đạo hàm liên tục đến cấp n – 1 trên D(f). Tìm f(n)(a). 

3.25. Tính đạo hàm cấp n của hàm số 
dcx

bax
)x(f




  với cx + d ≠ 0, từ kết quả nhận được suy ra đạo 

hàm cấp n của các hàm số sau đây 

(a)
dcx

ax
)x(f


 với cx + d ≠ 0  (b)

dcx

b
)x(f


 với cx + d ≠ 0 

(c)
x1

1
)x(f


 với x ≠ 1  (d)

x1

1
)x(f


 với x ≠ -1   (e)

x

1
)x(f  với x≠0 

3.26. Tính đạo hàm cấp n của các hàm số sau đây 

(a) 
22 xa

1
)x(f


  với x ≠ a  (b) 

x1

x
)x(f

2


  với x ≠ 1 
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(c) 
)1x(x

1
)x(f


  với x ≠ 0 và x ≠ 1 (d) 

2x3x

1
)x(f

2 
  với x ≠ 1 và x ≠ 2 

(e)
4x

1x
)x(f

2 


  với x ≠ 2  (f) 

1x

1x
)x(f

2

2




  với x ≠ 1 

(g) 
cbx

a
)x(f


  với bx + c > 0 (h) f(x) = ln(x2 + x – 2) với x2 + x – 2 > 0 

(i) 
xe

x1
)x(f


     (k) f(x) = exxn 

3.27. Tính đạo hàm cấp n của các hàm số sau đây 

(a) f(x) = sin(ax)  (b) cos(ax) 

(c) f(x) = sin(ax)cos(bx)  (d) f(x) = cos(ax)cos(bx) (e) f(x) = sin(ax)sin(bx) 

(f) f(x) = sin2x   (g) f(x) = cos2x  (h) f(x) = sin2x.cos2x 

(i) f(x) = sin3x   (k) f(x) = cos3x  (l) f(x) = sinx.cos2x 

3.28. Tính đạo hàm cấp n của các hàm số sau đây 

(a) f(x) = eaxsin(bx)   (b) f(x) = eaxcos(bx) 

3.29. Tính đạo hàm cấp n của các hàm số sau đây 

(a) f(x) = (ax2 + bx + c)sin(dx)  (b) f(x) = (ax2 + bx + c)cos(dx) 

(c) f(x) = (ax2 + bx + c)edx   (d)
bax

bax
ln)x(f




 với 0

bax

bax





 

3.30. Dùng Quy tắc L‘Hospitale để tìm các giới hạn 

(a) 
x

2

x

x ex

xe
lim


   (b) 

x
2

sin1

x1
lim

1x 





  (c) 

)eeln(

)axln(
lim

axax 




 

(d) 
)x1ln(

x
2

tan

lim
1x 




   (e) 

)xln(sin21

xln
lim

0x 
  (f) 

x
2

cot

xlim
0x 




 

(g) 
2

a2
x )ax2(

axsin1
lim








  (h) 

1e

xarctan2
lim

x

3
x






  (i) 

)xln(sin

)axln(sin
lim

0x
 

(k) 
)x1ln(

ee
lim

xx

0x 

 


   (l) 

ee

xln1x
lim

x

2

1x 




  (m) 

6

x
xsinxarctan

x3xe3x3sin
lim

3

2x

x






 

3.31. Tìm các giới hạn 

(a) xlnxlim 2

00x 
   (b) 










 20x x

1

xsinx

1
lim   (c) 












 1e

1

x

1
lim

x0x
 

(d) )1xln(.xlnlim
01x




  (e) 











 qp1x x1

q

x1

p
lim  (f) 







 



 xcos2xcot

x
lim

2
x

 

(g) 
x

e)x1(
lim

x

1

0x




  (h)  xln)xarctan2(lim

x



 

3.32. Tìm các giới hạn 
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(a) xln

00x
)x1(lim 


  (b) xcos2

2
x

)x(tanlim




  (c)  x

1
x2

0x
exlim 


 

(d)  x

1
x

x
exlim 


   (e) 

2x

1

0x x

xtan
lim 










  (f) 

x
2

tan

1x
x

4
tanlim











 
 

(g) )1eln(

1

0x

x

xlim 


   (h)














a2

x
tan

ax a

x
2lim   (i)

x

1

x 1x2

x
tanlim 














 

(k) 
2x

1

x

x

0x blnxb

alnxa
lim 














  (l)

2x

1

0x x

xarcsin
lim 










 

3.33. Chứng minh rằng các giới hạn (a)
xcot

xsinx
lim

0x




, (b)

x

x1
lim

2

x




, (c)

x

xcosx
lim
x




 không thể tìm 

được bằng Quy tắc L’Hospitale, trong khi các giới hạn này có thể tìm được bằng phương pháp khác. 

3.34. Tính giá trị gần đúng của 

(a) Hàm số y = arcsinx tại x = 0,51; 

(b) Diện tích hình tròn có bán kính r = 3,02m; 

(c) Thể tích hình cầu có bán kính r = 2,01m. 

3.35. Tính giá trị gần đúng của (a)
5)037,2(

3)037,2(
2

2




; (b) 4 8,15 ; (c) arctan0,98 
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Chương 4. PHÉP TÍNH TÍCH PHÂN CỦA HÀM SỐ MỘT BIẾN 

4.1. Nguyên hàm và tích phân không xác định 

4.1.1. Định nghĩa, bảng các nguyên hàm cơ bản 

Định nghĩa 4.1.1. Cho hàm số f(x) xác định trong (a,b); ta nói rằng hàm số F(x) xác định trong 

(a,b) là một nguyên hàm của f(x) nếu F(x) khả vi trong (a,b) và F’(x) = f(x) hay dF(x) = f(x)dx với 

x(a,b). 

Ví dụ 4.1.1. 

(a) Nếu hàm số f(x) = x3 thì một nguyên hàm của nó là 
4

x
)x(F

4

 vì )x(fx'
4

x
)x('F 3

4









  

(b) Nếu hàm số f(x) = 3 + cos5x thì một nguyên hàm của nó là 
5

x5sin
x3)x(F   vì 

)x(fx5cos3'
5

x5sin
x3)x('F 








  

Định lý 4.1.1. Giả sử hàm số F(x) khả vi trong (a,b) và F(x) là nguyên hàm của hàm số f(x) với 

x(a,b). Khi đó: 

(1) Với mọi hằng số C thì F(x) + C cũng là nguyên hàm của hàm số f(x) với x(a,b); 

(2) Ngược lại, mọi nguyên hàm của hàm số f(x) với x(a,b) đều có dạng F(x) + C. 

Định nghĩa 4.1.2. Cho hàm số f(x) xác định trong (a,b), giả sử hàm số F(x) xác định trong (a,b) 

là một nguyên hàm của f(x) trong (a,b) thì họ các nguyên hàm F(x) + C (C là một hằng số tùy ý) của 

f(x) trong (a,b) được gọi là tích phân không xác định của f(x) với x(a,b) và ký hiệu là dx)x(f , 

trong đó dx là vi phân của đối số x. 

Ký hiệu  gọi là dấu tích phân, f(x) gọi là hàm số lấy tích phân, x gọi là biến lấy tích phân, 

f(x)dx gọi là biểu thức dưới dấu tích phân. 

Chú ý. Khi cần sử dụng khái niệm nguyên hàm F(x) của hàm số f(x) trên [a,b] thì có nghĩa là  

F(x) là nguyên hàm của f(x) với x(a,b) và F’(a+0) = f(a), F’(b–0) = f(b). 

Định lý 4.1.2. Mọi hàm số f(x) xác định, liên tục trên [a,b] có nguyên hàm trên [a,b]. 

Các tính chất của nguyên hàm 

(1)   )x(fdx)x(f
'

  

(2)   dx)x(fdx)x(fd   

(3) C)x(F)x(dF  với C là hằng số tùy ý 

(4)   dx)x(fAdx)x(Af với A ≠ 0 là một hằng số tùy ý  

(5)     dx)x(gdx)x(fdx)x(g)x(f  

(6) Nếu C)x(Fdx)x(f  và u = (x) thì C)u(Fdu)u(f  với C là hằng số tùy ý 

Bảng các nguyên hàm cơ bản 

(1) Cdx0   

(2) Cxdxdx.1    
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(3)













 

 1khiC
1

x

1khiCxln

dxx 1  

(4)  


Cxarctan
x1

dx
2

 

(5) Cxarcsin
x1

dx

2



  

(6) CedxeC
aln

a
dxa xx

x
x    

(7) Cxcosxdxsin   

(8) Cxsinxdxcos   

(9)   Cxcot
xsin

dx
2

 

(10)   Cxtan
xcos

dx
2

 

4.1.2. Các phương pháp tính tích phân không xác định 

4.1.2.1. Sử dụng bảng các nguyên hàm cơ bản 

Đây là phương pháp tính tích phân tự nhiên nhất, khi đó ta biến đổi hàm số lấy tích phân và biến 

lấy tích phân, tức là biến đổi biểu thức dưới dấu tích phân về dạng có thể sử dụng các nguyên hàm cơ 

bản. 

Ví dụ 4.1.2. Tính các tích phân 

(a)   dx3xdx7dxx5dxx2dx)3x7x5x2( 2323  

Cx3x
2

7
x

3

5
x

2

1
Cx3x

2

1
.7x

3

1
.5x

4

1
.2 234234   

(b) 





































 



dxxdxx2xdxdxxxx2xdxxxdx
x

1
x 3

2

6

1

3

2

3

1

2

1
2

3

1

2

12

3
 

Cx3xx
7

12
x

2

1
C

1
3

2

x

1
6

1

x
2x

2

1 362

1
3

2
1

6

1

2 











 

(c) C
)cabln(

)cab(
dx)cab(dxcba

32

x32
x32x3x2x    

(d)   )x1(d)x1(
2

1
)xdx2()x1(

2

1
dxx1x 22

1

22

1

22  

Cx1)x1(
3

1
C)x1(

3

1
C

1
2

1

)x1(
.

2

1 222

3

2

1
2

1

2








 

(e)    dx)3x2()1x3x(dx)3x2()1x3x( 102102  

C
11

)1x3x(
)1x3x(d)1x3x(

112
2102 
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(f) C
5

xln
C)x(ln

5

1
)x(lnd)x(ln

x

dx
)x(lndx

x

xln 5
544

4









   

(g) Ce
3

1
)xcos3(de

3

1
)xdxsin3(e

3

1
xdxsine xcos3xcos3xcos3xcos3    

(h)   dx)xcot2x(tandx)xcotxcotxtan2x(tandx)xcotx(tan 22222  

  xsin

dx

xcos

dx
dx)1x(cotdx)1x(tandx)1xcot1x(tan

22

2222  

Cxcotxtan   

4.1.2.2. Đổi biến 

Trong nhiều trường hợp, khi tính tích phân ,dx)x(f nếu để biến lấy tích phân là x thì không 

thấy được tích phân cần tính đó gần với dạng nào trong số các nguyên hàm cơ bản, khi đó cần tìm 

cách đổi sang biến mới, để hy vọng với biến mới thì tích phân cần tính có dạng gần với các nguyên 

hàm cơ bản. Không thể có một quy tắc cụ thể nào để thực hiện phép đổi biến thích hợp được, tuy 

nhiên, cũng có thể đưa ra hai dạng đổi biến thường dùng sau đây: 

(1) Đặt biến cũ x = (t) với (t) là hàm đơn điệu, khả vi liên tục đối với biến mới t. Khi đó, công 

thức đổi biến là      dt)t(')t(f)]t([d)t(fdx)x(f . 

(2) Đặt biến mới u = (x) với (x) là hàm đơn điệu, khả vi liên tục đối với biến cũ x. Khi đó, 

công thức đổi biến là       du)u(f)x(d)]x([fdx)x(')x(f . 

Sau khi tìm được nguyên hàm đối với với biến mới, cần biểu diễn kết quả trở về biến cũ. 

Ví dụ 4.1.3. Tính các tích phân 

(a)  dx
x

xsin
3 2

3

, đặt 















23 2

3

2

33

t

tsin

x

xsin

dtt3dt)t('dx

t)t(xxt  

Cxcos3Ctcos3tdtsin3
t

tdtsint3
dx

x

xsin 3

2

2

3 2

3

   

(b)   dx)3x2( 20 , có thể tính tích phân này mà không cần đổi biến, tức là chỉ cần khai triển biểu 

thức (2x + 3)20 theo Công thức nhị thức Newton và lấy tích phân từng số hạng là được, tuy nhiên cách 

này có khối lượng tính toán lớn. Đơn giản hơn, ta có thể đổi biến mới t = (x) = 2x + 3  dt = 

d[(x)] = ’(x)dx = 2dx dt
2

1
dx   

C
42

)3x2(
C

42

t
C

21

t
.

2

1
dtt

2

1
dt

2

1
.tdx)3x2(

212121
202020 


   

Nhận xét. Qua ví dụ (b) ta có thể tổng quát hóa một một trường hợp đổi biến như sau: Giả sử ta 

cần tích tích phân   dx)bax(f với a ≠ 0, mà một nguyên hàm của tích phân  dx)x(f đã biết là F(x), 

khi đó ta đổi biến t = ax + b  dt = (ax + b)’dx = adx dt
a

1
dx  , do đó 

C)bax(F
a

1
C)t(F

a

1
dt)t(f

a

1
dt

a

1
).t(fdx)bax(f    
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Khi tính tích phân   dx)bax(f , trong thực tế có thể không cần đổi biến ax + b = t, mà chỉ cần 

để ý rằng )bax(d
a

1
dx  và như vậy C)bax(F)bax(d)bax(f

a

1
dx)bax(f   , chẳng 

hạn, cần tính tích phân   dx)baxsin(  với a ≠ 0, ta có 

C)baxcos(
a

1
)bax(d)baxsin(

a

1
dx)baxsin(    

(c)   dx5xx 32 , đặt     dt)'t(dx'5x)t(d5xdt5xt5x 2323233   

  dtt
3

2
tdt

3

2
.t)dxx(5xdx5xxtdt

3

2
dxxtdt2dxx3 2233222  

  C5x)5x(
9

2
C5x

9

2
Ct

9

2
Ct

3

1
.

3

2 33
3

333   

Nhận xét. Qua ví dụ (c) ta có thể tổng quát hóa một một trường hợp đổi biến như sau: Nếu hàm 

dưới dấu tích phân là tích của hai thừa số, một thừa số phụ thuộc vào hàm (x) nào đó, còn thừa số kia 

là ’(x) (có thể sai khác nhau một hệ số không đổi) thì dùng phép đổi biến (x). 

(d) 


dx
x

)5xln2( 3

, ta thấy đạo hàm của thừa số (2lnx + 5) là 
x

2
 còn thừa số kia là 

x

1
 khác với 

đạo hàm của thừa số (2lnx + 5) chỉ bởi hệ số 2 nên theo nhận xét trên ta đổi biến 2lnx + 5 = (x) = t. 

Khi đó d(2lnx + 5) = dt (2lnx + 5)’dx = dt dt
2

1

x

dx
dtdx

x

2
 , do đó 

C
8

)5xln2(
C

8

t
C

4

t
.

2

1
dtt

2

1
dt

2

1
.t

x

dx
)5xln2(dx

x

)5xln2( 444
333

3







  

(e)  dx
)x(f

)x('f
, đổi biến f(x) = t  d[f(x)] = dt hay f’(x)dx = dt, do đó 

C)x(flnCtln
t

dt

)x(f

dx)x('f
dx

)x(f

)x('f
   

chẳng hạn, cần tính tích phân  1x

xdx
2

, ta thấy nếu đặt f(x) = x2 + 1 thì )x('f
2

1
x  , do đó tích phân 

  C1xlnC1xlnC)x(flndx
)x(f

)x('f

2

1

1x

xdx 22

2


    

(f)  dx
)x(f

)x('f
, đổi biến f(x) = t  d[f(x)] = dt hay f’(x)dx = dt, do đó 

C)x(f2Ct2Ct

1
2

1

1
dtt

t

dt

)x(f

dx)x('f
dx

)x(f

)x('f 1
2

1

2

1








  

Ta vẫn nhận được kết quả như trên nếu đổi biến t)x(f   

4.1.2.3. Tích phân từng phần 

Theo tính chất của vi phân cấp 1: d(uv) = udv + vdu hay udv = d(uv) – vdu 

  vduuvvdu)uv(dudv  với u = (x) và v = (x) là các hàm khả vi liên tục của x. Nhờ 

công thức này mà việc lấy tích phân udv  được đưa về việc lấy tích phân  vdu  có khả năng đơn giản 

hơn tích phân udv  hoặc cùng dạng với tích phân udv . 

Muốn vậy, để làm hàm u ta lấy hàm mà đạo hàm của nó đơn giản hơn, còn dv là phần còn lại 

của biểu thức dưới dấu tích phân mà tích phân của phần này, hoặc là đã biết hoặc có thể tìm được. 
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Chẳng hạn, đối với các tích phân dạng ,dxe)x(P ax

 ,axdxsin)x(P ,axdxcos)x(P trong đó P(x) là đa 

thức thì nên đặt u = P(x) và dv tương ứng là các biểu thức eaxdx, sinaxdx, cosaxdx; đối với các tích 

phân dạng ,xdxln)x(P ,axdxarcsin)x(P ,axdxarccos)x(P trong đó P(x) là đa thức thì nên đặt u 

tương ứng bằng các hàm số lnx, arcsinx, arccosx và dv = P(x)dx. 

Ví dụ 4.1.4. Tính các tích phân 

(a) ,xdxln  đặt u = lnx còn dv = dx, khi đó 
x

dx
du  và v = x   vduuvudvxdxln  

C
e

x
lnxC)1x(lnxCxxlnxdxxlnx

x

dx
.xxlnx    

(b) ,xdxarctan đặt u = arctanx còn dv = dx, khi đó 
2x1

dx
du


 và v = x 




  2x1

xdx
xarctanxvduuvudvxdxarctan  

C)x1ln(
2

1
xarctanx

x1

)x1(d

2

1
xarctanx 2

2

2





   

(c) ,xdxsinx  đặt u = x còn dv = sinxdx, khi đó du = dx và v = -cosx 

Cxsinxcosxdx)xcos()xcos(xudvxdxsinx    

Nhận xét. Nếu chọn các biểu thức u và dv không khéo, chẳng hạn, u = sinx, dv = xdx, thì du = 

cosxdx, 2x
2

1
v    xdxcosx

2

1
xsinx

2

1
udvxdxsinx 22 sẽ dẫn đến tích phân khác phức tạp 

hơn tích phân xuất phát! 

(d) ,dxex x2

  chọn u = x2, dv = exdx, khi đó du = 2xdx, v = ex  

  dxxe2exudvdxex xx2x2  

Như vậy, ta đã hạ được bậc của x xuống một đơn vị. Để tính  dxxex ta lại tiếp tục sử dụng 

phương pháp tích phân từng phần. Đặt u = x, dv = exdx, khi đó du = dx, v = ex 

Cexedxexeudvdxxe xxxxx    

Do đó Ce)2x2x(C)exe(2exdxex x2xxx2x2   

(e)  xdxsineI x , đặt u = ex, dv = sinxdx, khi đó du = exdx, v = -cosx 

  xdxcosexcosedx)xcos(e)xcos(eudvxdxsineI xxxxx  

Đến đây, ta có cảm giác rằng, việc sử dụng phương pháp tích phân từng phần không đến đích 

được vì tích phân vừa nhận được không đơn giản hơn tích phân xuất phát. Tuy vậy, ta tiếp tục sử dụng 

phương pháp tích phân từng phần đối với tích phân  xdxcoseI x . Đặt u = ex, dv = cosxdx, khi đó 

du = exdx, v = sinx Ixsinexdxsinexsineudvxdxcose xxxx   . 

Do đó I = -excosx + exsinx – I C)xcosx(sin
2

e
xdxsineI

x
x    

(f) Cách tính tích phân I ở trên gợi ý cho ta việc tính đồng thời hai tích phân














xdxcoseJ

xdxsineI

x

x
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Sử dụng phương pháp tích phân từng phần lần lượt đối với các tích phân I, J tương tự như ở Ví 

dụ (e) ta được hệ 2 phương trình đối với 2 ẩn I, J là



























2

x

1

x

x

x

C)xcosx(sin
2

e
J

C)xcosx(sin
2

e
I

xsineJI

xcoseJI
 

Ví dụ 4.1.5. Tìm công thức truy hồi để tính tích phân  


n22n
)ax(

dx
I  với a ≠ 0 và nN* 














   n22

2

21n222n22

222

2n22n
)ax(

dxx

a

1

)ax(

dx

a

1
dx

)ax(

x)xa(

a

1

)ax(

dx
I  

 
 n2221n2 )ax(

)xdx(x

a

1
I

a

1
 

Đặt u = x, 
n22 )ax(

xdx
dv


  du = dx và 





  n22

2

n22 )ax(

)x(d

2

1
v

)ax(

xdx
dv  

1n22

1n2222n22

n22

22

)ax(

1
.

)1n(2

1
)ax(

1n

1
.

2

1
)ax(d)ax(

2

1

)ax(

)ax(d

2

1













  

 


   vduuv
a

1
I

a

1
udv

a

1
I

a

1

)ax(

dx
I

21n221n2n22n  

  












   1n221n2221n221n2 )ax(

dx

)1n(2

1

)ax)(1n(2

x

a

1
I

a

1
vduuv

a

1
I

a

1
 

1n21n2221n21n2221n2
I

2n2

3n2

a

1

)ax)(1n(a2

x
I

)1n(a2

1

)ax)(1n(a2

x
I

a

1














  

Như vậy, ta tìm được công thức truy hồi 1n21n222n I
2n2

3n2

a

1

)ax)(1n(a2

x
I  





 với n  2 và 

  



































 C
a

x
arctan

a

1

a

x
1

a

x
d

a

1

a

x
1

a

dx

ax

dx
I

22

2

221  

Qua một số ví dụ và bài tập, ta bổ sung một số tích phân thường gặp vào Bảng các nguyên hàm 

cơ bản để dùng khi cần. 

Bảng các nguyên hàm cơ bản (bổ sung) 

(11)   C)x(flndx
)x(f

)x('f
 

(12)   C)x(f2dx
)x(f

)x('f
 

(13) C
a

x
arctan

a

1

ax

dx
22


 với a ≠ 0 

(14) C
ax

ax
ln

a2

1

ax

dx
22







 với a ≠ 0 

(15) C
a

x
arcsin

xa

dx

22



 với a ≠ 0 

(16) Caxxln
ax

dx 2

2



 với a ≠ 0 
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(17) C
2

x
tanln

xsin

dx
  

(18) C
42

x
tanln

xcos

dx








 
  

(19) Cxcoslnxdxtan   

(20) Cxsinlnxdxcot   

4.1.3. Tính tích phân các phân thức hữu tỷ 

Phân thức hữu tỷ là phân thức có dạng ,
)x(Q

)x(P
trong đó P(x) và Q(x) là các đa thức. Phân thức 

hữu tỷ được gọi là thực sự nếu bậc của P(x) nhỏ hơn bậc của Q(x), ngược lại, bậc của P(x) lớn hơn 

hoặc bằng bậc của Q(x) thì được gọi là không thực sự. 

Phân thức hữu tỷ đơn giản nhất là các phân thức thực sự có dạng sau: 

(I) 
ax

A


 

(II) 
m)ax(

A


 trong đó mN*\{1} 

(III) 
qpxx

BAx
2 


 trong đó ,0q

4

p2

  tức là tam thức bậc hai x2 + px + q không có nghiệm thực 

(IV) 
n2 )qpxx(

BAx




 trong đó nN*\{1} và ,0q

4

p2

  tức là tam thức bậc hai x2 + px + q 

không có nghiệm thực. 

Trong cả bốn trường hợp trên, các số A, B, a, p, q là các số thực. Các phân thức nói trên được 

gọi tương ứng là các phân thức hữu tỷ đơn giản nhất loại I, II, III và IV. 

4.1.3.1. Tính tích phân các phân thức hữu tỷ đơn giản nhất 

Tính tích phân phân thức loại I: CaxlnA
ax

)ax(d
Adx

ax

A







   

Tính tích phân phân thức loại II: 





 
 )ax(d)ax(A

)ax(

)ax(d
Adx

)ax(

A m

mm
 

C
)ax(

1
.

)1m(

A
C)ax(

1m

A
1m

1m 



 

  

Tính tích phân phân thức loại III:  


dx

qpxx

BAx
2

 

- Bước 1. Tính tích phân   qpxx

dx
2

 

Ta biến đổi 
4

p
q

2

p
x

2

p
q

2

p
x

2

p
.2xqpxx

2222

22 

























 , vì 0q

4

p2

  nên 

có thể đặt ,a
4

p
q 2

2

  do đó .a
2

p
xqpxx 2

2

2 







  

Đặt dxdt
2

p
xt  và 222 atqpxx  C

a

t
arctan

a

1

at

dt

qpxx

dx
222







  , trở 

về biến cũ ta được C
pq4

px2
arctan

pq4

2

qpxx

dx

222
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- Bước 2. Tính tích phân  


dx

qpxx

BAx
2

 

Ta thấy đạo hàm của mẫu số của biểu thức lấy tích phân là (x2 + px + q)’ = 2x + p, do đó ta biến 

đổi tử số của biểu thức lấy tích phân thành dạng 









2

Ap
B)px2(

2

A
BAx , khi đó 

21222
I

2

Ap
BI

2

A

qpxx

dx

2

Ap
B

qpxx

dx)px2(

2

A
dx

qpxx

BAx





























  

Tính 1

2

2

2

21 C)qpxxln(
qpxx

)qpxx(d

qpxx

dx)px2(
I 









  vì x2 + px + q > 0 với x 

Tính 2
2222 C

pq4

px2
arctan

pq4

2

qpxx

dx
I 









  đã được tính ở Bước 1 

Do đó C
pq4

px2
arctan

pq4

ApB2
)qpxxln(

2

A
dx

qpxx

BAx

22

2

2














  

Ví dụ 4.1.3.1.1. Tính các tích phân (a)   25x6x

dx
2

, (b)   3x2x2

dx
2

 

Bài giải 

(a)  
 ,

25x6x

dx
I

2
 đặt p = 6 và q = 25 016q

4

p2

 , áp dụng kết quả trên ta được 

C
4

3x
arctan

4

1
C

625.4

6x2
arctan

625.4

2
C

pq4

px2
arctan

pq4

2
I

2222

















  

hoặc biến đổi trực tiếp C
4

3x
arctan

4

1

4)3x(

)3x(d

16)3x(

dx

25x6x

dx
I

2222














   

(b) 





 ,

2

3
xx

dx

2

1

3x2x2

dx
I

2
2

 đặt p = -1 và 
2

3
q  0

4

5
q

4

p2

 , áp dụng kết quả 

trên ta được 





 C

pq4

px2
arctan

pq4

2
.

2

1
I

22
 

C
5

1x2
arctan

5

1
C

)1(
2

3
.4

1x2
arctan

)1(
2

3
.4

2

22












 

hoặc biến đổi trực tiếp 



























 

4

1

2

3

2

1
x

dx

2

1

2

3
xx

dx

2

1

25x6x

dx
I

2
2

2
 

C
5

1x2
arctan

5

1

2

5

2

1
x

2

1
xd

2

1
22








































   

Ví dụ 4.1.3.1.2. Tính các tích phân (a)  



8x4x

dx)1x3(
2

, (b)   5x2x2

xdx
2

, (c)  



1xx

dx)x3x2(
24

3

 

Bài giải 
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(a)  


 ,

8x4x

dx)1x3(
I

2
 đặt A = 3, B = -1, p = -4, q = 8 04q

4

p2

 , áp dụng kết quả trên ta 

được 












  C

pq4

px2
arctan

pq4

ApB2
)qpxxln(

2

A
dx

qpxx

BAx
I

22

2

2
 

C
2

2x
arctan

2

5
)8x4xln(

2

3
C

)4(8.4

4x2
arctan
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)4.(3)1.(2
)8x4xln(

2

3 2

22

2 










  

hoặc biến đổi trực tiếp 













  dx

8x4x

4x2

2

3
dx

8x4x

61)4x2(
2

3
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dx)1x3(
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(b) 
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5
xx

xdx
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xdx
I
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 đặt A = 1, B = 0, p = 1, 
2

5
q  ,0
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9
q
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2
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xxln
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xxln
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hoặc biến đổi trực tiếp  
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(c) ,
1xx

dx)x3x2(
I

24

3

 


  đổi biến t = x2, khi đó dt = 2xdx hay dt

2

1
xdx   

 







 dt

1tt
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2

1

1xx

xdx)3x2(
I

224
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. Đặt A = 2, B = 3, p = 1, q = 1 ,0
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1

2

1
22

2 C
3

1t2
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3

4
)1ttln(C
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1t2
arctan

11.4
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2
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  trở về biến cũ ta được 
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1x2
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2
)1xxln(

2

1
I

2
24 


  

Tính tích phân phân thức loại IV:  


 dx

)qpxx(

BAx
J

n2n
 

- Bước 1: Biến đổi biểu thức dưới dấu tích phân ta được 

J
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dx
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dx)px2(
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- Bước 2: Tính 
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- Bước 3: Tính ,
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 bây giờ nếu đặt 
2

p
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4

p
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2
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)at(

dt
J

n22 
  Ta thấy J chính là tích phân  


n22n

)at(

dt
I  với a ≠ 0 và nN*, đã 

tính ở Ví dụ 4.1.5. và ta đã xác định được công thức truy hồi để tính tích phân này  
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Ví dụ 4.1.3.1.3. Tính các tích phân (a)  


323
)1x(

dx
I , (b)  




222
)10x2x(

dx)2x3(
J  

Bài giải 

(a) Tích phân đã cho là  


n22n
)ax(

dx
I  với n = 3 và a = 1, do đó sử dụng công thức truy hồi 
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, 

12122122222 I
2

1

)1x(2

x
I

22.2

32.2

1

1

)1x)(12(1.2

x
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 và 
111 CxarctanC

1

x
arctan

1

1
I  , 

do đó 






















 122212222223 I

8

3

)1x(8

x3

)1x(4

x
I

2

1

)1x(2

x

4

3

)1x(

x
.

4

1
I

4
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)1x(
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4

1
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Cxarctan
8

3

)1x(8

x3

)1x(4

x
222







 

(b) 
















  222222222

)10x2x(

dx

)10x2x(

dx)2x2(

2

3
dx

)10x2x(

)32()2x2(
2

3

)10x2x(

dx)2x3(
J  

 






2222

2

9)1x(

dx

)10x2x(

)10x2x(d

2

3
, đối với tích phân thứ nhất đổi biến z = x2 + 2x + 10  dz 

= (2x + 2)dx, còn đối với tích phân thứ hai đổi biến t = x + 1  dt = dx, do đó 

    


















 12222

1

222

2

2222
)3t(

t

)12.(3.2

1
z

2

3

3t

dt
dzz

2

3

9t

dt

z

dz

2

3
J  

C
3

t
arctan

3

1
.

18

1

)9t(18

t

z2

3

3t

dt

22.2

32.2

3

1
2222












 , trở về biến cũ, ta được 

C
3

1x
arctan

54

1

)10x2x(18

1x

)10x2x(2

3

)10x2x(

dx)2x3(
J

22222 














   

4.1.3.2. Tính tích phân các phân thức hữu tỷ nhờ phân tích thành các phân thức hữu tỷ đơn giản 

nhất 

Trước khi lấy tích phân phân thức hữu tỷ 
)x(Q

)x(P
 cần thực hiện các phép biến đổi và phép tính đại 

số sau: 

(1) Nếu 
)x(Q

)x(P
là phân thức hữu tỷ không thực sự thì thực hiện phép chia P(x) cho Q(x), kết quả 

nhận được có dạng ,
)x(Q

)x(P
)x(M

)x(Q

)x(P 1  trong đó M(x) là đa thức, còn 
)x(Q

)x(P1  là phân thức hữu tỷ 

thực sự; 

(2) Phân tích mẫu số của phân thức ra các thừa số tuyến tính và bậc hai: Q(x) = (x – a)m
…(x2 + 

px + q)n…, trong đó ,0q
4

p2

 tức là tam thức bậc hai x2 + px + q không có nghiệm thực (hay có 

nghiệm liên hợp phức); 

(3) Phân tích phân thức hữu tỷ thực sự ra các phân thức đơn giản nhất: 
2

211

)ax(

A

ax

A

)x(Q

)x(P
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...
)qpxx(

CxB

)qpxx(

CxB
...

)qpxx(

CxB

qpxx

CxB

)ax(

A

)ax(

A
...

n2

nn

1n2

1n1n

22

22

2

11

m

m

1m

1m 
































  

(4) Tìm các hệ số Ak, Bk và Ck bằng phương pháp hệ số bất định. 

(5) Cuối cùng, việc tính tích phân tích phân của phân thức 
)x(Q

)x(P
được đưa về việc tính tích phân 

đa thức M(x) và các phân thức hữu tỷ đơn giản nhất. 

Khi phân tích mẫu số Q(x) của phân thức ra các thừa số tuyến tính và bậc hai thì có 4 trường 

hợp: 

Trường hợp 1. Q(x) chỉ có các nghiệm thực khác nhau, tức là Q(x) được phân tích ra các thừa số 

bậc nhất không lặp lại. 

Trường hợp 2. Q(x) chỉ có các nghiệm thực, trong đó có một số là nghiệm bội, tức là Q(x) được 

phân tích ra các thừa số bậc nhất và một số thừa số đó được lặp lại. 

Trường hợp 3. Q(x) có các nghiệm phức đơn, tức là trong khai triển của Q(x) có chứa thừa số 

bậc hai không lặp. 

Trường hợp 4. Q(x) có các nghiệm phức bội, tức là trong khai triển của Q(x) có chứa thừa số bậc 

hai lặp. 

Ví dụ 4.1.3.2.1. Tính tích phân ,dx
)4x)(2x)(1x(

6x2x 2

 


nghiệm của Q(x) thuộc Trường hợp 1 

)4x)(2x)(1x(

)C2B4A8()C3B5A6(x)CBA(

4x

C
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A

)4x)(2x)(1x(

6x2x 22
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7B

3A

6C2B4A8

2C3B5A6

1CBA











  dx

2x

dx
7dx
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dx
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)4x)(2x)(1x(

6x2x 2

 

C
)2x(

)4x()1x(
lnC4xln52xln71xln3dx

4x

dx
5

7

53







  

Ví dụ 4.1.3.2.2. Tính tích phân ,dx
)3x()1x(

1x
3

2

 


 nghiệm của Q(x) thuộc Trường hợp 2 
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dx

8

3

1x

dx
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323

 

C
3x

1x
ln

32

5

)1x(4
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)1x(8

3
1xln
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Ví dụ 4.1.3.2.3. Tính tích phân  



,

)1xx)(1x(x

dx

xx

dx
2225

 nghiệm của Q(x) thuộc 

Trường hợp 3. 
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Ví dụ 4.1.3.2.4. Tính tích phân ,dx
)1x(

x2x
22

3

 


 nghiệm của Q(x) thuộc Trường hợp 4 
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22222
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4.1.4. Tính tích phân các hàm vô tỷ đơn giản nhất 

4.1.4.1. Tính tích phân dạng 













 ,dx,...)bax(,)bax(,xR 2

2

1

1

n

m

n

m

 trong đó R là phân thức hữu tỷ 

đối với các biến ,...)bax(,)bax(,x 2

2

1

1

n

m

n

m

 ; mk, nkZ. Phép đổi biến ax + b = ts với s = BSCNN(n1, n2, 

…) sẽ biến đổi hàm lấy tích phân thành phân thức hữu tỷ đối với biến t. 

Ví dụ 4.1.4.1. Tính tích phân 




2

1

3

2

)1x2()1x2(

dx
I  

Bài giải Ta thấy n1 = 3 và n2 = 2 nên BSCNN(n1,n2) = 6, do đó dùng phép thế 2x + 1 = t6
, suy ra 

)1t(
2

1
x 6  và dx = 3t5dt 




















  dt
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1
1t3

1t
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I
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3
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C11x2ln31x231x2
2

3
C1tln3t3t

2
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4.1.4.2. Tính tích phân dạng 


.
cbxax

dx

2
 Để tính tích phân loại này, ta tách bình phương đủ 

của tam thức bậc hai ax2 + bx + c, rồi đưa về tích phân cơ bản (15) hoặc (16). 

Ví dụ 4.1.4.2. Tính các tích phân (a) 



5x2x

dx
I

2
, (b) 




1x4x3

dx
I

2
 

Bài giải (a) C5x2x1xln
4)1x(

)1x(d

5x2x

dx
I 2

22








   do áp dụng tích 

phân cơ bản (16). 

(b) 




































  C

3

1
3

2
x

arcsin
3

1

3

2
x

3

1

3

2
xd

3

1

1x4x3

dx
I

222
 

C)2x3arcsin(
3

1
  do áp dụng tích phân cơ bản (15). 

4.1.4.3. Tính tích phân dạng 



.dx

cbxax

BAx

2
 Để tính tích phân loại này, ta tách tử số Ax + B 

ra đạo hàm của tam thức bậc hai ax2 + bx + c và phân tích tích phân này thành tổng của hai tích phân: 

J
a2

Ab
BI

a2

A
dx

cbxax

a2

Ab
B)bax2(

a2

A

dx
cbxax

BAx

22


























  

trong đó 











 C)cbxax(

1
2

1

1
)cbxax(d)cbxax(

cbxax

)cbxax(d
I

1
2

1

222

1

2

2

2

 

Ccbxax2 2  và 



cbxax

dx
J

2
 là dạng tích phân 4.1.4.2. đã xét ở trên. 

Ví dụ 4.1.4.3. Tính các tích phân (a) 



 dx

1x8x2

3x5
I

2
, (b) 




 dx

8x6x

4x3
I

2
 

Bài giải 

(a) 
















 

1x8x2

dx
13
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dx)8x4(

4

5
dx

1x8x2

13)8x4(
4

5

dx
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I

2222
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)2x(

)2x(d
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2

1
x4x
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2

13

1x8x2

)1x8x2(d

4

5

2
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2
2
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2

7
)2x(2xln

2

13
1x8x2

2

5

2

7
)2x(

)2x(d

2

13
1x8x2

2

5 22

2

2  

C
2

1
x4x2xln

2

13
1x8x2

2

5 22   do áp dụng các tích phân cơ bản (12), (16). 

(b) 








  dx

8x6x

13)6x2(
2

3

dx
8x6x

4x3
I

22
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  222

2

22 )3x(1

)3x(d
13

8x6x

)8x6x(d

2

3

8x6x

dx
13

8x6x

dx)6x2(

2

3
 

C)3xarcsin(138x6x3C
1

3x
arcsin138x6x3 22 


  do áp dụng các tích 

phân cơ bản (12), (15). 

4.1.4.4. Tính tích phân dạng 


.
cbxax)x(

dx

2
 Phép đổi biến 

t

1
x   sẽ đưa dạng tích 

phân này về dạng tích phân 4.1.4.2. đã xét ở trên. 

Ví dụ 4.1.4.4. Tính các tích phân (a) 



1x2x5x

dx
I

2
, (b) 




3x2x)1x(

dx
I

2
 

Bài giải 

(a) ,
1x2x5x

dx
I

2


  đặt 
t

1
x   hay 



 
1

t

2

t

5

t

1

t

dt

I
t

dt
dx

x

1
t

2

2

2
 












  C4)1t(1tln
4)1t(

)1t(d

5t2t

dt

1
t

2

t

5

t

1

t

dt

I 2

22

2

2

 

C
x

1x2x5x1
lnC5

x

2

x

1
1

x

1
lnC5t2t1tln

2

2

2 


  do áp 

dụng tích phân cơ bản (16). 

(b) ,
3x2x)1x(

dx
I

2


  đặt 
2t

dt
dx

t

1
1x

t

1
1x   và 

1x

1
t


 , do đó 





























  C
4

1
ttln

2

1

4

1
t

dt

2

1

1t4

dt

3
t

1
12

t

1
1

t

1

t

dt

I 2

2
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C
)1x(2

3x2x2
ln

2

1
C

4

1

1x

1

1x

1
ln

2

1 22



















  

4.1.4.5. Tính tích phân dạng 


,
cbxax

dx)x(P

2

n trong đó Pn(x) là đa thức bậc n. Tích phân này tính 

được nhờ đồng nhất thức ,
cbxax

dx
cbxax)x(Q

cbxax

dx)x(P

2

2

1n
2

n







 trong đó Qn-1(x) 

là đa thức bậc n – 1 với hệ số bất định, còn  là một số thực. Bây giờ lấy đạo hàm đồng nhất thức trên 

và quy đồng mẫu số, ta sẽ nhận được đẳng thức của hai đa thức mà từ đó có thể xác định các hệ số của 

đa thức Qn-1(x) và số . 

Ví dụ 4.1.4.5. Tính tích phân 



 dx

2x2x

4x3x2x
I

2

23

 

Bài giải Ở đây n = 3 nên đồng nhất thức tương ứng là 









2x2x

dx
2x2x)bxbxb(dx

2x2x
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2
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01

2

2
2

23
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Đạo hàm hai vế đồng nhất thức này ta được 

2x2x2x2x

1x
)bxbxb(2x2x)bxb2(

2x2x

4x3x2x

22
01

2

2

2

12
2

23
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2

2

12

23  
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2x2x

dx

2

5
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2

7

2

x
x

3

1
I

25
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61b

31b

4bb2
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01
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  2x2x

2

7

2

x
x

3

1

1)1x(

)1x(d

2

5
2x2x

2

7

2

x
x

3

1 22

2

22

C2x2x1xln
2

5
2x2x

2

7

2

x
x

3

1
C1)1x(1xln

2

5 2222 







  

4.1.4.6. Tính tích phân nhị thức vi phân   ,dx)bxa(x pnm trong đó m, n, pQ. Nhà toán học 

Tsebusep đã chứng minh, tích phân này xác định được chỉ trong 3 trường hợp sau: 

(1) pZ, khi đó đặt x = ts với s là BSCNN của mẫu số của các số hữu tỷ m, n; tích phân sẽ được 

đưa về tích phân của hàm số hữu tỷ; 

(2) ,Z
n

1m



 khi đó phép đổi biến a + bxn = ts với s là mẫu số của phân số p, sẽ biến đổi tích 

phân thành tích phân của hàm hữu tỷ; 

(3) ,Zp
n

1m



 khi đó, để đưa về tích phân của hàm hữu tỷ, dùng phép đổi biến ax-n + b = ts 

với s là mẫu số của phân số p. 

Ví dụ 4.1.4.6. Tính các tích phân 

(a)
 

,
1xx

dx
I

10
4




  (b) ,
xa)xa(

dxx
I

2222

3




  (c) 



24 x1x

dx
I  

Bài giải 

(a) Viết hàm lấy tích phân dưới dạng   ,1xx1xx

10

4

1

2

1
10

4


















  nên p = -10 là số nguyên, 

2

1
m   và 

4

1
n  . Do đó tích phân này xác định được vì nó thuộc trường hợp đầu tiên của tích phân 

nhị thức vi phân, nên ta sử dụng phép đổi biến x = t4 (4 là BSCNN của mẫu số của các phân số m và 

n). Khi đó dx = 4t3dt và 
   










  10102

3

10
4 )1t(

tdt
4

11t

dtt4

1xx

dx
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 dt)1t(4dt)1t(4
)1t(

dt
4

)1t(

dt)1t(
4

)1t(

dt)11t(
4

)1t(

dt)11t(
4 109

10101010
 

C
)1t(9

1

)1t(8

1
)1t(d)1t(4)1t(d)1t(4
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 , trở về biến cũ, ta được 

     
C

1x9

4

1x2

1

1xx

dx
I

9
4

8
4

10
4










  . 
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(b) Viết hàm lấy tích phân dưới dạng 
 

  2

3
223

2222

3

xax
xaxa

x 



 nên m = 3, n = 2 và 

2

3
p  , suy ra 2

2

13

n

1m






là số nguyên. Do đó tích phân này xác định được vì nó thuộc trường 

hợp thứ hai của tích phân nhị thức vi phân, nên ta sử dụng phép đổi biến a2 – x2 = t2 (2 là mẫu số của 

phân số p). Khi đó xdx = -tdt và x2 = a2 – t2   
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(c) Viết hàm lấy tích phân dưới dạng   2

1
24
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x1x

x1x

1  


 nên m = -4, n = 2 và 
2

1
p  , 

suy ra 2
2

1

2

14
p

n

1m






là số nguyên. Do đó tích phân này xác định được vì nó thuộc 

trường hợp thứ ba của tích phân nhị thức vi phân, nên ta sử dụng phép đổi biến x-2 +1 = t2 (-2 = -n và 2 

là mẫu số của phân số p). Khi đó x-3dx = -tdt và 
1t
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4.1.5. Tính tích phân các hàm lượng giác 

4.1.5.1. Tính tích phân dạng  ,dx)xcos,x(sinR trong đó R là phân thức hữu tỷ. Các tích phân 

dạng này được đưa về tích phân của phân thức hữu tỷ nhờ phép đổi biến lượng giác vạn năng 

2

x
tant  , suy ra ,

t1

t2
xsin

2
 ,

t1

t1
xcos

2

2




 x = 2arctant và .

t1

tdt2
dx

2
  

Cần lưu ý rằng, phép đổi biến vạn năng 
2

x
tant   trong nhiều trường hợp đưa đến việc tính toán 

phức tạp vì khi đó các hàm số sinx, cosx được biểu diễn qua t dưới dạng phân thức hữu tỷ chứa t2. 

Trong một số trường hợp đặc biệt, việc tìm tích phân dạng  dx)xcos,x(sinR có thể đơn giản 

hơn: (1) Nếu R(sinx,cosx) là hàm lẻ đối với sinx, tức là R(-sinx,cosx) = -R(sinx,cosx) thì dùng phép 

đổi biến t = cosx; (2) Nếu R(sinx,cosx) là hàm lẻ đối với cosx, tức là R(sinx,-cosx) = -R(sinx,cosx) thì 

dùng phép đổi biến t = sinx; (3) Nếu R(sinx,cosx) là hàm chẵn đối với sinx và cosx, tức là R(-sinx,-

cosx) = R(sinx,cosx) thì dùng phép đổi biến t = tanx. 

Ví dụ 4.1.5.1. Tính các tích phân (a) ,
5xcos3xsin4

dx
 

 (b) ,
x2cos

dx)xsinx(sin 3




 

(c) ,dx
xsinxsin

xcosxcos
42

53

 


 (d)   xcosxcosxsin2xsin

dx
22

 

Bài giải 

(a) Đổi biến
2

x
tant   ,

t1

t2
xsin

2


2

2

t1

t1
xcos




 và .

t1

tdt2
dx

2
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Do đó 
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5xcos3xsin4
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)2t(

)2t(d
2








 , trở về biến cũ ta được .C

2
2

x
tan

1

5xcos3xsin4

dx





  

(b) Hàm lấy tích phân là lẻ đối với sinx vì
x2cos

xsinxsin

x2cos

)xsin(xsin 33 



 nên ta dùng phép 

đổi biến t = cosx, suy ra sin2x = 1 – t2, cos2x = 2cos2x – 1 = 2t2 – 1, dt = -sinxdx. Do đó  
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  trở về biến cũ ta được 
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1xcos2

1xcos2
ln

24
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xcos

x2cos

dx)xsinx(sin 3








 . 

(c) Hàm lấy tích phân là lẻ đối với cosx vì
xsinxsin

xcosxcos

xsinxsin

)xcos()xcos(
42

53

42

53









 nên ta dùng 

phép đổi biến t = sinx, suy ra cos2x = 1 – sin2x = 1 – t2, cosxdx = dt. Do đó 

  


























 dt
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xsinxsin
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,Ctarctan6
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dt
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2dt
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   trở về biến cũ ta được 

C)xarctan(sin6
xsin

2
xsindx

xsinxsin

xcosxcos
42
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 . 

(d) Hàm lấy tích phân là chẵn đối với cả sinx và cosx vì 

 
xcosxcosxsin2xsin

1

)xcos()xcos)(xsin(2)xsin(

1
2222 




 nên ta dùng phép đối biến 

t = tanx, suy ra ,
t1

t

xtan1

xtan
xsin
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xtan1
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  x = arctant và 
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4.1.5.2. Tính tích phân dạng  dxcosxsin nm trong hai trường hợp (1) Ít nhất một trong các số m 

hoặc n là số lẻ dương, nếu n là số lẻ dương thì dùng phép đổi biến t = sinx, còn nếu m là số lẻ dương 

thì dùng phép đổi biến t = cosx; (2) Cả hai số m, n đều là số chẵn dương, khi đó biến đổi hàm số lấy 

tích phân nhờ các công thức lượng giác: ,x2sin
2

1
xcosxsin  ),x2cos1(

2

1
xsin 2   

).x2cos1(
2

1
xcos2   

Ví dụ 4.1.5.2. Tính các tích phân (a) ,xdxcosxsin 54

 (b) ,
xcosxcos

xdxsin
3

3

  (c)  xdxcosxsin 22  

Bài giải 

(a) Vì n là số lẻ dương nên ta dùng phép đổi biến t = sinx nên dt = d(sinx), do đó  

  dtt)t1(t)x(sind)xsin1.(xsin)xdx(cosxcos.xsinxdxcosxsin 2242244454  

,C
9

t

7

t2

5

t
dttdtt2dtt

975
864    trở về biến cũ ta được 

C
9

xsin

7

xsin2

5

xsin
xdxcosxsin

975
54  . 

(b) Vì m là số lẻ dương nên ta dùng phép đổi biến t = cosx nên dt = -sinxdx, do đó 

 


dtt)t1()xdx(sinxcos)xcos1()xdx(sinxcosxsin
xcosxcos

xdxsin
3
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23

4

23
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t3dttdtt 3 2
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  trở về biến cũ ta được 

.Cxcosxcos
5

1

xcos

1
3

xcosxcos

xdxsin 3 2

33

3









  

(c) Cả hai số m, n đều là số chẵn dương nên ta sử dụng các công thức hạ bậc, do đó ta biến đổi 

hàm lấy tích phân như sau 







 )x4cos1(

8

1
x2sin

4

1
x2sin

2

1
)xcosx(sinxcosxsin 2

2

222  

.C
32

x4sin

8

x
)x4(xd4cos

32

1

8

x
xdx4cos

8

1
dx

8

1
dx)x4cos1(

8

1
xdxcosxsin 22    

4.1.5.3. Tính tích phân dạng  xdxtanm và  ,xdxcotm trong đó m là số nguyên dương. Khi đó, 

ta dùng các công thức lượng giác 1
xcos

1
xtan

2

2   hoặc 1
xsin

1
xcot

2

2   để hạ liên tiếp bậc của 

hàm số tan hoặc cot. 

Ví dụ 4.1.5.3. Tính các tích phân (a) ,dxtan7

  (b)  xdxcot6  

Bài giải 

(a) 
















  xdxtan

xcos

dx
xtandx1

xcos

1
xtanxdxtan.xtandxtan 5

2

5

2

5257  









  dx1

xcos

1
xtan

6

xtan
xdxtan.xtan)x(tanxdtan

2

3
6

235  
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  xdxtanxtan)x(tanxdtan

6

xtan
xdxtan

xcos

dx
xtan

6

xtan 23
6

3

2

3
6

 


















  xdxtan

xcos

dx
xtan

4

xtan

6

xtan
dx1

xcos

1
xtan

4

xtan

6

xtan
2
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2
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Cxcosln
2

xtan

4
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6

xtan
xdxtan)x(tanxdtan

4

xtan

6

xtan 24646
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(b) 
















  xdxcot
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dx
xcotdx1

xsin

1
xcotxdxcot.xcotxdxcot 4

2

4

2

4246  









  dx1

xsin

1
xcot

5

xcot
xdxcotxcot)x(cotxdcot

2

2
5

224


















  dx1

xsin

1
)x(cotxdcot

5

xcot
xdxcotdx

xsin

dx
xcot

5

xcot
2

2
5

2

2

2
5

 

.Cx
2

xcot

3

xcot

5

xcot
x)x(cotd

3

xcot

5

xcot
dx

xsin

dx

3

xcot

5

xcot 23535

2

35

   

4.1.5.4. Tính tích phân dạng  dx
xcos

xtan
n

m

và  ,dx
xsin

xcot
n

m

trong đó n là số dương chẵn. Khi đó, ta 

dùng các công thức lượng giác xtan1
xcos

1 2

2
  hoặc xcot1

xsin

1 2

2
 để biến đổi hàm số lấy tích 

phân. 

Ví dụ 4.1.5.4. Tính các tích phân (a) ,dx
xcos

xtan
6

4

  (b)  dx
xsin

1
4

 

Bài giải 

(a) 
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1
.xtan
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dx
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xcos

1
.xtandx

xcos

xtan
2

2

4

24
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  )x(tand)xtanxtan2x(tan)x(tand)xtan1.(xtan 864224  

.C
5

xtan

7

xtan2

9

xtan
)x(tanxdtan)x(tanxdtan2)x(tanxdtan

579
864    

(b) 







  )x(cotd)xcot1(

xsin

dx
)xcot1(dx

xsin

1
.

xsin

1
dx

xsin

1 2

2

2

224
 

.C
3

xcot
xcot)x(cotxdcot)x(cotd

3
2    

4.1.5.5. Tính tích phân dạng   
xcos

dx
I

1n21n2 và    ,
xsin

dx
J

1n21n2  khi đó, ta chứng minh được 

hai công thức truy hồi tương ứng sau đây: 

1n2n21n21n2 I
n2

1
1

xcos

xsin
.

n2

1

xcos

dx
I  








   với C

42

x
tanln

xcos

dx
I1 







 
   

1n2n21n21n2 J
n2

1
1

xsin

xcos
.

n2

1

xsin

dx
J  








   với C

2

x
tanln

xsin

dx
J1    

Ví dụ 4.1.5.5. Tính tích phân  xsin

dx
5

 

Bài giải Áp dụng công thức truy hồi J2n+1 với 2n + 1 = 5  n = 2: 
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12.22.212.212.25 J
2.2

1
1

xsin

xcos
.

2.2

1

xsin

dx
JJ  








   hay 








  3455 J

4

1
1

xsin

xcos
.

4

1

xsin

dx
J  

34
J

4

3

xsin

xcos
.

4

1
  với 1211.21.211.233 J

2

1

xsin

xcos

2

1
J

1.2

1
1

xsin

xcos
.

1.2

1

xsin

dx

xsin

dx
J 








   

với C
2

x
tanln

xsin

dx
J1   .C

2

x
tanln

8

3

xsin8

xcos3

xsin4

xcos

xsin

dx
245

   

4.1.5.6. Tính tích phân dạng  ,dx)nxcos().mxsin(  dx)nxcos().mxcos( và  .dx)nxsin().mxsin(  

Khi đó, các công thức lượng giác:  )sin()sin(
2

1
cos.sin  , 

 )cos()cos(
2

1
cos.cos  ,  )cos()cos(

2

1
sin.sin   cho khả năng biểu 

diễn tích các hàm lượng giác dưới dạng tổng. 

Ví dụ 4.1.5.6. Tính các tích phân (a) ,xdx5cos.x2sin  (b)  dx
4

x
cos.

2

x
cos.xcos  

Bài giải 

(a)     xdx3sin
2

1
xdx7sin

2

1
dx)x3sin(x7sin

2

1
xdx5cos.x2sin  

.C
6

x3cos
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)x3(xd3sin
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1
.

2

1
)x7(xd7sin
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1
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2
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(b) 
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.C
4

x
sin

4

x3
sin

3

1

4

x5
sin

5

1

4

x7
sin

7

1
  

4.1.5.7. Tính tích phân dạng   ,dxxa,x(R 22

  ,dxxa,x(R 22 và   ,dxax,x(R 22  trong 

đó R là phân thức hữu tỷ, được đưa về các tích phân của hàm hữu tỷ đối với sint và cost bằng các phép 

đổi biến lượng giác thích hợp; 

- Đối với dạng    dxxa,xR 22 thì dùng phép đổi biến x = asinu hoặc x = acosu 

- Đối với dạng    dxxa,xR 22 thì dùng phép đổi biến x = atanu hoặc x = acotu 

- Đối với dạng    dxax,xR 22 thì dùng phép đổi biến 
ucos

a
x   hoặc 

usin

a
x   

Ví dụ 4.1.5.7. Tính các tích phân (a) ,dx
x

xa 22




 (b) ,
xax

dx

22


 (c) 


dx
ax

x

22

2

 

Bài giải 

(a) Đặt x = asinu  dx = acosudu và 





 uducosa
usina

usinaa
dx

x

xa 22222

 




  Cucosa
2

u
tanlnaudusina

usin

du
adu

usin

usin1
adu

usin

ucos
a

22
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Cucosa
ucos1

usin
lna 


vì ,

ucos1

usin

2

u
cos2

2

u
cos

2

u
sin2

2

u
cos

2

u
sin

2

u
tan

2 
  trở về biến cũ ta được 
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lnadx
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(b) Đặt x = atanu du
ucos

a
dx

2
 và 





 usin

du
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1

utanaa.utana

du
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a

xax

dx
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u
tanln
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  trở về biến cũ ta được .C

x

axa
ln

a

1

xax

dx 22

22






  

(c) Đặt 
ucos

a
x  du

ucos

usina
dx

2
 và  

 ucos

du
adx

ax

x
3

2

22

2

, bây giờ áp dụng công thức 

truy hồi 1n2n21n21n2 I
n2

1
1

ucos

usin
.

n2

1

ucos

du
I  








   với n = 1 và C

42

u
tanln

ucos

du
I1 







 
   

ta được ,C
42

u
tanln

2

1

ucos

usin
.

2

1
I

2

1
1

ucos

usin
.

2

1

ucos

du
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   do đó 
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 trở về biến cũ ta được 
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axx
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a
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x
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ax

x 222
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4.2. Tích phân xác định 

4.2.1. Bài toán tính diện tích hình thang cong, định nghĩa tính phân xác định 

 

Giả sử hàm số y = f(x) xác định trên [a,b]. Xét hình thang cong AabB là hình giới hạn bởi đồ thị 

hàm số y = f(x), các đường thẳng x = a, x = b và y = 0 (trục hoành Ox). Làm thế nào để tính được diện 

tích S của hình thang cong này? 

 

Muốn vậy, ta chia [a,b] thành n đoạn bởi các điểm a = x0 < x1 < x2 < … < xn-1 < xn = b có độ dài 

của mỗi đoạn là tùy ý, trên từng đoạn [xi-1,xi] có độ dài i = xi – xi-1 chọn một điểm i tùy ý. 
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Bây giờ, từ các điểm xi (0  i  n) ta kẻ các đường thẳng x = xi, và như vậy, ta đã chia hình 

thang cong AabB thành n hình thang cong nhỏ Pi-1xx-1xiPi (1  i  n) có đáy xi (1  i  n). Do đó, nếu 

ký hiệu diện tích của hình thang cong AabB là S và diện tích của hình thang cong nhỏ thứ i là Si thì 

.x)(fSS
n

1i

ii

n

1i

i 


  Về mặt hình học, ta thấy rằng: n càng lớn thì diện tích S của hình thang cong 

AabB tính được bằng công thức trên càng chính xác. 

Định nghĩa. Tổng nn2211

n

1i

ii x)(f...x)(fx)(fx)(f 


được gọi là tổng tích phân 

của hàm số y = f(x) trên [a,b]. Giới hạn của tổng tích phân 





n

1i

ii
0xmax

x)(flim
i

được gọi là tích phân 

xác định của hàm số y = f(x) trên [a,b] và ký hiệu là 
b

a

dx)x(f . Khi đó, ta nói rằng hàm số f(x) khả tích 

trên [a,b], trong đó [a,b] là khoảng lấy tích phân, a là cận dưới và b là cận trên của tích phân, x là biến 

số lấy tích phân, f(x) là hàm số lấy tích phân và f(x)dx là biểu thức dưới dấu tích phân. 

4.2.2. Các lớp hàm khả tích 

Định lý. (1) Nếu f(x) liên tục trên [a,b] thì f(x) khả tích trên [a,b]; (2) Nếu f(x) bị chặn trên [a,b] 

và có một số hữu hạn điểm gián đoạn trên [a,b] thì f(x) khả tích trên [a,b]; (3) Nếu f(x) bị chặn và đơn 

điệu trên [a,b] thì f(x) khả tích trên [a,b]. 

Các nhà toán học đã chứng minh được rằng, giới hạn 





n

1i

ii
0xmax

x)(flim
i

tồn tại hữu hạn đối với 

các lớp hàm khả tích, không phụ thuộc vào độ dài của xi và cách chọn i trên đoạn [xi-1,xi]. 

4.2.3. Các tính chất cơ bản của tích phân xác định 

(1)  

a

b

b

a

dx)x(fdx)x(f  

(2) 0dx)x(f

a

a

  

(3)  

b

c

c

a

b

a

dx)x(fdx)x(fdx)x(f  

(4)  

b

a

b

a

dx)x(fCdx)x(Cf (C là hằng số) 

(5)    

b

a

2

b

a

1

b

a

21 dx)x(fdx)x(fdx)x(f)x(f  

(6) Nếu m  f(x)  M trên [a,b] thì )ab(Mdx)x(f)ab(m

b

a

  trên [a,b] 

4.2.4. Các quy tắc tính tích phân xác định 

(1) Công thức Newton – Leibniz: ),a(F)b(F)x(Fdx)x(f
b

a

b

a

  trong đó F(x) là nguyên hàm 

của f(x), tức là F’(x) = f(x). 
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Từ công thức Newton – Leibniz suy ra rằng, tích phân 
b

a

dx)x(f không phụ thuộc vào ký hiệu 

biến số lấy tích phân, chẳng hạn  

b

a

b

a

dt)t(fdx)x(f  vì cả hai tích phân này đều bằng F(b) – F(a). 

(2) Tích phân từng phần: ,vduuvudv

b

a

b

a

b

a

   trong đó u = u(x), v = v(x) là các hàm số liên tục 

và khả vi trên [a,b]. 

(3) Đổi biến:   ,dt)t(')t(fdx)x(f

b

a






 trong đó x = (t), ’(t) và f[(t)] là các hàm số liên tục 

trên [,], a = (), b = (). 

(4) Nếu f(x) là hàm số lẻ, tức là f(-x) = -f(x), thì ;0dx)x(f

a

a




 nếu f(x) là hàm số chẵn, tức là f(-

x) = f(x), thì .dx)x(f2dx)x(f

a

0

a

a

 


 

(5) Nếu f(x) là hàm số liên tục và tuần hoàn với chu kỳ T > 0, tức là f(x+T) = f(x), 

thì .dx)x(fdx)x(f

T

0

Ta

a

 



 

Ví dụ 4.2.1. Chứng minh quy tắc (4) 

- Giả sử hàm số f(x) là hàm số lẻ, khi đó ta đổi biến t = -x









axkhiat

axkhiat
 , dt = -dx và 

f(t) = f(-x) = -f(x), do đó 0dx)x(fdx)x(fdx)x(fdt)t(f)dt).(t(fdx)x(f

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

 






 

- Giả sử hàm số f(x) là hàm số chẵn, khi đó ta đổi biến t = -x









0xkhi0t

axkhiat
 , dt = -dx 

và f(t) = f(-x) = f(x), do đó  


a

0

a

0

0

a

0

a

0

a

dx)x(fdt)t(fdt)t(f)dt).(t(fdx)x(f  

 


a

0

a

0

a

0

a

0

0

a

a

a

dx)x(f2dx)x(fdx)x(fdx)x(fdx)x(fdx)x(f  

Ví dụ 4.2.2. Tính các tích phân (a) 
1

0

2 ,dxxI (b) 


 

b

a

dxxI với R, 0 < a < b bằng định nghĩa 

và bằng quy tắc. 

Bài giải. (a) Theo định nghĩa, để tính I ta lập tổng tích phân của hàm số f(x) trên [0,1]. Ở đây 

f(x) = x2, a = 0, b = 1; ta chia đoạn [0,1] thành n phần bằng nhau, khi đó 
n

1

n

01

n

ab
x i 





  (1  i 

 n) và 
n

i
x i  (0  i  n). Bây giờ ta chọn i = xi (1  i  n), suy ra 

2

ii
n

i
)x(f)(f 








 (1  i  n) nên 
























 6

)1n2)(1n(n

n

1
limi

n

1
lim

n

1
.

n

i
limx)(flimdxxI

3n

n

1i

2

3n

n

1i

2

0x

n

1i

ii
0xmax

1

0

2

ii

 

  
3

1
0201

6

1

n

1
lim2

n

1
lim1

6

1

n

1
2

n

1
1

6

1
lim

nnn
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Theo quy tắc tính tích phân xác định ta được ngay 
3

1

3

0

3

1

3

x
dxxI

33
1

0

31

0

2    

(b) Tính I bằng định nghĩa. Ở đây f(x) = x, ta chia đoạn [a,b] thành n phần bởi các điểm tạo 

thành một cấp số nhân có số hạng đầu tiên là a và công bội q: x0 = a, x1 = x0q = aq, x2 = x1q = aq2, …, 

xi = xi-1q = aqi, …, xn = xn-1q = aqn
 = b, suy ra n

a

b
q  và  1iii xxx  aqi – aqi-1 = aqi-1(q – 1) (1  

i  n), do đó maxxi  0 khi q  1. Bây giờ ta chọn i = xi-1 = aqi-1 (1  i  n), suy 

ra ,qa)aq(x)x(f)(f )1i(1i

1i1ii



   do đó  






n

1i

1i)1i(
n

1i

ii )1q(aqqax)(f  

     







n

1i

1i11
n

1i

)1i)(1(11n12111 q)1q(aq)1q(a)q(...)q(q1)1q(a  

     
1q

1q
ab

q1

a

b
1

)1q(a
q1

q1
)1q(a

q1

q1
)1q(a

1

11

1

1

1

1

1n
1

1

n1
1


















































 

      































q)1(

1
limab

1q

1q
limab

1q

1q
ablimx)(flim

1q

11
)'L(

11q

11

1

11

1q

n

1i

ii
0xmax i

 

 
1

ab

qlim)1(

1
ab

11

1q

11















  

Tính I bằng quy tắc. 
1

ab

1

x
dxxI

11
b

a

1b

a











   

Nhận xét: Khi  = 2, a = 0 và b = 1 thì I
3

1

12

01
dxxI

12121

0

2

2 







  ở (a). 

Ví dụ 4.2.3. Tìm giới hạn n
n

Slim


với 





1n

1i

4

5n i
n

1
S bằng cách xây dựng tổng tích phân của hàm số 

thích hợp. 

Bài giải. Ta thấy 
n

1
.

n

i

n

1
.

n

i

n

1
i

n

1

n

1
S

n

1 n

1i

41n

1i

41n

1i

4

5n 



























  là tổng tích phân của hàm 

số f(x) = x4 trên [0,1]. Thật vậy, ta chia đoạn [0,1] thành n phần bằng nhau, khi đó 

n

1

n

01

n

ab
x i 





  (1  i  n) và 

n

i
x i  (0  i  n). Bây giờ ta chọn i = xi (1  i  n), suy ra 

4

ii
n

i
)x(f)(f 








 (1  i  n) nên n

n

1i

4n

1i

ii S
n

1

n

1
.

n

i
x)(f 








 



 

n
n

n
n

n
nn

n
n

n

1i

ii
0x

n

1i

ii
0xmax

SlimSlim0Slim
n

1
limS

n

1
limx)(flimx)(flim

ii 















   

Mặt khác, theo định nghĩa thì 
5

1

5

x
dxxx)(flim

1

0

51

0

4
n

1i

ii
0xmax i

 



, do đó 

5

1
Slim n

n



 

4.2.5. Các ứng dụng của tích phân xác định 

4.2.5.1. Tính diện tích các hình phẳng 
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Từ kết quả của bài toán tính diện tích hình thang cong và định nghĩa tính phân xác định ta thấy, 

nếu f(x)  0 thì tích phân 
b

a

dx)x(f là diện tích S của hình thang cong giới hạn bởi đường y = f(x) và 

các đường thẳng x  = a, x = b, y = 0. Trong trường hợp tổng quát thì .dx)x(fS

b

a

  

Diện tích của hình phẳng giới hạn bởi hai đường cong y = f1(x) và y = f2(x) [f1(x)  f2(x)] và hai 

đường thẳng x = a, x = b được tính theo công thức   .dx)x(f)x(fS

b

a

21   Trong trường hợp tổng quát 

thì .dx)x(f)x(fS

b

a

21   

Nếu đường cong được cho bởi phương trình tham số 








)t(y

)t(x
 thì diện tích S của hình thang 

cong giới hạn bởi đường cong này, các đường thẳng x = a, x = b và đoạn [a,b] của trục Ox được tính 

bằng công thức ,dt)t(')t(S
2

1

t

t

  trong đó t1 và t2 được xác định từ phương trình a = (t1) và phương 

trình b = (t2), với (t), (t) và ’(t) là các hàm liên tục trên [t1,t2]. 

Nếu đường cong được cho bởi phương trình r = r() trong tọa độ cực (r,) thì diện tích S của 

hình quạt cong giới hạn bởi hai tia  = ,  =  ( < ) và cung AB của đường cong r = r(), trong đó 

r() là hàm số liên tục trên [,], được tính bằng công thức .d)(r
2

1
S 2






  

Xem các ví dụ trong [1]. 

4.2.5.2. Tính độ dài cung của đường cong phẳng 

Nếu đường cong y = f(x) liên tục trên [a,b] và đạo hàm f’(x) của nó cũng liên tục trên [a,b] thì 

độ dài cung tương ứng của đường cong đó được tính theo công thức   

b

a

2
.dx)x('f1L  

Nếu đường cong được cho bởi phương trình tham số 








)t(y

)t(x
 thì     

2

1

t

t

22
,dt)t(')t('L  

trong đó t1 và t2 được xác định từ phương trình a = (t1) và phương trình b = (t2), với (t), (t) và 

’(t) là các hàm liên tục trên [t1,t2]. 

Nếu đường cong được cho bởi phương trình r = r() trong tọa độ cực (r,) với     , trong 

đó r() là hàm số liên tục trên [, ] thì  




 .d)('r)(rL
22

 

Xem các ví dụ trong [1]. 

4.2.5.3. Tính thể tích của vật thể 

Nếu diện tích của thiết diện ngang của vật thể được tạo ra do mặt phẳng vuông góc với trục Ox 

có thể biểu diễn như là hàm số của x dưới dạng S = S(x) với a  x  b thì thể tích của phần vật thể nằm 

giữa các mặt phẳng vuông góc với trục Ox là x = a và x = b được tính bằng công thức 
b

a

.dx)x(SV  
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Nếu hình thang cong giới hạn bởi đường cong y = f(x) và các đường thẳng y = 0, x = a, y = b 

quay quanh trục Ox thì thể tích của vật thể tròn xoay này được tính bằng công thức 
b

a

2

x .dx)x(fV  

Nếu hình giới hạn bởi các đường cong y = f1(x) và y = f2(x) [0  f1(x)  f2(x)] và các đường 

thẳng x = a, x = b quay xung quanh trục Ox thì thể tích của vật tròn xoay này được tính bằng công 

thức   

b

a

2

1

2

2x .dx)x(f)x(fV  

Xem các ví dụ trong [1]. 

4.2.5.4. Tính diện tích của mặt tròn xoay 

Nếu cung của đường cong y = f(x) với a  x  b quay quanh trục Ox thì diện tích mặt tròn xoay 

được tính bằng công thức   

b

a

2

x .dx)x('f1)x(f2S  

Nếu cung của đường cong y = f(x) với a  x  b quay quanh trục Ox được cho bởi các phương 

trình tham số 








)t(y

)t(x
với t1  t  t2 thì diện tích mặt tròn xoay được tính bằng công thức 

    
2

1

t

t

22

x .dt)t(')t(')t(2S  

Xem các ví dụ trong [1]. 

4.3. Tích phân suy rộng 

4.3.1. Khái niệm và cách tính tích phân suy rộng 

Trong các phần trên ta đã xây dựng khái niệm tích phân xác định trong trường hợp các cận tích 

phân là hữu hạn và hàm số lấy tích phân là bị chặn, trong phần này ta sẽ xét trường hợp khi mà một 

trong hai điều kiện trên bị vi phạm, tức là hoặc cận tích phân là vô hạn, hoặc hàm số lấy tích phân là 

không bị chặn. 

4.3.1.1. Tích phân suy rộng loại 1 (cận tích phân là vô hạn) 

Tích phân suy rộng loại 1 của hàm số f(x) [f(x) là hàm số bị chặn], từ a đến + được xác định 

bởi đẳng thức .dx)x(flimdx)x(f

b

a
b

a

 



  Nếu giới hạn này tồn tại và hữu hạn thì tích phân suy rộng loại 

1 dạng này, được gọi là hội tụ; còn nếu giới hạn này không tồn tại hoặc bằng  thì tích phân suy rộng 

loại 1 dạng này, được gọi là phân kỳ. 

Tương tự, tích phân suy rộng loại 1 của hàm số f(x) [f(x) là hàm số bị chặn], từ - đến b được 

xác định bởi đẳng thức .dx)x(flimdx)x(f

b

a
a

b

 


  Nếu giới hạn này tồn tại và hữu hạn thì tích phân suy 

rộng loại 1 dạng này, được gọi là hội tụ; còn nếu giới hạn này không tồn tại hoặc bằng  thì tích phân 

suy rộng loại 1 dạng này, được gọi là phân kỳ. 

Trường hợp, nếu tích phân suy rộng loại 1 của hàm số f(x) [f(x) là hàm số bị chặn], từ - đến 

+ được xác định bởi đẳng thức  







b

c
b

c

a
a

dx)x(flimdx)x(flimdx)x(f  (c là một số hữu hạn). Nếu 

cả hai giới hạn ở vế phải đẳng thức trên tồn tại hữu hạn thì tích phân suy rộng loại 1 dạng này, được 

gọi là hội tụ; còn nếu có ít nhất một trong hai giới hạn ở vế phải đẳng thức trên không tồn tại hoặc 

bằng  thì tích phân suy rộng loại 1 dạng này, được gọi là phân kỳ. 
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Ví dụ 4.3.1.1. Tính các tích phân (a) ,
xlnx

dx

2e

3


 (b) ,xdxcos
0




(c) 



 5x2x

dx
2

 

Bài giải. 

(a) 






















 bln2

1

8

1
lim

xln2

1
lim

xln

)x(lnd
lim

xlnx

dx
lim

xlnx

dx
2b

b

e

2b

b

e

3b

b

e

3b
e

3
2222

 

8

1
0.

2

1

8

1

bln

1
lim

2

1

8

1
2b




, do đó tích phân suy rộng loại 1 này hội tụ. 

(b) bsinlim)0sinb(sinlimxsinlimxdxcoslimxdxcos
bb

b

0b

b

0
b

0




  , giới hạn này không 

tồn tại, do đó tích phân suy rộng loại 1 này phân kỳ. 

(c) 












  









b

0

2b

0

a

2a
0

2

0

22 5x2x

dx
lim

5x2x

dx
lim

5x2x

dx

5x2x

dx

5x2x

dx
 

















 
b

0
b

0

a
a

b

0

22b

0

a

22a 2

1x
arctanlim

2

1

2

1x
arctanlim

2

1

2)1x(

)1x(d
lim

2)1x(

)1x(d
lim  






















 


 2

1b
arctanlim

2

1

2

1
arctan

2

1

2

1
arctan

2

1b
arctanlim

2

1

2

1b
arctan

2

1
arctanlim

2

1

aba
 

22
.

2

1

2
.

2

1

2

1
arctan

2

1

2

1b
arctanlim

2

1

b













 





, do đó tích phân suy rộng loại 1 này hội tụ. 

4.3.1.2. Tích phân suy rộng loại 2 (hàm số lấy tích phân không bị chặn) 

Tích phân suy rộng loại 2 của hàm số f(x) có 


)x(flim
0bx

, từ a đến b được xác định bởi đẳng 

thức .dx)x(flimdx)x(f

b

a
0

b

a





  Nếu giới hạn này tồn tại hữu hạn thì tích phân suy rộng loại 2 dạng này, 

được gọi là hội tụ; còn nếu giới hạn này không tồn tại hoặc bằng  thì tích phân suy rộng loại 2 dạng 

này, được gọi là phân kỳ. 

Tích phân suy rộng loại 2 của hàm số f(x) có 


)x(flim
0ax

, từ a đến b được xác định bởi đẳng 

thức .dx)x(flimdx)x(f

b

a
0

b

a





  Nếu giới hạn này tồn tại hữu hạn thì tích phân suy rộng loại 2 dạng này, 

được gọi là hội tụ; còn nếu giới hạn này không tồn tại hoặc bằng  thì tích phân suy rộng loại 2 dạng 

này, được gọi là phân kỳ. 

Trường hợp, nếu tích phân suy rộng loại 2 của hàm số f(x) có 


)x(flim
0ax

 và 


)x(flim
0bx

, 

từ a đến b được xác định bởi đẳng thức 








b

c
0

c

a
0

b

a

dx)x(flimdx)x(flimdx)x(f  (a < c < b). Nếu cả hai 

giới hạn ở vế phải đẳng thức trên tồn tại hữu hạn thì tích phân suy rộng loại 2 dạng này, được gọi là 

hội tụ; còn nếu có ít nhất một trong hai giới hạn ở vế phải đẳng thức trên không tồn tại hoặc bằng  thì 

tích phân suy rộng loại 2 dạng này, được gọi là phân kỳ. 

Ví dụ 4.3.1.2. Tính các tích phân (a) ,
x

dx
1

0

  (b) ,
xcos

dx
2

0




 (c) 
 

1

1
2x1

dx
 

Bài giải.  
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(a) Hàm lấy tích phân không bị chặn tại điểm x = 0 



 

1

0

1

0

1

0

1

0

xlnlimxlnlim
x

dx
lim

x

dx
 




)ln(lim)ln1(lnlim
00

, do đó tích phân suy rộng loại 2 này phân kỳ. 

(b) Hàm lấy tích phân
xcos

1
không bị chặn tại điểm 

2
x


  





 2

0
0

2

0
xcos

dx
lim

xcos

dx
 








 



























































 






 2
tanln

42

2tanlimln
42

x
tanlnlim

0

2

0
0

, do đó tích phân suy rộng loại 2 này 

phân kỳ. 

(c) Hàm lấy tích phân 
2x1

1


không bị chặn tại tại các điểm x = 1 
























1

00

0

10

1

0
20

0

1
20

1

1
2

xarcsinlimxarcsinlim
x1

dx
lim

x1

dx
lim

x1

dx
 











 


 22
)1arcsin(lim)1arcsin(lim

00
, do đó tích phân suy rộng loại 2 này hội tụ. 

4.3.2. Dấu hiệu hội tụ (tiêu chuẩn so sánh) đối với tích phân suy rộng 

4.3.2.1. Dấu hiệu hội tụ đối với tích phân suy rộng loại 1 

Giả sử f(x), g(x) là hai hàm số không âm và khả tích trên [a,+), khi đó nếu tồn tại số c > a sao 

cho f(x)  g(x) với mọi x[c,+) thì 

(1) Nếu 


a

dx)x(g hội tụ thì 


a

dx)x(f hội tụ, nếu 


a

dx)x(f phân kỳ thì 


a

dx)x(g phân kỳ 

(2) Nếu k
)x(g

)x(f
lim

x



với 0 < k < + thì các tích phân suy rộng 



a

dx)x(f và 


a

dx)x(g cùng hội tụ 

hoặc cùng phân kỳ. 

Hệ quả. 

Nếu 0
)x(g

)x(f
lim

x



và 



a

dx)x(g hội tụ thì 


a

dx)x(f hội tụ, nếu 
 )x(g

)x(f
lim

x
và 



a

dx)x(g phân kỳ 

thì 


a

dx)x(f phân kỳ. 

Trường hợp hàm số f(x) có dấu tùy ý, ta có: Nếu tích phân 


a

dx)x(f hội tụ thì tích 

phân 


a

dx)x(f hội tụ; khi đó, ta nói rằng tích phân 


a

dx)x(f hội tụ tuyệt đối. Còn nếu tích 

phân 


a

dx)x(f hội tụ nhưng tích phân 


a

dx)x(f phân kỳ thì ta nói rằng tích phân 


a

dx)x(f hội tụ không 

tuyệt đối. 
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Ví dụ 4.3.2.1. (a) Chứng minh rằng tích phân suy rộng 


a

px

dx
 hội tụ khi p > 1, phân kỳ khi p  1; 

(b) Khảo sát tính hội tụ của tích phân 


0

2 dx)xsin(  

Bài giải. (a) Theo định nghĩa
p1

a
blim

p1

1

1p

x
limdxxlim

x

dx
lim

x

dx p1
p1

b

b

a

1p

b

b

a

p

b

b

a

pb
a

p 























  

- Nếu p > 1 thì 
p1

a

x

dx
0

b

1
limblim

p1

a

p1pb

p1

b 








  , tức là tích phân suy rộng 


a

px

dx
 hội tụ 

- Nếu p  1 thì 



p1

b
blim tức là tích phân suy rộng 



a

px

dx
 phân kỳ.  

Kết quả này được sử dụng (mà không cần phải chứng minh lại) khi khảo sát tính hội tụ của tích 

phân suy rộng loại 1. 

(b) Nếu đặt tx  thì )II(
2

1
dt

t

tsin
dt

t

tsin

2

1
dt

t

tsin

2

1
dx)xsin( 21

2

2

000

2 













 







 

- Tích phân 




2

0

1 dt
t

tsin
I là tích phân bình thường vì hàm số lấy tích phân là hàm bị chặn. Thật 

vậy, tại cận tích phân t = 0 hàm số lấy tích phân có khả năng không bị chặn thì   

00.1tlim.
t

tsin
limt.

t

tsin
lim

t

tsin
lim

0t0t0t0t



. 

- Tích phân  

















dt
t

tcos
lim

t

tcos
lim

t

)t(cosd
limdt

t

tsin
limdt

t

tsin
I

b

2

23b

b

2
b

b

2
b

b

2
b

2

2  

dt
t

tcos
dt

t

tcos
limdt

t

tcos
lim0

2

23

b

2

23b

b

2

23b 








 . Ta thấy 
2323 t

1

t

tcos
 mà tích phân 



 2

23t

dt
đã biết là hội 

tụ theo (a) nên tích phân dt
t

tcos

2

23




hội tụ theo dấu hiệu hội tụ đối với tích phân suy rộng loại 1, suy 

ra dt
t

tcos
I

2

232 




 hội tụ. 

- Như vậy, tích phân 





2

2 dt
t

tsin
I hội tụ, suy ra tích phân 



0

2 dx)xsin( hội tụ. 

Ví dụ 4.3.2.2. Khảo sát tính hội tụ của tích phân suy rộng 












1

dx
x

1
cos1  

Bài giải. Ký hiệu 
x

1
cos1)x(f  và 

2x

1
)x(g  , ta thấy 






2

xx

x

1
x

1
cos1

lim
)x(g

)x(f
lim  

2

1
1.

2

1

x2

1
x2

1
sin

lim
2

1

x2

1
x2

1
sin

lim
2

1

x4

1
x2

1
sin

lim
2

1

x4

4
x2

1
sin2

lim 2

2

0
x2

1

2

x

2

2

x

2

2

x
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Do đó, theo hệ quả trên thì tích phân 












11

dx
x

1
cos1dx)x(f hội tụ vì tích 

phân 



1

2

1
x

dx
dx)x(g  đã biết là hội tụ. 

4.3.2.2. Dấu hiệu hội tụ (tiêu chuẩn so sánh) đối với tích phân suy rộng loại 2 

Giả sử f(x), g(x) là hai hàm số không âm và khả tích trên (a,b], cả hai hàm này đồng thời không 

bị chặn tại x = a (điểm x = a được gọi là điểm bất thường hoặc là điểm gián đoạn). Giả sử f(x)  g(x) 

với mọi x(a,c] (a < c < b) thì 

(1) Nếu 
b

a

dx)x(g hội tụ thì 
b

a

dx)x(f hội tụ, nếu 
b

a

dx)x(f phân kỳ thì 
b

a

dx)x(g phân kỳ 

(2) Nếu k
)x(g

)x(f
lim

0ax



với 0 < k < + thì các tích phân suy rộng 

b

a

dx)x(f và 
b

a

dx)x(g cùng hội tụ 

hoặc cùng phân kỳ. 

Hệ quả. 

Nếu 0
)x(g

)x(f
lim

0ax



 và 

b

a

dx)x(g  hội tụ thì 
b

a

dx)x(f hội tụ, nếu 
 )x(g

)x(f
lim

0ax
và 

b

a

dx)x(g  phân kỳ 

thì 
b

a

dx)x(f phân kỳ. 

Trường hợp hàm số f(x) có dấu tùy ý, ta có: Nếu tích phân 
b

a

dx)x(f hội tụ thì tích 

phân 
b

a

dx)x(f hội tụ; khi đó, ta nói rằng tích phân 
b

a

dx)x(f hội tụ tuyệt đối. Còn nếu tích 

phân 
b

a

dx)x(f hội tụ nhưng tích phân 
b

a

dx)x(f phân kỳ thì ta nói rằng tích phân 
b

a

dx)x(f hội tụ không 

tuyệt đối. 

Ví dụ 4.3.2.3. (a) Chứng minh rằng các tích phân suy rộng  

b

a

p)xb(

dx
,  

b

a

p)ax(

dx
 với a < b hội tụ 

khi p < 1, phân kỳ khi p  1. (b) Khảo sát tính hội tụ của tích phân 


1

0
3 2

2

dx
x1

xcos
 

Bài giải. (a) Theo định nghĩa 















 
b

a

p1

0

b

a

p0

b

a

p
)xb(lim

p1

1

)xb(

dx
lim

)xb(

dx
 

1p

)ab(
lim

1p

1 p1
p1

0 










 

Nếu p < 1 thì ,0lim p1

0
 


 còn khi p > 1 thì 








 1p0

p1

0

1
limlim  và cuối cùng nếu p = 1 thì 

.)xbln(lim
xb

dx
lim

b

a0

b

a
0










   Do đó, khi p < 1 tích phân suy rộng  

b

a

p)xb(

dx
hội tụ, còn khi p  

1 thì tích phân suy rộng  

b

a

p)xb(

dx
phân kỳ. 
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Đối với tích phân  

b

a

p)ax(

dx
chứng minh tương tự. 

Các kết quả này được sử dụng (mà không cần phải chứng minh lại) khi khảo sát tính hội tụ của 

tích phân suy rộng loại 2. 

(b) Hàm số lấy tích phân là không bị chặn khi x  1. Ta viết hàm số lấy tích phân dưới dạng sau 

)x(g
)x1(

1

x1

1

x1

1
.

1

1

x1

1
.

x1

1

x1

1
.

x1

xcos

x1

xcos
)x(f

313333333

2

3 2

2



















 . Áp dụng 

kết quả ở (a) ta thấy tích phân suy rộng 


1

0
3 2

2

dx
x1

xcos
hội tụ vì tích phân suy rộng 



1

0

3 x1

dx
 hội tụ. 

Ví dụ 4.3.2.4. Khảo sát tính hội tụ của tích phân 


1

0
2x1

xdx2sin
 

Bài giải.  

Tích phân 


1

0
2x1

xdx2sin
 là tích phân suy rộng loại 2 vì hàm lấy tích phân không bị chặn tại x = 1.  

Ta thấy 
x1

1

x1

1
.

x1

1

)x1)(x1(

1

x1

1

x1

x2sin

22 












 trên [0,1]. Vì tích phân 

 




1

0

21

1

0
)x1(

dx

x1

dx
 là tích phân hội tụ nên tích phân 



1

0
2

dx
x1

x2sin
hội tụ, suy ra tích phân 




1

0
2x1

xdx2sin
hội tụ tuyệt đối. 

 

BÀI TẬP 

4.1. Tính các tích phân 

(a)  dxxx    (b)  5 x

dx
   (c) 




dx

x1

x12

2

2

 

(d)  


dx

x1

x2
2

4

   (e)  dx3e xx3    (f)  xdxtan 2  

(g)  







 dx

x

1
x

2

  (h)   dx)xcot3xtan2( 2  (i)  dx)xcos(x 2  

(k)  xlnx

dx
   (l)   dxbaxx3 2 với a ≠ 0 (m)  xdxcosxsin  

(n)  xdxcos).xcos(sin  

4.2. Tính các tích phân 

(a)   dx)baxcos( với a ≠ 0 (b) 
 dxe bax    (c)   22 ax

dx
 với a ≠ 0 

(d) 
 22 xa

dx
 với a ≠ 0 (e) 

 ax

dx

2
 với a ≠ 0 (f)  xsin

dx
 

(g)  xcos

dx
   (h)  xdxtan    (i)  xdxcot  
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(k) 
 9x2x

dx
   (l) 

 xcos3

xdx2sin

4
  (m)  








 dx

2

x
cos3

2

x
sin2

2

 

(n) 
 2x

dxx

10

4

   (o)   5x2x

xdx
24

  (p)  
dx

5e

e
x4

x2

   

(q)  
dx

5e

e
x4

x2

   (r) dx
)x2sin(.x

xcosxsin



 

4.3. Tính các tích phân 

(a)  xdxlnx    (b)  xdxarcsin   (c)  xdxarctanx2   

(d)   dxe)1x( x    (e)  xdxsinx2   (f)  dxex
2x5  

(g)   xdxcos)3x2x( 2  (h)  xdxcose x2   (i)  dxxsin  

(k)














dx)xcos(lnJ

dx)xsin(lnI
  (l)   dxxa 22 với a ≠ 0 

(m)














bxdxcoseJ

bxdxsineI

ax

ax

 với a2 + b2 > 0  (n)




















xsinbxcosa

xdxcos
J

xsinbxcosa

xdxsin
I

với a2 + b2 > 0 

4.4. Chứng minh các đẳng thức (n, mZ) và tìm công thức truy hồi đối với In hoặc In,m 

(a) 


 



 xdxsin

n

1n

n

xcosxsin
xdxsinI 2n

1n
n

n  

(b) 


 
 xdxcos

n

1n

n

xsinxcos
xdxcosI 2n

1n
n

n  

(c)   







xsin

dx

1n

2n

xsin

xcos

1n

1

xsin

dx
I

2n1nnn  

(d)   







xcos

dx

1n

2n

xcos

xsin

1n

1

xcos

dx
I

2n1nnn  

(e)






































nmkhixdxsinxcos
nm

1n

nm

xsinxcos

nmkhixdxsinxcos
nm

1m

nm

xsinxcos

xdxsinxcosI
2nm

1n1m

n2m
1n1m

nm

m,n  

(f) 












 xdxcose

na

)1n(n

na

)xsinnxcosa(xcose
xdxcoseI 2nax

2222

1nax
nax

n  

(g) 








 xdxlnx

1m

n
xln

1m

x
xdxlnxI 1nmn

1m
nm

n  

4.5. Tính các tích phân 

(a)  


dx

6x11x6x

4x
23

,   (b)   5x6x

xdx
24

,  (c)   5

2

)1x(

dxx
 

(d)  


dx

2x

7x5x3x
2

23

,  (e)  


dx

16x8x

1x
24

5

 

4.6. Tính các tích phân 
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(a) 
 4 x21x21

dx
,  (b) 

 8x2x

dx

2
,   (c) dx

2xx

2x3

2



 

(d) 
 1x2x2x

dx

2
,   (e) 




dx

3x3x)1x(

2x3

2
,  (f)   232 )x1(

dx
 

(g)   2322 )xa(

dx
,  (h) 

1xx

dx

23
 

4.7. Tính các tích phân 

(a)   xsin1

dx
,    (b)   xcosxsin4xsin

xdxcos
2

2

,  (c)   xsinxsin

xdxcos
2

3

 

(d)  xdxsin 3 ,    (e)  ,dx
xsin

xcos5

   (f)  dx
xsin

xcos
4

2

 

4.8. Dùng định nghĩa để tính các tích phân sau đây 

(a) 
1

0

x

a dxaI với 0 < a ≠ 1 (b) 




2

0

xdxsinI   (c) 
x

0

tdtcos)x(I  với x > 0 

sau đó tính bằng quy tắc để kiểm tra kết quả. 

4.9. Tính các tích phân 

(a) 


1

0

xdxxe    (b) 
e

1

2

dx
x

xln
   (c)  

r

0

22 dxxr  

(d) 




3

3

2
dx

xcos

xsinx
   (e) 

 

1

1
2

2

dx
x1

xarcsinx
  (f) 




3

3

2

2

dx
1x

x2sinx
 

(g) 


1

1

xdxarctanx   (h) 





4

0

dx
xcos1

xsinx
  (i) 



1

0

ex dxe
x

 

4.10. Tìm giới hạn n
n

Slim


bằng cách xây dựng tổng tích phân của hàm số thích hợp 

(a) 





1n

1i
2n i

n

1
S    (b) 

 


n

1i

n
in

1
S   (c) 





n

1i

p

1pn i
n

1
S  

(d) 
 


n

1i
22n

in

1
nS   (e) 



 


1n

1i

n
in

1

n

1
S   (f) 








1n

1i

n
n

i
sin

n

1
S  

(g) 



n

1i

n
n

i
1

n

1
S   (h) n

n
!n

)!n2(

n

1
S    (i) 



 


1n

1i

n
in

1
S  ( > 0,  > 0) 

4.11. Chứng minh quy tắc tính tích phân: Nếu f(x) là hàm số liên tục và tuần hoàn với chu kỳ T, tức là 

f(x+T) = f(x), thì .dx)x(fdx)x(f

T

0

Ta

a

 



 

4.12. Chứng minh các công thức 

(a)
1n

2

0

n

n
2

nxdxcosxcosL





   với nN 

(b) 







n

1k

k

1n

2

0

n

n
k

2

2

1
nxdxsinxcosK  với nN* 
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(c) 














 





 1n

1k

1i
n

4

0

n2

n
1i2

)1(

4
)1(xdxtanI  với nN 

(d)
)!1nm(

)!1n()!1m(
dx)x1(xB

1

0

1n1m

n,m



 

  với m, nN* (Hàm Beta) 

4.13. (a) Tính ,xdxsinI

2

0

n

n 


 (b) Chứng minh công thức Wallis
1n2

1

!)!1n2(

!)!n2(
lim

2

2

n 















 

4.14. Chứng minh rằng












nmkhi

nmkhi0
nxdxsinmxsin  với m và n là các số nguyên dương. 

4.15. Tìm diện tích của hình giới hạn bởi các đường 

(a) y = 4x – x2 và trục Ox   (b) x + y = 0, y = 2x – x2 

(c) y = x2, ,
2

x
y

2

 y = 2x   (d) y2 = 2x, x2 + y2 = 8, x  0 

(e) y = x2 + 2x – 3, y = –x2 – 2x + 3  (f) x = –2y2, x = 1 – 3y2 

4.16. Tìm độ dài cung của đường cong 

(a) y2 = x3 từ x = 0 đến x = 1 (y  0)  (b)










tsiny

tcosx

5

5

 từ t1 = 0 đến
2

t2


  

(c) 
3

sinar 3   từ 1 = 0 đến 
2

2


  (a > 0) (d)

3
cosar 3   từ 1 = 0 đến 

2
2


 (a > 0) 

4.17. Tính các tích phân 

(a) 
e

e1

dxxln   (b)   

3

0

3 dxxxsgn  

4.18. Chứng minh các công thức 

(a)  

b

a

b

a

dx)xba(fdx)x(f với f(x) liên tục trên [a,b] 

(b)   

1

0

b

a

dxx)ab(af)ab(dx)x(f với f(x) liên tục trên [a,b] 

(c) 




2

0

2

0

dx)x(cosfdx)x(sinf với f(t) liên tục trên [0,1] 

(d) 





00

dx)x(sinf
2

dx)x(sinxf với f(t) liên tục trên [0,1] 

(e)
1n

12

1k

C 1nn

0k

k

n












  

4.19. Tính thể tích của vật thể tròn xoay 

(a) Hình phẳng {y = 2x – x2, y = 0} quay quanh trục Ox 

(b) Hình phẳng {y2 + x – 4 = 0, x = 0} quay quanh trục Oy 

(c) Hình phẳng {y = x2, y = 4} quay quanh đường thẳng x = -2 

4.20. Tính diện tích của mặt tròn xoay bởi hình phẳng x2 + (y – 2)2 = 1 quay quanh trục Ox. 

4.21. Tính các tích phân suy rộng loại 1 
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(a) 




1

2x

dx
   (b) 




 2x1

dx
  (c) 





0

x dxxe
2

  (d) 


0

xdxsinx  

(e) 


2
32 )3x(

xdx
  (f) 




 )4x)(1x(

dx
22

 (g) 




0

24 5x2x

xdx
 (h) 






dx
x1

xarctan
2

 

4.22. Tính các tích phân suy rộng loại 2 

(a) 


2

0
2

5

x4

dxx
  (b) 



1

0 )x1(x

dx
 (c) 



1

1

2x

dx
  (d) 

1

0

2 xdxlnx  

(e)  

1

0

3x1

dx
  (f) 

e

1

3 xlnx

dx
  (g) 



3

1
2 3xx4

dx
 (h) 



2

0
2x1

dx
 

4.23. Khảo sát tính hội tụ của các tích phân suy rộng 

(a) 



1

10x1

dx
  (b) 



0

dx
x

xsin
  (c) 




 22 )1x(

dx
  (d) 




1

dx
x

)x1ln(
 

(e) 




1

2

dx
x

)x1ln(
 (f) 



1

dx
x

1
sin   (g) 



3 )2x)(1x(x

dx
  

(h) 




2

2

2 1x

dx
   (i) 



1

0
3 4x1

dx
  (k)  

2

0

2)1x(

dx
  (l) 



1

0
4

n

x1

dxx
(nN) 
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Chương 5. Chuỗi số và chuỗi hàm 

5.1. Chuỗi số 

5.1.1. Định nghĩa chuỗi hội tụ, các tính chất của chuỗi hội tụ, tiêu chuẩn Cauchy 

Xét dãy số vô hạn u1, u2, …, un, …, trong đó un = f(n) với nN*. Biểu thức u1 + u2 + …+ un +… 

= 


1n

nu được gọi là chuỗi số (hay chuỗi), còn các số u1, u2, …, un, … được gọi là các số hạng của 

chuỗi; un = f(n) được gọi là số hạng tổng quát. 

Tổng n số hạng đầu tiên của chuỗi ký hiệu là Sn và được gọi là tổng riêng thứ n của chuỗi: Sn = 

u1 + u2 + … + un = 


n

1k

ku . 

Chuỗi được gọi là hội tụ, nếu tổng riêng Sn của chuỗi có giới hạn n
n

Slim


tồn tại hữu hạn; ngược 

lại, nếu giới hạn n
n

Slim


không tồn tại hoặc bằng  thì chuỗi được gọi là phân kỳ. Trong trường hợp 

chuỗi hội tụ, ta ký hiệu ,SlimS n
n 

 S được gọi là tổng của chuỗi. 

Ví dụ 5.1.1. Khảo sát tính hội tụ/phân kỳ của chuỗi số 






1n

1naq với a ≠ 0 

Bài giải 

Các số hạng un = aqn-1 (nN*) của chuỗi ...aq...aqaqaaq 1n2

1n

1n  






  là các số hạng 

của cấp số nhân có số hạng đầu là u1 = a ≠ 0 và công bội q. 

- Nếu |q| ≠ 1 thì





























1qkhi

1qkhi
q1

a

SlimS
q1

q1
a

q1

q1
uaqS n

n

nn

1

n

1k

1k

n  

- Nếu |q| = 1 thì 







 





 1k2nkhia

k2nkhi0
a)1(limSlim

n

1k

1k

n
n

n
khi q = -1, tức là giới hạn này 

không tồn tại; và 




 nalimalimSlim

n

n

1k
n

n
n

 khi q = 1. 

Tóm lại, chuỗi






1n

1naq với a ≠ 0 hội tụ khi |q| < 1 và phân kỳ khi |q|  1. Kết quả này được sử 

dụng khi cần, mà không cần phải chứng minh lại. 

Ví dụ 5.1.2. Chứng minh rằng, chuỗi số ...
5.4.3

1

4.3.2

1

3.2.1

1
  hội tụ và tìm tổng của nó. 

Bài giải 

Biểu diễn số hạng tổng quát của chuỗi 
)2n)(1n(n

1
un


 dưới dạng tổng của các phân số đơn 

giản
2n

C

1n

B

n

A





 bằng phương pháp hệ số bất định, ta được A = 1/2, B = -1 và C = 1/2; do đó 

4

1
Slim

2n

1

1n

1

2

1

2

1
uS

2n

1

1n

2

n

1

2

1
u n

n

n

1k

knn 































 . 

Nhận xét. Tổng riêng Sn của chuỗi chính là 
)m(

nS với m = 2 ở Bài tập 0.12., do đó từ kết quả của 

Bài tập 0.12. ta suy ra được ngay 



 102 

4

1
Slim

)3n)(2n)(1n(

1

2

1

2

1
SS

)mn)...(2n)(1n(

1

m

1

m

1
S n

n

)2(

nn

)m(

n 























 

Điều kiện cần của chuỗi hội tụ: Nếu chuỗi số


1n

nu hội tụ thì 0ulim n
n




 

Chứng minh: Giả sử chuỗi số


1n

nu hội tụ, khi đó 
















SSlim

SSlim

1n
n

n
n

, mặt khác do un = Sn – Sn-1 nên 

  0SSSlimSlimSSlimulim 1n
n

n
n

1nn
n

n
n

 





. 

Điều kiện 0ulim n
n




 là cần chứ không phải là đủ để chuỗi số


1n

nu hội tụ. Chẳng hạn, xét chuỗi 

số


1n n

1
(gọi là chuỗi điều hòa), ta thấy 0

n

1
limulim
n

n
n




, tuy nhiên chuỗi số này lại phân kỳ. Thật 

vậy, giả sử ngược lại, chuỗi 


1n n

1
hội tụ, khi đó   


















n
n

n2
n

nn2
n

n2
n

n
n

SlimSlimSSlim
SSlim

SSlim
 

0SSSlimSlim n
n

n2
n




, điều này mâu thuẫn với 
2

1

n2

1

nn

1

kn

1
SS

n

1k

n

1k

n

1k

nn2 








 . 

Như vậy, nếu chuỗi số


1n

nu có 0ulim n
n




thì nó phân kỳ. 

Ví dụ 5.1.3. Khảo sát tính hội tụ/phân kỳ của chuỗi số ...
11

4

8

3

5

2

2

1
  

Bài giải 

Số hạng tổng quát của chuỗi là 



















n

1
lim3

1

n

1
3

1
lim

1n3

n
limulim

1n3

n
u

n

nn
n

n
n  

0
3

1

03

1



 nên chuỗi đã cho là phân kỳ. 

Các tính chất của chuỗi hội tụ 

(1) Nếu chuỗi số


1n

nu hội tụ và có tổng là S thì chuỗi số


1n

ncu (c là hằng số) cũng hội tụ và có 

tổng là cS. 

(2) Nếu các chuỗi số


1n

nu , 


1n

nv hội tụ và có tổng tương ứng là Su, Sv thì chuỗi số  





1n

nn vu  

cũng hội tụ và có tổng là Su + Sv. 

(3) Tính hội tụ/phân kỳ của một chuỗi số không thay đổi khi bỏ bớt đi một số hữu hạn số hạng 

đầu tiên của chuỗi. 

Tiêu chuẩn Cauchy 

Điều kiện cần và đủ để chuỗi số


1n

nu hội tụ là với  > 0 bé tùy ý cho trước, tìm được số 

nguyên dương n0 sao cho khi p > q  n0 thì  


p

1qk

kqp uSS . 

5.1.2. Chuỗi số dương 
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Chuỗi số 


1n

nu có un > 0 với n  1 được gọi là chuỗi số dương. Vì un+1 > 0  Sn+1 = Sn + un+1 

> Sn nên {Sn} là dãy số tăng. Do đó nếu dãy số {Sn} bị chặn trên thì  n
n

Slim


, do đó chuỗi hội tụ; 

ngược lại dãy số {Sn} không bị chặn thì 


n
n

Slim , do đó chuỗi phân kỳ. 

Các dấu hiệu so sánh 

(1) Cho hai chuỗi số dương


1n

n ,u 


1n

nv . Giả sử un  vn với n  n0N*, khi đó nếu chuỗi 




1n

nv hội tụ thì chuỗi


1n

nu hội tụ, còn nếu chuỗi


1n

nu phân kỳ thì chuỗi


1n

nv phân kỳ. 

(2) Cho hai chuỗi số dương ,u
1n

n







1n

nv . Nếu tồn tại giới hạn hữu hạn k
v

u
lim

n

n

n



thì hai chuỗi 

số này đồng thời hội tụ hoặc đồng thời phân kỳ. 

(3) Giả sử hàm số f(x) là hàm số dương, liên tục và đơn điệu giảm trên [1,+), đồng thời 

0)x(flim
x




. Khi đó, tích phân suy rộng 


1

dx)x(f và chuỗi số


1n

nu với un = f(n), đồng thời hội tụ 

hoặc đồng thời phân kỳ. 

Ví dụ 5.1.4. Chuỗi số


1n
n3 3.n

1
hội tụ vì 

nn3 3

1

3.n

1
 với n  1 và chuỗi số 



















1n

n

1n
n 3

1

3

1
hội 

tụ theo Ví dụ 5.1.1. tương ứng với a = 1 và q = 1/3. 

Ví dụ 5.1.5. Khảo sát tính hội tụ/phân kỳ của chuỗi số ...
11

1

8

1

5

1

2

1
  

Bài giải 

Số hạng tổng quát của chuỗi là 
1n3

1
un


 . So sánh chuỗi này với chuỗi điều hòa có số hạng 

tổng quát là
n

1
vn  : 

3

1

1n3

n
lim

v

u
lim

n
n

n

n






. Do đó chuỗi đã cho là phân kỳ vì chuỗi điều hòa phân 

kỳ. 

Các quy tắc khảo sát tính hội tụ của chuỗi số  

Quy tắc D’Alembert. Cho chuỗi số dương .u
1n

n




 Nếu D
u

u
lim

n

1n

n



 thì chuỗi



1n

nu hội tụ khi D 

< 1, phân kỳ khi D > 1. Còn khi D = 1, không thể khẳng định được chuỗi hội tụ hay phân kỳ mà phải 

dùng cách khác để khảo sát. 

Quy tắc Cauchy. Cho chuỗi số dương .u
1n

n




 Nếu Culim n
n

n



 thì chuỗi



1n

nu hội tụ khi C < 1, 

phân kỳ khi C > 1. Còn khi C = 1, không thể khẳng định được chuỗi hội tụ hay phân kỳ mà phải dùng 

cách khác để khảo sát. 

Ví dụ 5.1.6. Khảo sát tính hội tụ/phân kỳ của các chuỗi số (a)


1n
10

n

n

2
, (b)















1n

n

n

2

n

1
1

2

1
 

Bài giải 
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(a) Áp dụng Quy tắc D’Alembert .D2

n

1
1

2
lim

)1n(

n2
lim

u

u
lim

10
n10

10

n
n

1n

n





















 Vì D > 1 nên 

chuỗi phân kỳ. 

(b) Áp dụng Quy tắc Cauchy .C
2

e

n

1
1lim

2

1

n

1
1

2

1
limulim

n

n

n

n

n
n

n





















 Vì C > 1 nên 

chuỗi phân kỳ. 

Ví dụ 5.1.7. Khảo sát tính hội tụ/phân kỳ của chuỗi số ...
4

1

3

1

2

1
1

222
  

Bài giải 

Số hạng tổng quát của chuỗi là 
2n

n

1
u  , nếu áp dụng Quy tắc D’Alembert  

1

n

1
1

1
lim

)1n(

n
lim

u

u
limD

2
n2

2

n
n

1n

n





















thì không khẳng định được chuối là hội tụ hay phân kỳ. 

Bây giờ ta áp dụng dấu hiệu so sánh với tích phân suy rộng: Từ )n(f
n

1
u

2n   

101
b

1
lim1

x

1
lim

x

dx
lim

x

dx
dx)x(f

x

1
)x(f

b

b

1
b

b

1

2b
1

2

1

2






 , suy ra tích phân suy 

rộng này hội tụ, nên chuỗi đã cho hội tụ. 

5.1.3. Chuỗi số có số hạng với dấu bất kỳ 

5.1.3.1. Chuỗi hội tụ tuyệt đối và hội tụ có điều kiện 

Định lý. Giả sử chuỗi số


1n

nu với các số hạng có dấu bất kỳ. Nếu chuỗi số


1n

nu  hội tụ thì 

chuỗi số 


1n

nu hội tụ. Khi đó chuỗi số 


1n

nu được gọi là hội tụ tuyệt đối. 

Trong trường hợp, nếu chuỗi số 


1n

nu hội tụ mà chuỗi số 


1n

nu  phân kỳ thì chuỗi số 




1n

nu được gọi là hội tụ có điều kiện (hay bán hội tụ). 

Chú ý 1. Điều kiện chuỗi 


1n

nu  hội tụ chỉ là điều kiện đủ để chuỗi 


1n

nu hội tụ, chứ không phải 

là điều kiện cần. 

Chú ý 2. Nếu nhờ Quy tắc D’Alembert hoặc Quy tắc Cauchy mà biết được chuỗi 


1n

nu  phân kỳ 

thì có thể khẳng định là chuỗi 


1n

nu phân kỳ. Thật vậy, khi đó 0ulim0ulim n
n

n
n




nên chuỗi 




1n

nu phân kỳ. 

5.1.3.2. Chuỗi đan dấu 

Chuỗi đan dấu là chuỗi số ...uuuuu)1( 4321

1n

n

1n 




 trong đó un > 0 với n  1. 
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Dấu hiệu hội tụ của chuỗi đan dấu (Dấu hiệu Leibniz). Nếu dãy số dương u1, u2, …, un, … 

giảm dần và 0ulim n
n




 thì chuỗi số 





1n

n

1n u)1( hội tụ và có tổng 1n
n

1n

n

1n uSlimu)1(S 








  và 

|Rn| < un+1, trong đó 



n

1k

k

1k

n u)1(S là tổng riêng thứ n của chuỗi số và 





1nk

k

1k

nn u)1(SSR là 

phần dư thứ n của chuỗi số. 

Ví dụ 5.1.8. Khảo sát tính hội tụ/phân kỳ của chuỗi số ...
14

4

13

3

12

2

2

1
222 







  

Bài giải 

Chuỗi đã cho là chuỗi đan dấu có số hạng tổng quát là 
1n

n
u

2n


  và vì 
2

1
u1  , 

212

1

12

2
u

22





 ,  
313

1

13

3
u

23





 , 
414

1

14

4
u

24





 , … nên u1 > u2 > u3 > u4 > … nên 

điều kiện thứ nhất của Dấu hiệu Leibniz thỏa mãn. Mặt khác 0

n

1
n

1
lim

1n

n
limulim

n2n
n

n










nên 

điều kiện thứ hai của Dấu hiệu Leibniz cũng thỏa mãn. Do đó theo Dấu hiệu Leibniz thì chuỗi hội tụ. 

Ví dụ 5.1.9. Xét chuỗi đan dấu





1n

1n

n

1
)1( , ta có ...

4

1

3

1

2

1
1   hay ...uuu 321   và 

0
n

1
limulim
n

n
n




 nên chuỗi 





1n

1n

n

1
)1(  hội tụ theo Dấu hiệu Leibniz, trong khi chuỗi 










 
1n1n

1n

n

1

n

1
)1(  là chuỗi điều hòa nên phân kỳ. Do đó, chuỗi số 






1n

1n

n

1
)1(  là chuỗi số hội tụ có 

điều kiện. 

5.2. Chuỗi hàm 

5.2.1. Định nghĩa 

Chuỗi 





1n

nn321 )x(u...)x(u...)x(u)x(u)x(u , trong đó các số hạng của chuỗi là hàm 

số của x, được gọi là chuỗi hàm. 

Tập hợp những giá trị của x mà các hàm un(x) với n  1 xác định và chuỗi 


1n

n )x(u  hội tụ, 

được gọi là miền hội tụ của chuỗi hàm và ký hiệu là X. Mỗi giá trị của miền hội tụ X tương ứng với 

một giá trị xác định của giới hạn )x(Slim n
n 

với 



n

1k

nn )x(u)x(S  được gọi là tổng riêng thứ n của 

chuỗi hàm. Như vậy, giới hạn )x(Slim n
n 

là hàm số của x, ký hiệu là S(x), được gọi là tổng của chuỗi 

hàm. 

,)x(u)x(S)x(u)x(R
1nk

kn

1n

nn 








  được gọi là phần dư thứ n của chuỗi hàm. 

Chuỗi hàm


1n

n )x(u  trong miền hội tụ X, được gọi là hội tụ đều trong miền X nếu với mỗi  > 0 

bé tùy ý cho trước, mà tìm được số n0N* để với n  n0 thì |Rn(x)| <  với xX. 

Ví dụ 5.2.1. Cho chuỗi hàm


1n

n )x(u  với .
2x7

x4

1n2

1
)x(u

n

n 













  Xét sự hội tụ của của chuỗi 

tại x = 0 và x = 1. 
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Bài giải. Tại x = 0 thì 
1n2

2

20.7

04

1n2

1
)0(u

nn

n
















 , khi đó chuỗi hàm 



1n

n )x(u  trở thành 

chuỗi số 






 


1n

n

1n

n
1n2

2
)0(u . Ta có 

















 1n2

1n2
lim2

1n2

2

1)1n(2

2
lim

)0(u

)0(u
lim

n

n1n

n
n

1n

n
 

,1D2
02

02
.2

n

1
lim2

n

1
lim2

.2

n

1
2

n

1
2

lim2

n

n

n






















theo Quy tắc D’Alembert thì chuỗi 



 1n

n

1n2

2
 phân kỳ. 

Tại x = 1 thì 
)1n2(3

1

21.7

14

1n2

1
)1(u

n

n

n
















 , khi đó chuỗi hàm 



1n

n )x(u  trở thành chuỗi 

số 






 


1n
n

1n

n
)1n2(3

1
)1(u . Ta có 

 














 1n2

1n2
lim

3

1

)1n2(3

1

1)1n(23

1
lim

)1(u

)1(u
lim

nn1nn
n

1n

n
 

,1D
3

1

02

02
.

3

1

n

1
lim2

n

1
lim2

.
3

1

n

1
2

n

1
2

lim
3

1

n

n

n






















 theo Quy tắc D’Alembert thì chuỗi 



 1n
n )1n2(3

1
 hội 

tụ. 

5.2.2. Tiêu chuẩn hội tụ đều của chuỗi hàm 

Tiêu chuẩn Cauchy. Chuỗi hàm 


1n

n )x(u  trong miền hội tụ X, sẽ hội tụ đều trong miền X khi 

và chỉ khi với  > 0 bé tùy ý cho trước, nếu tìm được số n0N* sao cho khi p > q  n0 thì 

 


p

1qk

kqp )x(u)x(S)x(S với xX. 

Tiêu chuẩn Weierstrass. Nếu các hàm số u1(x), u2(x), u3(x), …, un(x), … trong miền X có giá 

trị tuyệt đối không vượt quá các số dương a1, a2, a3, …, an, … tương ứng, đồng thời chuỗi số 


1n

na hội 

tụ thì chuỗi hàm


1n

n )x(u  hội tụ đều trong miền X. 

Cần lưu ý rằng, Tiêu chuẩn Weierstrass chỉ là điều kiện đủ để một chuỗi hàm hội tụ đều trên 

miền X. 

Ví dụ 5.2.2. Chứng minh chuỗi hàm 


1n

n )x(u  với 
nn

nxsin
)x(u

n

n   hội tụ tuyệt đối và đều trên 

R = (-,+). 

Bài giải. Hiển nhiên n23

n

n a
n

1

nn

1

nn

nxsin
)x(u  với n  1 và với xR. Ta đã biết 

chuỗi số 













1n

p
1n

23
1n

n
n

1

n

1
a với 1

2

3
p   là chuỗi hội tụ, do đó chuỗi dương 



1n

n

nn

nxsin
 hội tụ 

nên chuỗi 


1n

n

nn

nxsin
 hội tụ, đồng thời hội tụ tuyệt đối; hơn nữa theo Tiêu chuẩn Weierstrass thì chuỗi 




1n

n

nn

nxsin
 hội tụ đều trên R. 

5.2.3. Tính chất của chuỗi hàm hội tụ đều 
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(1) Nếu mọi số hạng un(x) của chuỗi hàm 


1n

n )x(u  là các hàm liên tục trong miền X, đồng thời 

chuỗi hàm 


1n

n )x(u  hội tụ đều trong miền X thì tổng S(x) của chuỗi hàm cũng là hàm liên tục trong 

miền X. 

(2) Nếu mọi số hạng un(x) của chuỗi hàm 


1n

n )x(u  là các hàm liên tục trong miền X, đồng thời 

chuỗi hàm 


1n

n )x(u  hội tụ đều trong miền X và có tổng là S(x) thì chuỗi 

   















 







b

a 1n

n

1n

b

a

n dx)x(udx)x(u  hội tụ và có tổng là 
b

a

dx)x(S với [a,b]X, tức 

là    















 







b

a

b

a 1n

n

1n

b

a

n dx)x(Sdx)x(udx)x(u với [a,b]X. 

(3) Nếu các hàm số un(x) với n  1 xác định, khả vi trong miền X nào đó và nếu chuỗi 

hàm


1n

'

n )x(u  hội tụ đều trong miền X thì tổng của nó bằng S’(x), với S(x) là tổng của chuỗi hàm 




1n

n )x(u , tức là )x('S)x(u)x(u

,

1n

n

1n

'

n 







 









trong miền X. 

5.2.4. Chuỗi lũy thừa 

5.2.4.1. Định nghĩa 

Chuỗi lũy thừa là chuỗi hàm có dạng ,)ax(a...)ax(a...)ax(aa
0n

n

n

n

n10 




  trong 

đó a, a0, a1, …, an, … là các số thực. 

5.2.4.2. Định lý Abel (tính chất cơ bản của chuỗi lũy thừa) 

Nếu chuỗi lũy thừa 





0n

n

n )ax(a hội tụ tại x = x0 thì nó hội tụ, đồng thời hội tụ tuyệt đối với x 

thỏa mãn bất đẳng thức |x – a| < |x – x0|. 

Nhận xét. Không mất tính tổng quát, ta có thể nghiên cứu chuỗi lũy thừa dạng


0n

n

n ta sau đó 

thay t =  x – a; hoặc ngược lại, có thể nghiên cứu chuỗi lũy thừa dạng





0n

n

n )ax(a sau đó thay a = 0. 

Hệ quả. Mọi chuỗi lũy thừa đều có một khoảng hội tụ (-R, R) có tâm là điểm a: |x – a| < R hay a 

– R < x < a + R, bên trong khoảng đó chuỗi lũy thừa hội tụ tuyệt đối, còn ở ngoài khoảng đó thì chuỗi 

phân kỳ. Tại các đầu mút của khoảng hội tụ (x = a  R) tính chất hội tụ/hội tụ tuyệt đối/hội tụ có điều 

kiện/phân kỳ tùy theo chuỗi lũy thừa cụ thể, mà để khẳng định được, cần phải khảo sát trực tiếp chuỗi 

tương ứng với giá trị của x tại hai đầu mút của khoảng hội tụ. 

Số R bằng nửa độ dài của khoảng hội tụ của chuỗi lũy thừa được gọi là bán kính hội tụ của 

chuỗi lũy thừa. Trong trường hợp đặc biệt, bán kính hội tụ R có thể bằng 0 hoặc bằng vô hạn; nếu R = 

0 thì chuỗi lũy thừa chỉ hội tụ tại điểm x = a, còn nếu R = + thì chuỗi lũy thừa hội tụ trên toàn trục số 

thực R. 

Tập hợp tất cả các giá trị của x mà chuỗi lũy thừa hội tụ, được gọi là miền hội tụ của chuỗi lũy 

thừa. Như vậy, khái niệm miền hội tụ của chuỗi lũy thừa phù hợp với khái niệm miền hội tụ của chuỗi 
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hàm vì chuỗi lũy thừa là một dạng của chuỗi hàm. Để tìm miền hội tụ của chuỗi lũy thừa, đầu tiên ta 

tìm bán kính hội tụ, sau đó khảo sát trực tiếp sự hội tụ của chuỗi tại hai đầu mút của khoảng hội tụ. 

5.2.4.3. Quy tắc tìm bán kính hội tụ của chuỗi lũy thừa 

Nếu 



n

1n

n a

a
lim  hoặc 



n
n

n
alim thì bán kính hội tụ của chuỗi lũy thừa



0n

n

nxa được xác 

định như sau: 

















0khi

khi0

0khi1

R  

Ví dụ 5.2.3. Khảo sát sự hội tụ của chuỗi lũy thừa ...)5x(!3)5x(!2)5x(!1 32   

Bài giải. Đặt t = x – 5, số hạng tổng quát của chuỗi lũy thừa là n

n

nn

n tat!n)5x(!n)x(u   

với !na n   

Ta có 








)1n(lim

!n

)!1n(
lim

a

a
lim

nn
n

1n

n
nên bán kính hội tụ của chuỗi là R = 0, do đó 

chuỗi hội tụ chỉ khi t = 0  x – 5 = 0, tức là chuỗi hội tụ chỉ khi x = 5. 

Ví dụ 5.2.4. Khảo sát sự hội tụ của chuỗi lũy thừa


1n

n

nxa với 
!n

1
an   

Bài giải.  

Ta có 0
n1

1
lim

)!1n(

!n
lim

!n

1

)!1n(

1
lim

a

a
lim

nnn
n

1n

n
















 nên bán kính hội tụ của chuỗi 

là R = +, do đó chuỗi hội tụ với mọi giá trị của x(-,+). 

Chú ý. Nếu chuỗi lũy thừa được viết dưới dạng 


0n

n )x(u  với n

nn xa)x(u   thì theo Quy tắc 

D’Alembert hoặc Quy tắc Cauchy, ta có thể tìm được khoảng hội tụ theo bất đẳng thức 

1
)x(u

)x(u
limD

n

1n

n





 hoặc theo bất đẳng thức .1)x(ulimC n

n
n




 

Ví dụ 5.2.5. Khảo sát sự hội tụ của chuỗi lũy thừa ...
3

x

2

x
x

32

  

Bài giải. Số hạng tổng quát của chuỗi lũy thừa là n

n

n

n xa
n

x
)x(u   với 

n

1
an   

Cách 1. 1

n

1
lim1

1

n

1
1

1
lim

1n

n
lim

n

1

1n

1
lim

a

a
lim

n

nnn
n

1n

n























 nên bán kính hội tụ 

của chuỗi là 1
1

R 


 , do đó chuỗi hội tụ với mọi giá trị của x thỏa mãn bất đẳng thức -1 < x < 1. 

Tại x = -1, chuỗi trở thành chuỗi đan dấu ...
5

1

4

1

3

1

2

1
1   hội tụ theo Dấu hiệu Leibniz; 

còn tại x = 1, chuỗi trở thành chuỗi điều hòa ...
5

1

4

1

3

1

2

1
1  là chuỗi phân kỳ. 

Vậy miền hội tụ của chuỗi lũy thừa đang xét là -1  x < 1 hay [-1,1). 
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Cách 2. Ta có 























n

1
1

1
limx

1n

n
limx

1n

n
.xlim

n

x

1n

x
lim

)x(u

)x(u
limD

nnn

n1n

n
n

1n

n
 

x

n

1
lim1

1
x

n






. Từ đây suy ra, để chuỗi hội tụ thì D phải nhỏ hơn 1, tức là .1x11D   Do 

đó khoảng hội tụ của chuỗi là .1x1   

Tại hai đầu mút, cũng xét tương tự như ở Cách 1. Cuối cùng, tìm được miền hội tụ của chuỗi là -

1  x < 1 hay [-1,1). 

Ví dụ 5.2.6. Khảo sát sự hội tụ của chuỗi lũy thừa ...
3

)2x(

2

)2x(
)2x(

2

3

2

2







  

Bài giải. Số hạng tổng quát của chuỗi lũy thừa là n

n2

n

n )2x(a
n

)2x(
)x(u 


  với 

2n
n

1
a  , 

nếu đặt t = x – 2 thì chuỗi trở thành 









1n

n

n

1n

n

n ta)2x(a với 
2n

n

1
a  . 

Cách 1. 1

n

1
lim1

1

n

1
1

1
lim

)1n(

n
lim

n

1

)1n(

1
lim

a

a
lim

2n2

n2

2

n22n
n

1n

n























 nên bán kính 

hội tụ của chuỗi là 1
1

R 


 , do đó chuỗi hội tụ với mọi giá trị của t thỏa mãn bất đẳng thức -1 < t  < 

1  -1 < x - 2 < 1  1 < x < 3 . 

Tại x = 3, chuỗi trở thành ...
4

1

3

1

2

1
1

222
  là chuỗi hội tụ vì chuỗi ...

4

1

3

1

2

1
1

ppp
  hội 

tụ khi p > 1; còn tại x = 1, chuỗi trở thành chuỗi đan dấu ...
5

1

4

1

3

1

2

1
1

2222
  hội tụ tuyệt đối. 

Vậy miền hội tụ của chuỗi là 1  x  3 hay [1,3]. 

Cách 2. Ta có 


















 2

2

n2

n

2

1n

n
n

1n

n )1n(

n
.2xlim

n

)2x(

)1n(

)2x(
limD1

)x(u

)x(u
limD  

2x1

n

1
lim1

1
2x

n

1
1

1
lim2x

)1n(

n
lim2x

2

n

2n2

2

n
































. Từ đây suy ra, để chuỗi hội 

tụ thì D phải nhỏ hơn 1, tức là .3x112x112x1D   Do đó khoảng hội tụ 

của chuỗi là .3x1   

Tại hai đầu mút, cũng xét tương tự như ở Cách 1. Cuối cùng, tìm được miền hội tụ của chuỗi là 

1  x  3 hay [1,3]. 

5.2.4.4. Tính chất của chuỗi lũy thừa 

(1) Chuỗi lũy thừa


0n

n

nxa hội tụ đều trên mọi đoạn [a,b] nằm trong khoảng hội tụ của nó. 

(2) Tổng S(x) của chuỗi lũy thừa


0n

n

nxa là hàm số liên tục trong khoảng hội tụ của nó. 
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(3) Có thể lấy tích phân từng số hạng của chuỗi lũy thừa


0n

n

nxa trên mọi đoạn [a,b] nằm trong 

khoảng hội tụ của nó: .dxxadxxa
0n

b

a

n

n

b

a 0n

n

n  
















 

Đặc biệt, với x(-R,R) thì  











 










0n

1nn

0n

x

0

n

n

x

0 0n

n

n x
1n

a
dttadtta và chuỗi này cũng là chuỗi 

lũy thừa có khoảng hội tụ là (-R,R). Như vậy, nếu 





0n

n

nxa)x(S  thì .x
1n

a
dt)t(S

0n

1nn

x

0









  

(4) Có thể tính đạo hàm từng số hạng của chuỗi lũy thừa


0n

n

nxa tại mọi điểm x thuộc khoảng 

hội tụ của nó:   






















0n

1n

n

0n

,n

n

,

0n

n

n xnaxaxa  và chuỗi này cũng là chuỗi lũy thừa có khoảng hội 

tụ là (-R,R). Như vậy, nếu 





0n

n

nxa)x(S  thì .xna)x('S
0n

1n

n




  

Chú ý. Có thể lấy tích phân và tính đạo hàm từng số hạng của chuỗi lũy thừa vô số lần trong 

khoảng hội tụ của nó. 

Ví dụ 5.2.7. Tìm miền hội tụ của chuỗi lũy thừa





0n

nx)1n( và tính tổng S(x) của chuỗi trong 

miền hội tụ đó. 

Bài giải. Ta viết chuỗi đã cho dưới dạng 


0n

n

nxa với an = n + 1.  

Ta có 1
01

0.21

n

1
lim1

n

1
lim21

n

1
1

n

2
1

lim
1n

2n
lim

1n

1)1n(
lim

a

a
lim

n

n

nnn
n

1n

n





































, do đó bán 

kính hội tụ của chuỗi là 1
1

R 


 , nên khoảng hội tụ của chuỗi là  -1 < x < 1. 

Tại x = -1 chuỗi lũy thừa 


0n

n

nxa trở thành chuỗi đan dấu 





0n

n

n a)1( với an = n + 1, là chuỗi 

phân kỳ vì 


)1n(limalim
n

n
n

, tức là vi phạm điều kiện cần của chuỗi hội tụ; còn tại x = 1 chuỗi 

lũy thừa 


0n

n

nxa trở thành chuỗi số 


0n

na với an = n + 1 cũng là chuỗi phân kỳ vì 




)1n(limalim
n

n
n

, tức là vi phạm điều kiện cần của chuỗi hội tụ. 

Như vậy, miền hội tụ của chuỗi đã cho là -1 < x < 1 hay (-1,1). 

Để tính tổng 





0n

nx)1n()x(S  trong miền hội tụ (-1,1) ta tích phân từ 0 đến x hai vế của đẳng 

thức trên: 
x1

1

x1

01

x1

xlim1

x1

x1
.1limxlimxdtt)1n(dt)t(S

n

n

n

n

n

1k

k

n
1n

n

0n

x

0

n

x

0
















 














   vì 

0xlim n

n



 khi -1 < x < 1. Do đó 

2

,,
x

0
)x1(

1

x1

1
dt)t(S)x(S






















   trong miền hội tụ (-1,1) của 

chuỗi. 
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Ví dụ 5.2.8. Tìm miền hội tụ của chuỗi lũy thừa


1n

n

n

x
và tính tổng S(x) của chuỗi trong miền hội 

tụ đó. 

Bài giải. Ta viết chuỗi đã cho dưới dạng 


0n

n

nxa với 
n

1
an  .  

Ta có 1
01

1

n

1
lim1

1

n

1
1

1
lim

1n

n
lim

n

1

1n

1
lim

a

a
lim

n

nnn
n

1n

n


























, do đó bán kính 

hội tụ của chuỗi 


1n

n

n

x
 là 1

1
R 


 , nên khoảng hội tụ của chuỗi là  -1 < x < 1. 

Tại x = -1: Chuỗi lũy thừa


1n

n

n

x
trở thành chuỗi đan dấu







1n

n

n

)1(
hội tụ theo Dấu hiệu Leibniz, 

còn tại x = 1: Chuỗi lũy thừa 


1n

n

n

x
 trở thành chuỗi điều hòa



1n n

1
là chuỗi phân kỳ. 

Như vậy, miền hội tụ của chuỗi lũy thừa 


1n

n

n

x
là -1  x < 1 hay [-1,1). 

Để tính tổng 





1n

n

n

x
)x(S  trong miền hội tụ [-1,1) ta đạo hàm hai vế của đẳng thức trên: 

x1

1

x1

01

x1

xlim1

x1

x1
.1limxlimx

n

x
)x('S

n

n

n

n

n

0k

k

n
0n

n

1n

,
n


























 














  vì 0xlim n

n



 khi -1  x 

< 1. 

x1

1
ln)x1ln(t1ln

t1

dt
dt)t('S)x(S

x

0

x

0

x

0





  trong miền hội tụ [-1,1) của chuỗi. 

5.2.4.5. Khai triển hàm số thành chuỗi lũy thừa 

Mọi hàm số f(x) khả vi vô hạn lần trong khoảng |x – a| < R  a – R < x < a + R đều có thể khai 

triển được thành chuỗi lũy thừa vô hạn dạng Taylor trong khoảng này và hội tụ tới nó: 







0n

n
)n(

)ax(
!n

)a(f
)x(f  nếu trong khoảng đó thỏa mãn điều kiện  

,0)ax(
)!1n(

)c(f
lim)x(Rlim 1n

)1n(

n
n

n



 




trong đó Rn(x) là phần dư của công thức Taylor, c = a + (x – a) 

và 0 <  < 1. Khi a = 0, chuỗi nhận được là chuỗi Mac Laurin 





0n

n
)n(

.x
!n

)0(f
)x(f  

Nếu trong khoảng nào đó chứa điểm a, với mọi n thỏa mãn bất đẳng thức |f(n)(x)| < M, trong đó 

M là hằng số dương, thì 0)x(Rlim n
n




và hàm số f(x) khai triển được thành chuỗi Taylor. 

Ví dụ 5.2.9. Khai triển hàm f(x) = sin2x thành chuỗi lũy thừa theo x. 

Bài giải. Ta thấy f’(x) = 2sinxcosx = sin2x 






 
 

2
)1n(x2sin2)x(f 1n)n(  với n  1. Bây 

giờ ta tìm giá trị của các hàm f(x), f(k)(x) với 1  k  n tại x = 0 và f(n+1)(x) tại x = c, thì được f(0) = 0, 
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1k2nkhi0

k2nkhi2)1(

2

)1n(
sin2

2
)1n(0.2sin2)0(f

1k21k

1n1n)n( và








 


2

n
c2sin2)c(f n)1n( . Nên phần dư 







 














 







2

n
c2sin

)!1n(

)x2(

2

1
x

)!1n(

2

n
c2sin2

)x(R
1n

1n

n

n . 

Vì 0
)!1n(

)x2(
lim

1n

n







 với x, còn 1

2

n
c2sin 







 
  do đó 0)x(Rlim n

n



. Như vậy, có thể khai 

triển được hàm f(x) = sin2x dưới dạng chuỗi Taylor sau đây: 

...x
!8

2
x

!6

2
x

!4

2
x

!2

2
xsin)x(f 8

7
6

5
4

3
22   (- < x < +) 

Nhận xét. Qua ví dụ trên ta thấy, việc sử dụng trực tiếp công thức Taylor để khai triển một hàm 

số thành chuỗi lũy thừa, thì việc tính toán khá cồng kềnh và việc chứng minh 0)x(Rlim n
n




 không 

phải đơn giản. Trong nhiều trường hợp, người ta thường sử dụng các khai triển dạng công thức Mac 

Laurin của một số hàm sơ cấp cơ bản sau đây để khai triển một hàm số thành chuỗi lũy thừa: 

...
!n

x
...

!2

x

!1

x
1e

n2
x   (- < x < +) 

...
)!1n2(

x
)1(...

!5

x

!3

x
xxsin

1n2
1n

53







  (- < x < +) 

...
)!n2(

x
)1(...

!4

x

!2

x
1xcos

n2
n

42

  (- < x < +) 

...
)1n2(

x
)1(...

5

x

3

x
xxarctan

1n2
1n

53







 (-1  x  1) 

...
n

x
)1(...

2

x
x)x1ln(

n
1n

2

  (-1 < x  1) 

...x...xx1
x1

1 n2 


(-1 < x < 1) 

...x
!3

)2)(1(
x

!2

)1(
x

!1
1)x1( 32 








   , khai triển cuối cùng này đúng: 

+ khi n  0 nếu -1  x  1 

+ khi -1 < n < 0 nếu -1 < x  1 

+ khi n  -1 nếu -1 < x < 1 

Chẳng hạn, như ở Ví dụ 5.2.9 ngay ở trên, ta có thể thực hiện như sau: Ta biến đổi 

x2cos
2

1

2

1
xsin)x(f 2  và thay cos2x bằng khai triển thành chuỗi lũy thừa của hàm số 

...
)!n2(

t
)1(...

!4

t

!2

t
1tcos

n2
n

42

  (- < x < +) với t = 2x thì ta được 

...
)!n2(

)x2(
)1(...

!4

)x2(

!2

)x2(
1x2cos

n2
n

42

  Sau đó thay khai triển trên vào biểu thức 

x2cos
2

1

2

1
xsin)x(f 2  thì cũng nhận được kết quả giống như kết quả đã nhận được ở trên là 

...x
!8

2
x

!6

2
x

!4

2
x

!2

2
xsin)x(f 8

7
6

5
4

3
22   (- < x < +) 

Ví dụ 5.2.10. Khai triển các hàm f(x) = (1 – x) thành chuỗi lũy thừa theo x. 
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Bài giải.  

Thay x bởi –x vào khai triển đã biết ...x
!3

)2)(1(
x

!2

)1(
x

!1
1)x1( 32 








   ta 

nhận được ...x
!3

)2)(1(
x

!2

)1(
x

!1
1)x1( 32 








   

5.2.5. Chuỗi Fourier (Tự đọc trong học liệu bắt buộc [1]). 

BÀI TẬP 

5.1. Khảo sát tính hội tụ/phân kỳ của các chuỗi số 

(a) ...
2

7

2

5

2

3

2

1
432
    (b) ...

9

4

7

3

5

2

3

1
432



























  

(c) ...
15

5

11

4

7

3

3

2
432



























   (d) ...

4.3

1

3.2

1

2.1

1
  

(e) ...
7.5

1

5.3

1

3.1

1
     (f) ...

9.7.5

1

7.5.3

1

5.3.1

1
  

(g) ...
24

1

12

1

6

1

3

1

3

2
    (h) ...

39

5

9

4

33

3

3

2

3

1
  

(i) ...5001,0501,051,06,0    (k) ...
!3

10

!2

10

!1

10 32

  

(l) ...0001,1001,101,11,1     (m) ...1111   

5.2. Khảo sát tính hội tụ/phân kỳ của các chuỗi số 

(a)


 1n
n 110

n
  (b)



 1n
n 12

1
  (c)



 1n
n 32.4

1
  (d)



 



1n
22 )1n(n

1n2
 

(e)


 1n
2n

n

)12(

4
  (f)



1n
pn

1
với p < 1 (g)














 

1n

1n

m

1m
với m > 1 

5.3. Áp dụng dấu hiệu so sánh (1) để xét sự hội tụ của các chuỗi số  

(a) ...
5ln

1

4ln

1

3ln

1

2ln

1
    (b)



 1n
n

n

15

2
 

5.4. Áp dụng dấu hiệu so sánh (2) để xét sự hội tụ của các chuỗi số 

(a) ...
15

12

15

12

15

12
3

3

2

2















   (b) ...

14.2

4

13.2

3

12.2

2

11.2

1












 

5.5. Áp dụng dấu hiệu so sánh (3) để xét sự hội tụ của các chuỗi số 

(a) ...
29ln29

1

19ln19

1

9ln9

1
   (b) 



1n
pn

1
 với p > 1 

5.6. Áp dụng Quy tắc D’Alembert hoặc Quy tắc Cauchy để xét sự hội tụ của các chuỗi số 

(a)
















1n

n

2

2

1n2n5

1n2n2
    (b) ...001,201,21,23 432   

(c) ...4.
11

10
3.

11

10
2.

11

10

11

10 5

4

5

3

5

2



























  (d) ...

4

1
.

10

11

3

1
.

10

11

2

1
.

10

11

10

11
5

4

5

3

5

2



























  

5.7. Nghiên cứu sự hội tụ và xác lập đặc tính của sự hội tụ (hội tụ tuyệt đối, hội tụ có điều kiện) của 

các chuỗi đan dấu sau 

(a) ...
11

10

8

7

5

4

2

1
   (b) ...0004,1003,102,11,1   (c)












1n
2

1n

1nn

1n
)1(  
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5.8. Tìm miền hội tụ của chuỗi hàm


 1n
n2x1

1
 

5.9. Chứng minh rằng, chuỗi lũy thừa


1n

nx hội tụ không đều trong (-1,1). 

5.10. Chứng minh rằng, chuỗi hàm


1n
2

n

n

nxsin
 hội tụ tuyệt đối và đều trên R = (-,+). 

5.11. Chứng minh rằng, chuỗi lũy thừa


1n

n

nn

x
 hội tụ tuyệt đối và đều trên đoạn [-1,1]. 

5.12. Nghiên cứu sự hội tụ của các chuỗi: 

(a) 


1n

n

!n

x
   (b) ...

7

x16

5

x8

3

x4
x2

201510
5   

(c) 

















1n

n2

n

)2x(
1n2

1n
 (d) 







1n
n

)1n(n

n

)1x(
   (e) 







1n

2

)1n(n

!n

x
 

5.13. Tìm tổng của các chuỗi: 

(a) ...
a

x4

a

x3

a

x2

a

1
4

3

3

2

2
  với a > 0  (b) ...

a4

x

a3

x

a2

x
3

4

2

32

  với a > 0 

(c) ...
a

x4.3
.

a

x3.2

a

2.1
4

2

32
  với a > 0  (d) ...x8x6x4x2 753    

5.14. Khai triển hàm f(x) thành chuỗi lũy thừa 

(a) 
2xe)x(f  theo lũy thừa của x  (b) f(x) = lnx theo lũy thừa của (x – 1) 

(c) 
x

1
)x(f   theo lũy thừa của (x – 2)  (d) f(x) = ln(x + a) với a > 0, theo lũy thừa của 

 


