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1. Ham hai bién

Cho D < R?. Ham hai bién 1a mét anh xa:
f:-D—>R
(X, y) = T(Xy)

Ky hiéu: f = f(x,y).

D duoc goi 14 mién xac dinh cta f.
Mién gid tri cua f: E={acR|3(x,y)e D:a= f(x,y)}

Néu f cho bai biéu thuc dai s6: Mién xac dinh 1a tip hop tat ca
cac gia tri cua x va y, sao cho biéu thirc €O nghia.

Mién gi4 tri 1a tap hop tat ca cac s6 thuc ma ham cé thé nhan dugc.




1. Ham hai bién

Ham hai bién:

+y+1
flay) = V2 :

Mién x4c dinh: D ={(X,y) e R*|x+y+1>0,x#y}

f(3,2) =

\/3+2+1=\/6
3-2




2. Mat bac hai

Phuong trinh tong quat mit bac hai trong hé toa d6 Descartes Oxyz la:

AX? + By + Cz° + 2Dxy + 2Exz + 2Fyz + Gx+ Hy + Kz+ L =0

Tur Pai s6 tuyén tinh, dé v& mat bac hai:

1) Pua dang toan phuong (mau do) vé dang chinh tic bang bién doi
truc glao.

2) Tim phép bién dodi, Xac dinh truc toa do mai.

3) Vé hinh.




2. Mat bac hai

/ hY . . Z x2 yz
Xet do thi cuiahamsd: z = 5 + =
a b2

Tap hop tat ca cac diém (x, y) cua mién xac dinh D¢, sao cho:
f(x,y) = k dugc goi la duong mirc, trong d6 k 1a hing sot cho trudc.
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2. Mat bac hai

Mat paraboloid elliptic:




2. Mat bac hai

Mt paraboloid elliptic: z = (x — 1)?+(y — 3)*+4
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2. Mat bac hai

Mt paraboloid elliptic: y = x? + z2

T _ - --:-'I‘--.---_.




Mat ellipsold:

Ellipsoid
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2. Mat bac hai

Mat non hai phia:




2. Mat bac hai

2+y2 =1,
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Ta thay véi moi k, dudong murc luon la duong tron ban Kinh b




2. Mat bac hai

Mt tru: trong phuong trinh thiéu hodc x, hoic y, hoic z.
2 2
X- Yy
2t =1




2. Mat bac hai

Mit tru: x% + z% = 4




2. Mat bac hai
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2. Mat bac hai

Mit try: z = x*




2. Mat bac hai

Mat tru: z = 2 — x?




3. Gi¢i han

Cho 2 ham s6 f(x,y), g(x, y) hiy xét cac gia tri cua n6 khi (x,y) tién
t6i (0, 0).
sin(x? + y*2)
x? + y?
x2 — 2
x?% + y?

flx,y) =

glx,y) =




3. Gi¢i han

sin(x? + y*2)
flx,y) =
Y xZ + yZ
TABLE 1| Values of f(x, v)
5 Y — 1.0 — 0.5 —{),2 O 0.2 0.5 1.0
—1.0 0.455 0.759 0.829 0.841 0.829 0.759 0.455
—0.5 0.759 0.959 0.986 0.990 0.986 0.959 0.759
—=).2 0.829 0.986 0.999 1.000 0.999 0.986 0.829
0) 0.841 0.990 1.000 1.000 0.990 0.841
0.2 0.829 0.986 0.999 1.000 0.999 0.986 0.829
0.5 0.759 0.959 0.986 0.990 0.986 0.959 0.759
1.0 0.455 0.759 0.829 0.841 0.829 0.759 0.455




3. Gi¢i han

xZ _ y2
(x,y) =
TABLE 2 Values of g(x, y)

< Y | —1.0 —0:5 —0.2 0 0.2 0.5 1.0
—1.0 0.000| 0.600| 0.923| 1.000 0.923| 0.600| 0.000
—0.5 | —0.600| 0.000| 0.724| 1.000 0.724 | 0.000 | —0.600
—0.2 | —0.923 | —0.724 | 0.000| 1.000 0.000 | —0.724 | —0.923

0 | —1.000|—1.000 | —1.000 —1.000 | —1.000 | —1.000

0.2 | —0.923 | —0.724| 0.000| 1.000 0.000 | —0.724 | —0.923

0.5 | —0.600 | 0.000| 0.724| 1.000 0.724 | 0.000 | —0.600

1.0 0.000 | 0.600| 0.923| 1.000 0.923| 0.600| 0.000

® 2007 Thomson Higher Education




3. Gi¢i han

« f(x,9),9(x,y) déu khong xac dinh tai (0,0).
« Khi (x,y) dan dén (0,0): cac gia tri ciia f(x,y) dan téi 1, cac gia
tr1 cua g(x,y) khong tién té1 bat ky mot gia tri nao.

 Du doan:
lim sin(x®+y?) 1
(x,y)=(0,0)  x*+y? |
2 _ A2 .
lim == khong ton ta.

(x,y)—(0,0) x*+y*




3. Gi¢i han

Pinh nghia gié¢i han kép

Cho ham hai bién f = f(x,v), My(xo,V,) € R? sao cho M, Ia diém tu
cua Dr.
f

® Tanoi gigi han ctia ham f khi (x, y) dan dén diém M, bang a, néu:

V(Xniyn)EDf )(XO’yO):> f(xn’yn) > d

N—>00

N—00

Ky hiéu cua gidi han (kép): lim f(x,y)=a
(X,¥)—>(X0.Yo)

oVe>0,36>0:V(X,y) e D¢, (X Y) ;t(xo,yo),\/(x—xo)2 +(y—y0)2 <O

Khi do: [f(x,y)—a<e.
Iim f(x,y)=a

X—)XO
Y—>Yo

Ky hiéu khac cta gioi han (kép):




3. Gi¢i han

Tinh chat cua gi®i han

1. Iim [f(X,y)+g(X,y)]= Iim f+ |im
(x,y)—(a,b) (x,y)—(a,b) (X,y)—>(a,b)

2. Iim [f(x,y)-g(x,¥)]= lm f- |lim
(x,y)—(a,b) (x,y)—>(ab)  (x,y)—>(a,b)

Iim  f(X,y)

3. lim XY) _(ey)o(ab) ‘neu  lim

(x,y)—(a,b) g(X,Yy) Iim g(Xx,y) (x,y)—(a,b)
(x,y)—>(a.b)

4. Neu f(x,y)<g(x,y)<h(x,y) va
Iim f= |lim h=M, thi Iim g =M.

(x,y)—(a,b) (x,y)—(a,b) (x,y)—(a,b)

g=0




3. Gi¢i han

Tim gidi han néu ton tai hodc chirg minh khéng ton tai:

| = lim (x+ ysinl)
(x,y)—(0,0) X

0< f(X,y)|= x+ysin1 < x|+ ysirl1 < x|+

\ | /X
= lim [ ysin? )=

(x,y)—(0,0) X

0




3. Gi¢i han

Tim gidi han néu ton tai, hodc ching to gidi han khdng ton tai:

2
=  lim (2%x y2
(x,y)—=(0,0) X2 + y

3x° X2
0 f(x V)= 525 <3|yl vi <1,
\ X -I-y/ X +Y
0
2
~ lim XY _g

(x.y)=(00) X + y*




3. Gi¢i han

Tim gi61 han:

. Xy
lim
(xy)—~(0,0) X2 + y?2

Doc theo truc Ox:

. Xy . 0
lim = Jlim —=0
(xy)=(0,0) x% + y4  (xy)—~(0,0) x?
Doc theo truc y = x: .
Xy x? 1 X

(x,y)lir%0,0) x? + y? (x,y)IE%O,O) 2x% 2

Do d6: khong ton tai gidi han (kép).




3. Gi¢i han

Néu (x,y) tién tdi (a, b) theo it nhat 2 cach khac nhau, ma gia tri

ham £ (x,y) dan téi cac giéi han khac nhau thi:

lim X,
(x,y)—(a,b) [ y)

khong ton tai.




3. Gi¢i han

Tim gidi han (néu c0) hoic chting to khong ton tai:

: X2 +2y2
| = lim 5 5
(X,y)—>(0,0) x“+vy
Chon day (x,,Y,) :G,Oj = 5(0,0). Khi do: f(x,,Y,)= f(i,0j=l

Chon day tha hai (X, Y;,) = (O, ij =™ 5(0,0)

1
Khido f(x,,y,)="f (O,njzz.

Vay ton tai hai ddy dan dén (0,0) nhung gia tri cia f tai nhitng diém
doé tién dén hai s6 khac nhau, suy ra khong ton tai gidi han da cho.




3. Gi¢i han

Tim gidi han (néu c0) hoic ching to khong ton tai:

=  lim ny ,
(x,y)—>(0,0) X2 + y

Chon y = kx, khi dé:
k
fGoy) = flxkx) =+ oy
f(x,y) 1a mot dai lugng phu thudc vao k, ma k thay doi nén khong
ton tai 2101 han.




3. Gi¢i han

Tim gi61 han (n€u cd) hoac chiing té6 khong ton tai:
. Xy
lim I
(x,y)—(0,0) X +y

1

Chon day (%, Y,) =(n,oj e 0.0) Khi do: f (., y.) = f(i,oj

0.

Chon day thir hal (x;,Y;,) = (nlgij = 5(0,0)

Khido f(x,y.)= f(lg,ljzl.
n°n/ 2

Vay ton tai hai ddy dan dén (0,0) nhung gia tri cua f tai nhitng diém
doé tién dén hai so khac nhau, suy ra khong ton tai giéi han da cho.




3. Gi¢i han

Tim gidi han (néu c0) hoic ching to khong ton tai:
2.,2
. X<y
| = lim 75 5
(x,¥)=(0,0) X“y* + (X~ Y)

Chon day (xn,yn)z(i,Oj e 0.0). Khi do: f(xn,yn):fﬁ,oj:o.
X /4 - / / 1 1 N—>—+00
Chon day thir hal (X, Y,) = (n’nj >(0,0)

Khi d6 f(x;,,y,g)zf(l,ljzl.
N n

Vay ton tai hai ddy dan dén (0,0) nhung gia tri cua f tai nhitng diém d6
tien dén hal s6 khac nhau, suy ra khong ton tai gidi han da cho.




3. Gi¢i han

Tim gidi han (néu c0) hoic ching to kh()ng ton tai:

| = IIm

(x,y)—(0,0)1— \3/1+ Xy

bat t = xy, khi d6 (x,y) = (0,0) thit - 0:

t
[ = lim = —3
t501 — /1 + ¢




3. Gi¢i han

Tim gidi han (néu c0) hoic ching to khong ton tai:
2

. X< +

| = lim Y

(x,y)—(0.0) \/x2 +y+9-3

Dit t = x? + y, khi do6 (x,y) = (0,0) thi t - 0:

t
I = lim

=6
>0/t + 9 — 3




4. Lién tuc

Ham so6 f(x,y) duoc goi la lién tuc tai (xq, Vo), néu:

lim f(x,y) = f (X0, Y0)
(x'y)_)(xOryO)

Ham duoc goi 1a lién tuc trén mién D néu no lién tuc tai moi di€m trén
mién D.

Tong, hiéu, tich caa hai ham lién tuc 1a ham lién tuc.
Thuong cta hai ham lién tuc 1a ham lién tuc (néu ham ¢ mau khac 0).

Ham hop cta hai ham lién tuc 1a ham lién tuc (tai nhitng diém thich
hop).




4. Lién tuc

Cac ham sau day duogc goi 1a ham so cap co ban:

1) Ham mii; 2) Ham Idy thtra; 3) Ham luong giac; 4) Ham luong
giac nguoc; 5) Ham logarit; 6) Ham hang.

Ham thu duoc tir cAc hdm so cap co ban bang hitu han cac phép
toan: cong, trir, nhan, chia, 1ay ham hop duoc goi la ham so cap.

Cac phép toan: cong, trir, nhan, chia, lay ham hop cac ham so cap
la ham so cap.

Dinh ly

Ham so cap lién tuc trén tap xac dinh.




4. Lién tuc

Khao sat tinh lién tuc cia ham sau R*:

sin(x3 + y3)
fu={ x2iy2 | P 7TOD)

! 0, (x,¥)=(0,0)

sin(x* +y°) sint ¢

Sin(x3 + y3) B sin(x3 + y3) | x> + y3

>1
x3+y3 t x2+y2 x3+y3 x2+y2
3 3
0< " dx|+lyl = lim  f(xy)=1.0=0= f(0,0)
X“+y (x,y)—(0,0)

Suy ra f lién tyc tai (0,0). Vay ham da cho lién tuc trén R?.




4. Lién tuc

Tim tat ca cac gia tri cua a dé ham so lién tuc tai diém (0,0):

(%2 _ 2
, (X, y) #(0,0)
f(X,¥)=1x%+vy?

.3, (x,¥)=(0,0)

Taco lim  f(X,y) khong ton tai.
(x,y)—(0,0)

Vay ham khong lién tuc tai (0,0). Khong ton tai a.






